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1 Differentiale

Sei A ein Ring, B eine A-Algebra und M ein B-Modul.

Definition 1.1 Eine A-Derivation von B nach M ist eine Abbildung
D: B —> M
die A-linear ist und fiir die die Leibniz-Regel gilt:
(6.1) D(bb') = b'D(b) + bD(V)
Lemma/Definition 1.2 Es gibt einen B-Modul O, /4» den Modul der (relativen) (Kéhler-)
Differentiale von B iiber A, und eine Derivation
d: B — Qp JA

die universell fiir alle A-Derivationen in B-Moduln ist: Ist D : B — M eine A-Derivation,
so gibt es genau einen B-Modul-Homomorphismus ¢ : QF A M, der das Diagramm

kommutativ macht.

Konstruktion: Setze

Q}B/A = {freier B Modul iiber Symbolen db, b € B} /N

wobei N der Untermodul ist, der von allen Elementen
d(b+b) — db— dv’
d(bb') — b'db — bl
da
fiir b, € B und a € A erzeugt wird. Definiere d : B — Q}B/A durch

d(b) = Klasse von db

Lemma 1.3 Sei B = A[X; | i € I] ein Polynomring, in beliebig vielen Variablen X;. Dann
ist Q /4 ein freier A-Modul mit Basis dX;,i € I.



Beweis Offenbar sind die dX; Erzeugende, wie man durch Induktion beweist:

AITX]) = Sm [T XXX,
b

7

Angenommen, | P;dX; = 0 mit P, € B. Die formale partielle Ableitung
o .
7% B — B
[1X° = nXP XY
J J
J#

ist eine Derivation; es gibt also einen B-Modulhomomorphismus
(VoF QIB/A — B

mit ¢;(dX;) = g—;g = 0;;. Angewendet auf ) P;dX; folgt P, = 0, fiir alle .

Bemerkung 1.4 Fiir ein Polynom P folgt noch die Regel

dP = Y 2Lax;,
wie es sein soll.

Proposition 1.5 Sei 1 : B ®4 B — B definiert durch u(b®bt') = b -0 und I = ker(u).
Betrachte B ® 4 B als B-Modul iiber die Multiplikation von links, und I/I* als B-Modul
durch die induzierte Struktur. Sei

d: B — I/I2
b — 1®b—>b®1 mod I?.

Dann ist (I/I?,d) isomorph zu (Q};/A, d).
Beweis: (a) d ist Derivation: selbst.
(b) Wir erhalten einen Homomorphismus
o: Qf a = 1/ 2
db — 1®b-b®1

(c)In BaBgilt @y =2y®1l+z(l1®y—y®1), also wird I als B-Modul von Elementen
der Form db erzeugt.

(d) Sei M ein beliebiger B-Modul. Dann kann man auf der abelschen Gruppe B & M eine
Ring-Struktur definieren durch

(b,m)(t/,m") = (bb',bm' +V'm)
(selbst); dieser Ring sei mit B x M bezeichnet. Die Abbildung

. BxM — B
(bym) — b
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ist ein surjektiver Ring-Homomorphismus; der Kern ist M, und als Ideal ist M? = 0.

In unserer Situation ist B* M auch eine A-Algebra (sogar eine B-Algebra durch den Schnitt
s:B— BxM,bw~ (b,0)), von 7.

Seinun D : B — M eine A-Derivation. Dann ist

w: BB — BxM
bl — (bW, bD(V))

ein wohldefinierter Ringhomomorphismus:
brby @ Vb = (brbabliby, biba D(b105)) = (bibaby by, biba (b5 D(by) + by D(0))

= (016, b1 D(b7)) - (babhy, ba D(B))) -

Wegen der Kommutativitit von

B® AB BxM
| X
B = B

ist ¢(I) € M, und wegen M? = 0 ist (/%) = 0. Wir erhalten also einen wohldefinierten
B-Modul-Homomorphismus B
v I/IP — M,

der 1®b—b®1 mod I? auf D(b) schickt, also mit den Derivationen vertauscht. Angewandt
auf M = Qp /A erhalten wir eine Umkehrabbildung fiir ¢.

Proposition 1.6 (a) Ist A’ eine A-Algebra, so ist
QlB®AA’/A’ = QlB/A®AA, = QlB/A®BB, 7VVObei B,:B®AA,.
(b) Ist S C B eine multiplikative Teilmenge, so ist

Qg1p/a = _IQJIB/A :

Beweis: selbst (folgt aus den universellen Eigenschaften).

Satz 1.7 (1. fundamentale Sequenz) Ist C' eine B-Algebra, so hat man eine exakte Sequenz

Beweis Es sei a(db ® ¢) = edb und [(cidey) = ¢pdey; dann sind diese Homomorphismen
wohldefiniert, und es ist § surjektiv und Sa = 0. Fiir die Exaktheit in der Mitte geniigt es
zu zeigen, dass fiir jeden C-Modul M die Sequenz

(1.7.1) Home(Qey5, M) — Homa(Qta, M) — Home(Qp,4 ©p C, M)



exakt ist(universelle Eigenschaft des Kokerns von «). Nach den universellen Eigenschaften
identifiziert sich (1.7.1) mit der Sequenz

(1.7.2) Derg(C,M) — Dera(C,M) — Ders(B,A) = Homp(Q,4, M)

die nach Definition exakt ist (Eine A-Derivation d ist genau dann eine B-Derivation, wenn
db =0 fur alle b € B).

Satz 1.8 (2. fundamentale Sequenz) Sei J ein Ideal von B und C' = B/J. Dann gibt es eine
exakte Sequenz von C-Moduln

JJ2 50, 0pC S5, = 0
wobei §(b mod J?) =db® 1 fiir b € J.
Beweis: (a) Fiir b € B und 0/ € J ist d(bb') = 0'db + bdb'. Daher ist b’ — db’ @ 1 B-linear
und bildet J? auf 0 ab.

(b) Offenbar ist « surjektiv und ad = 0. Es gentigt also, fiir jeden C-Modul M die Exaktheit
von

HomC(QIC/A,M) — HomC(Q}g/A ®@p C,M) — Homg(J/J*, M)
zu zeigen. Aber diese Sequenz identifiziert sich mit
Der,(C,M) — Dery(B,M) — Hompg(J, M)

wobei die zweite Abbildung D auf D|; abbildet. Diese Sequenz ist offenbar exakt.

Corollar 1.9 Ist B eine endlich erzeugte A-Algebra oder eine Lokalisierung davon, so ist
Q4 endlich erzeugt.

Beweis Ist B = A[X},...,X,]/J, so ist nach 1.3

.....

und der zweite Fall folgt mit 1.6 (b).

Beispiel 1.10 Sei L = K(a)/K eine Korpererweiterung, die durch ein Element erzeugt
wird.

(1) «v ist transzendent iiber K, d.h., L = K(t) = a s t(K[t] <~ {0})"'K[t]. Nach 1.3 und 1.6
(b) ist dann
Qi/K = (K[t] ~{0})'K|a]da = Lda

eindimensional iiber L.

(2) « ist algebraisch iiber K. Sei f(x) das Minimalpolynom von « iiber K. Dann ist L =
a— TK|z]/ < f(x) >. Nach der 2. fundamentalen Sequenz haben wir eine exakte Sequenz

< flx) >/ < f(x)?>— K[z]/ < f(z) >= Ldz — Qp e — 0

flz)— df = f'(x) mod < f(z)>dx
= f'(a)dx € Ldx
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(2a) Ist « separabel iiber K, so ist f'(«) # 0 und daher

(2b) Ist v nicht separabel tiber K, so ist f/(x) = 0 und

(3) Zusatz: Ist « separabel {iber K und ist A C K ein Unterring, so ist
QoL 5 L,

Denn: wir wissen bereits die Surjektivitdt (nach (2a)) und miissen zeigen, dass fiir jeden
L-Modul M die Ableitung

Dera(L,M) — Dera(K, M)
surjektiv ist. Dies folgt aus dem Diagramm

Derg(K|x], M) — D bestimmt durch DX € M+ (f — f'(a) - Dx)

LT

Dera(L, M) —— Der,(K|[x], M) Hompp (< f>,M)

i

Dera(K, M)

mit exakten Zeilen und Spalten.

Corollar 1.11 Eine Korpererweiterung L/ K ist genau dann algebraisch und separabel, wenn
QL. =0.
/K

Beweis Fiir a € L haben wir die 1. fundamentale Sequenz
ey L = Qe = gy = 0.

Ist nun L endlich erzeugt iiber K (als Korper) und Q} - = 0, so folgt induktiv, dass L/K(«)
endlich separabel ist, und dass die erste Abbildung ein Isomorphismus ist, also Q}((a) k=0
(Zusatz zu 1.10), also auch K(«)/K separabel. Die Umkehrung folgt noch leichter.

Ist L beliebig erzeugt, so ist L = UL;, L; endlich erzeugt, und

oF = lim Q!
L/K E}n Li/K >

7

und die Behauptung folgt fiir L aus dem Fall der endlich erzeugten L;.

Satz 1.12 Sei k ein Korper und A eine lokale k-Algebra und der Restklassenkorper A/m
isomorph zu k. Dann ist die Abbildung

6: m/m® — Qy, @ak
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aus der 2. fundamentalen Sequenz 1.8 ein Isomorphismus.

Beweis Nach 1.8 ist Coker(d) = Q,lc/k = 0, also ¢ surjektiv. Fiir die Injektivitéat von ¢ geniigt
es zu zeigen, dass die Abbildung

Homk(Qh/k X4 k,k)HHomk(m/mQ,k) D/m

Der(A, K) D

der Dualriume surjektiv ist. Sei f : m/m? — k gegeben, und m : A — k die Projektion, so
dass a — 7(a) € m fiir alle @ € A. Definiere

D: A — k
a — f(a—ma modm?).

Dann ist D eine k-Derivation: Die Additivitdt ist klar, und fiir die Leibnizregel haben wir:
ad +— f(ad' — m(aa’) mod m?) = f(d'(a — m(a)) + a(d — n(d)))
—(a —7(a))(d —7(d)) mod m?) =d'D(a)+aD(d).
Weiter ist D, = 0 (also D k-linear) und D|, = f

Definition 1.13 Sei L/K eine Korpererweiterung.

(a) Eine Transzendenzbasis (z;);c; von L/K heifit separierend, wenn L/K (x;/i € I) separa-
bel ist.

(b) L/K heiit separabel (erzeugt), wenn es eine separierende Transzendenzbasis gibt.

Bemerkung 1.14 Ist K vollkommen, so ist jede endlich erzeugte Korpererweiterung L/K
separabel erzeugt (s. Zariski-Samuel ‘Commutative Algebra, Vol 1, S. 105).

Proposition 1.15 Sei L/K eine endlich erzeugte Korpererweiterung. Dann ist L/K genau
dann separabel erzeugt, wenn gilt

dimyp, QlL/K = tr.grglL.

Zusatz: Sind in diesem Fall aq, ..., a, € L, so dass dag, . .., dq, eine Basis von QlL/K bilden,
so ist ay, . .., a, eine separierende Transzendenzbasis von L/K.

Beweis Ist L separabel algebraische Erweiterung von K (Xj,...,X,), so ist tr.deg, L =n
und nach 1.11 und 1.10 (3) ist

Qi/K = }<(X1 ..... X.)/K QK (X1,..., Xn)L = L,

wobei der letzte Isomorphismus nach 1.3 und 1,6 (b) gilt. Gilt die Gleichheit, so gibt es
ai,...,o, € L, so dass daq, ..., dao, eine Basis von QlL/K bilden. Sei Ly = K(aq,...,ay).
Wegen der exakten Sequenz
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ist Q7 Lo = 0, nach 1.11 also L/Lg separabel algebraisch. Wegen tr. deg;, L = n miissen also
ai,...,q, transzendent iiber K sein.

Satz 1.16 Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper, A eine endlich erzeugt k-Algebra
und m C A ein maximales Ideal. Dann sind dquivalent:

(a) Ay, ist regulér.
(b) Q4 ), ®a An = Q} ), ist frei vom Rang dim Ay (= dim A, falls A irreduzibel ist).

Beweis Gilt (b), so ist nach 1.12 dimm/m? = dimmA,,/m?A, = dim A, also (a) nach
Definition der Regularitit. Umgekehrt folgt aus (a) mit 1.12 dimy(Q}_ Bk ®ag k) =71 =
dim Ay. Andererseits sei K = Quot(Ay). Dann ist nach 1.6 (b)

Qi\m/k Qa, K = Q}(/k

und dies hat nach 1.14 und 1.15 die Dimension tr.gry K = dim A’ = dim A,, = r fiir die (in-
tegre) irreduzible Komponente Spec(A’) von Spec(A), in der m liegt (Alg. Geo I, Proposition
7.10). Nun folgt die Behauptung aus

Lemma 1.17 Sei A ein lokaler Integritédtsring mit Restklassenkorper k£ und Quotientenkorper
K. Ist M ein endlich erzeugter A-Modul mit

dlmkM(X)Ak = Tr = dimKM®AK,

so ist M frei vom Rang r.

Beweis Ist dimy M ® 4k = r, so hat M nach dem Nakayama-Lemma r Erzeugende my, ..., m,,
und wir erhalten eine exakte Sequenz

0 = N - A - M — 0.

Beim Tensorieren mit K bleibt diese Sequenz exakt; es folgt N ®4 K = 0, also N =0, da
N torsionsfrei ist.

Definition 1.18 Sei f : X — S ein Morphismus von Schemata, und sei Ay : X —
X xg X die Diagonale (definiert durch die beiden Komponentabbildungen (idy,idx) und
die universelle Eigenschaft des Faserprodukts). Dies ist eine abgeschlossene Immersion in ein
offenes Unterschema W von X xg X (siehe Lemma 2.3 unten); sei J C Oy die zugehorige
Idealgarbe. Setze dann

Qs = Ax(J/7);

dies ist die Garbe der relativen (Kéhler)-Differentiale von X iiber S.
Bemerkungen 1.19 (a) Sind U = SpecA C S und V = Spec B C X offen affin mit

f(V) CV,soist offenbar J/J? = [/I? fiir [ = Ker(B®4 B — B), betrachtet als B&4 B/I
Modul bzw. Ox-Modul; nach 1.5 gilt also Qi{/sw = Q}B/A.

(b) Die lokalen Differentiale verkleben sich zu einer Og-Derivation d : Ox — Q% /5"

Aus den bisherigen Ergebnissen fiir den affinen Fall und Bemerkung 1.19 ergeben sich sofort
die folgenden Resultate.



Proposition 1.20 (a) Ist S” — S ein Morphismus, so ist

DV vosrysr = Pi%s
wobei py 1 X xg 5" — X die erste Projektion ist.

(b) Ist U C X offen, so ist
Qzlj/s = Q%(/S\U'

Satz 1.21 (1. fundamentale Sequenz) Fiir Morphismen X ¥V % Z von Schemata hat
man eine kanonische exakte Sequenz von Ox-Modulgarben

f*Q%//z — Q}(/Z — Qﬁf/y — 0
Satz 1.22 (3. fundamentale Sequenz) Ist i : Z — X eine abgeschlossene Immersion, mit
Idealgarbe J C Oy, so hat man eine exakte Sequenz

JI? = i — Qg — 0.

Beispiel 1.23 Ist X = A%, soist Q%(/S freier Ox-Modul vom Rang n, mit Basis dx1, ..., dz,.

Satz 1.24 Sei A ein Ring. Dann gibt es eine exakte Sequenz

0 — QllP’Z/A — Opz(—l)nJrl — OPZ — 0.

Beweis Sei R = A[Xy, ..., X,]. Definiere den Morphismus graduierter R-Moduln

p: E:=@® R(-1)e;, — R

e, = X;

Lo

()

und setze M = ker . Da ¢ surjektiv in Graden > 1 ist, erhalten wir eine exakte Sequenz
von Ox-Moduln, X =P

0= M — é@x(—l)ei % Ox = 0.
i=0
tiber D, (X;) haben wir eine exakte Sequenz

0 = Mx, — Ex, - Rx, — 0,

wobei My, freier Rx,-Modul vom Rang n ist, mit Basis {ej—%ei | j # i}, also I'(D4(X;), M)
freier R(x,) = I'(D4(X;), Ox)-Modul mit Basis {Xliej — %ei | j # i}. Definiere

Wi - Q%(/A\DHX%.) — Mlp,x,)
H

dy* 2 (Xiej — Xjei) (j #4)



Diese Isomorphismen verkleben sich: auf D, (X;) N D, (X}) ist ))g—i = %X—Z also

X. X. /X, X. /X,
a2 _ g (A Ay (2
(X,) Xi (Xk> Xk <Xz>

und
@i (linke Seite) = 3 (Xpe; — Xjer — L (Xiei — Xier))
= XL%(X]CGJ' — );—:Xkel) y
¢; (rechte Seite) = %%(Xiej - Xje;),

was ibereinstimmt.



2 Separierte und eigentliche Morphismen

Vorbemerkung: Ein topologischer Raum X ist genau dann separiert (d.h., ein Hausdorff-
Raum), wenn die Diagonale A C X x X abgeschlossen ist. Schemata sind selten Hausdorff-
Réume, aber die folgende Definition ist der passende Ersatz (Man beachte aber, dass der
unterliegende Raum eines Faserprodukts X xy X von Schemata nicht das topologische
Faserprodukt ist).

Definition 2.1 (a) Ein Morphismus f : Y — X von Schemata heifit separiert, wenn der
Diagonalen-Morphismus
A:Ax/yi X <= XXYX

(vergleiche 1.18) eine abgeschlossene Immersion ist. Man sagt dann auch X ist separiert
tiber Y oder X ist ein separiertes Y-Schema (dabei denkt man sich den Strukturmorphismus
f: X =Y als gegeben)

(b) Ein Schema X heifit separiert, wenn es separiert iiber Spec(Z) ist (beziiglich des eindeu-
tigen Schemamorphismus X — Spec(Z)).

Lemma 2.2 Jeder Morphismus f : X — Y von affinen Schemata ist separiert. Insbesondere
ist jedes affine Schema separiert.

Beweis Ist X = Spec(A) und Y = Spec(B) und entspricht f dem Ringhomomorphismus
B — A, so entspricht Ax/y : X — X Xy X dem Ringhomomorphismus

ARpA — A

a1 @ ay — ajas.

Dieser ist surjektiv, liefert also eine abgeschlossene Immersion.

Lemma 2.3 Fiir einen beliebigen Morphismus f : X — Y ist A : X — X Xy X immer

. . . L. i j ... ..
eine Immersion, d.h., eine Komposition X — W = X x¢ X, wobei j eine offene und 7 eine
abgeschlossene Immersion ist.

Beweis Jeder Punkt = € X besitzt eine affine offene Umgebung U C X fiir die f(U) in einer
affinen offenen Umgebung V' C Y von f(z) enthalten ist. Es ist dann U xy U C X xy X
eine affine offene Umgebung von A(z), und die Einschréinkung

(2.3.1) Aly : U - UxyU.

ist nach 2.2 eine abgeschlossene Immersion. Dann ist die Vereinigung W der Mengen U x U
fiir alle x € X offen in X xy X, und wir erhalten eine Faktorisierung

AXSWdD Xxy X

Hierbei ist ¢ eine abgeschlossene Immersion (beachte (2.3.1) und dass A~ (U xy U) = U),
und die Behauptung folgt.

Corollar 2.4 Ein Morphismus X — Y ist genau dann separiert, wenn die Menge A(X) C
X Xy X eine abgeschlossene Teilmenge ist.
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Beweis Eine Immersion ¢ : Z — X ist genau dann eine abgeschlossene Immersion, wenn
i(Z) abgeschlossen in X ist, wie leicht aus den Definitionen folgt.

Wir haben das folgende Kriterium:

Proposition 2.5 Sei X ein Schema. Dann sind dquivalent:
(i) X ist separiert.

(ii) Fiir je zwei affine offene Teilmengen U,V C X ist U NV affin, und der kanonische
Ringhomomorphismus

Ox(U) X7 Ox(V) — Ox(U N V)
ist surjektiv.

(iii) Es gibt eine affine offene Uberdeckung (U;)ie; von X derart, dass fiir alle 4, j die Menge
U; N U; affin ist und der Morphismus

Ox(UZ) X7z, Ox(U]) — Ox(UZ N U])
surjektiv ist.

Beweis Sei A : X — X xz X die Diagonale (hier steht X x4 Y fiir X Xgpeca) Y falls A ein
Ring ist). Dann gilt fiir offene Teilmengen U,V C X immer

UNV = AU x5 V)

(siche Alg. Geo. IT 5.A.3). Sind U und V affin (also U = Spec(Ox (U)), entsprechend fir V),
und ist U NV affin, so entspricht

(2.5.1) Ox(U) K7 Ox<V) — Ox(UﬂV>
dem Morphismus von affinen Schemata
(2.5.2) A:UNV = UxzV,

der durch die Restriktion von A gegeben ist. Hiermit schlieSen wir nun wie folgt.

Ist X separiert, so ist A eine abgeschlossene Immersion. In der Situation von (ii) ist dann
U xz V affin, (2.5.2) abgeschlossene Immersion und daher (2.5.1) surjektiv. Also gilt (ii).
Aus (ii) folgt trivialerweise (iii). Aus (iii) folgt, dass die Einschrinkung

Ail(Ui X7z UJ) — U; Xg Uj

fir alle ¢, j eine abgeschlossene Immersion ist. Da (U; xzU;); ; eine Uberdeckung von X Xz X
ist, folgt dass A abgeschlossene Immersion ist, also (i).

Corollar 2.6 Der projektive Raum P’ ist separiert.

Beweis Die affine offene Uberdeckung (D (Xy), ..., D (X,)) erfiillt die Bedingungen von
2.5 (iil): D4(X;) N D4(X;) = Dy(X,X;) ist wieder affin, und man zeigt leicht, dass mit
P :=P7 jeder Ringhomomorphismus

Op(D4(Xi)) @z Op(D1(X;)) — Op(Di(X; X))
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surjektiv ist (betrachte Monome in Op(D(X;Xj;))
homogen vom Grad 2n}.

= {(Xi§7)m |neN,FeZXo,... X,

Wir haben die folgenden FEigenschaften von separierten Morphismen.

Proposition 2.7 (a) Offene und abgeschlossene Immersionen sind separiert.
(b) Die Komposition von separierten Morphismen ist wieder separiert.

(c) Basiswechsel von separierten Morphismen sind wieder separiert.

(d) Sind X — Z und Y — Z separiert, so auch das Faserprodukt X x,Y — Z.
(

e) Betrachte ein kommutatives Diagramm

N

Ist gf separiert, so auch f (Insbesondere ist jeder Morphismus von separierten Z-Schemata
wieder separiert).

X Y

(f) Sei Y ein separiertes Z-Schema. Sind X, X, sind Y-Schemata, so ist der kanonische
Morphismus
X1 Xy X2 — Xl Xz X2

eine abgeschlossene Immersion.

Beweis (a): Ax/y : X = X xy X ist ein Isomorphismus, falls X < Y offene oder abge-
schlossene Immersion ist (Ist U C Y offen, so ist U xy U = U NU = U, fiir abgeschlossene
Immersionen folgt die Behauptung aus der Isomorphie R/a ®g R/a = R/a fiir einen Ring R
und ein Ideal a C R).

(b): Fiir Morphismen X 5 Y % 7 faktorisiert der Diagonal-Morphismus Ay/;z : X —
X Xz X in der Form

A a
X 2 Xxy X=Xxy Y xy X -2 Xxy (Y xzY)xy X=X x;X,

wobei a = idx X Ay;z X idx durch Funktorialitdt des Faserprodukts gewonnen wird. Nun
sind abgeschlossene Immersionen (genauer: die Eigenschaft, eine abgeschlossene Version zu
sein) stabil unter Komposition und Basiswechsel, das heif3t:

(2.7.1) Sind X BY B Z gwe abgeschlossene Immersionen, so ist is2; abgeschlossene
Immersion.

(2.7.2) Ist X Y eine abgeschlossene Immersion und f : Y’ — Y ein weiterer Morphismus,
so ist in dem kartesischen Diagramm

X xy YV —2sy7

L

X Y

12



auch der Morphismus 7' (der sogenannte Basiswechsel von ¢ mit f) eine abgeschlossene Im-
mersion.

Dies folgt leicht aus den Definitionen. Aus (2.7.2) folgt wiederum

(2.7.3) Ist T ein Schema und i : X — Y eine abgeschlossene Immersion von 7-Schemata,
so ist fiir jedes T-Schema Z der induzierte Morphismus

iXidzi XXTZ — YXTZ
eine abgeschlossene Immersion.

Betrachte ndmlich (2.7.2) fiir Y’ =Y xp Z — Y; dann identifiziert sich der Basiswechsel
XxrZ=Xxy (Y xr2) 5 YVxpZ
mit 7 X ’LdZ

Sind nun oben X i> Y & Z beide separiert, so sind Ax,y und Ay, abgeschlossene Immer-
sionen, also auch o nach (2.7.3), also Ax/z = aAx/y nach (2.7.1), d.h., gf ist separiert.

(c): Sei X — Y separiert und Y’ — Y ein Morphismus. Wir wollen zeigen, dass der Basis-
wechsel
X' =XxyY =Y

von X — Y mit Y’ — Y separiert ist. Aber Ay, vy identifiziert sich mit dem Morphismus
Ax/y X idy/ X Xy Y — (X Xy X) Xy Y = (X Xy Y/) Xy (X Xy Y)

der nach (2.7.3) eine abgeschlossene Immersion ist.

(d) Seien X — Z und Y — Z separiert. Der Morphismus X x Y — Z ist die Komposition
XxzY =Y — 7,

und daher separiert nach (b) und (c).

(e) Aus gf : X Ly % 7 erhalten wir ein kommutatives Diagramm

X
A
s | TR
X xy X h X xz X,

wobei h der offensichtliche Morphismus ist (h = idx xidx). Es folgt Ax/y (X) € b7 (Ax/z(X)).
Wir zeigen die umgekehrte Inklusion (hieraus folgt die Abgeschlossenheit von Ax/y (X), also
die Separiertheit von f (Corollar 2.4), da Ax,z(X) wegen der Separiertheit von gf abge-
schlossen ist).

Sei s € h'(Ax/z(X)), sei x € X mit h(s) = Axz(x), und sei t = Ax,y(X). Seien
UCX,VCY und W C Z affine offene Mengen mit = € U, f(x) € V und gf(x) € W sowie
f(U) CV und g(V) C W. Dann sind s,t € U xy U C X x, X, und

h|U><VU: UxyU — UXWU
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ist eine abgeschlossene Immersion, da U, V, W affin sind (explizite Beschreibung des Faser-
produkts). Damit ist diese Einschrankung injektiv, und es folgt s = ¢ wegen h(s) = h(t).

(f) Der betrachtete Morphismus X; Xy Xo — X; Xz X5 identifiziert sich mit
iXm X Ay/z X Z'dX2 : X1 XyY Xng — X1 Xy (Y X2Y) Xy XQ,
der wegen der Separiertheit von Y — Z und (2.7.3) eine abgeschlossene Immersion ist.

Corollar 2.8 Jeder projektive Morphismus ist separiert.

Beweis Wir haben nach (unserer) Definition eine Faktorisierung X < Py % Y, wobei i
eine abgeschlossene Immersion und p die kanonische Projektion ist. Nach Corollar 2.6 ist
P72 — Spec(Z) separiert, nach 2.7 (c) also auch der Basiswechsel P 2 Y. Weiter ist i nach
2.7 (a) separiert, also pi nach 2.7 (b).

Unser Separiertheitsbegriff hat dhnliche Konsequenzen wie in der Topologie:

Proposition 2.9 Sei S ein Schema, X ein reduziertes S-Schema und Y ein separiertes
S-Schema. Stimmen zwei Morphismen f,g : X — Y auf einer dichten offenen Teilmenge
U C X iiberein, so gilt f = g.

Beweis Sei A = Ay/g: Y =Y xgY und h = (f,9) : X = X xg VY. Dann ist (f, f) =
Ao f:X —Y xgY. Nach Voraussetzung ist h|y = Ao f|y, so dass U C h™}(A(Y)). Da
A(Y") abgeschlossen ist (wegen der Separiertheit von Y iiber S) und U dicht in X ist, folgt
h(X) C A(Y). Es folgt f(z) = g(z) fiir alle x € X (da prif = prag), also Gleichheit der
stetigen Abbildungen.

Wir zeigen nun f = ¢ als Morphismen. Durch Betrachtung affiner Uberdeckungen sind ohne
Einschrankung X = Spec(A) und Y = Spec(B) affin. Seien ¢,1 : B — A die Ringhomo-
morphismen zu f und g. Sei b € B und a = ¢(b) — ¢(b). Es folgt a|y = 0 in Ox(U), d.h.,
U C V(a) (a € p fir alle p € U). Da U dicht in X ist, folgt V(a) = Spec(A) und daher
a € Rad(A) = Nilradikal von A. Da A nach Voraussetzung reduziert ist, folgt a« = 0, d.h.,
©(b) = ¥ (b). Da b beliebig war, folgt ¢ =, d.h., f = g.

Bemerkung 2.10 Proposition 2.9 wird falsch, wenn Y — S nicht separiert oder X nicht
reduziert ist.

Fiir Schemata gibt es, wie in der Topologie, auch den Begriff von eigentlichen Morphismen.
Dieser wird wieder in Analogie gebildet.

Definition 2.11 Sei f : X — Y ein Morphismus von Schemata.

(a) f heiit abgeschlossen, wenn f abgeschlossene Mengen in X auf abgeschlossene Mengen
in Y abbildet.

(b) f heiBt universell abgeschlossen, wenn jeder Basiswechsel von f (d.h., X xy Y’ — Y’
fiir jedes Y-Schema Y’ — Y') abgeschlossen ist.

Definition 2.12 Ein Morphismus f : X — Y von Schemata heifit eigentlich, wenn gilt
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(a) f ist von endlichem Typ.
(b) f ist separiert.

(c) f ist universell abgeschlossen.

Analog zu Proposition 2.7 studieren wir Eigenschaften von eigentlichen Morphismen. Hierzu
zunéchst

Lemma 2.13 Sei P eine Klasse von Morphismen von Schemata. Es gelte

(1) P ist abgeschlossen unter Komposition (fiir X Ly S 7 mit f und g in P liegt auch
gf inP).

(2) P ist abgeschlossen unter Basiswechsel (fir f : X — Y in P und jeden Morphismus
g:Y' =Y liegt der Basiswechsel f': X xy Y" — Y’ von f mit g in P).

Dann ist P abgeschlossen unter Faserprodukt (fir X — S und ¥ — S in P liegt auch
X xs5Y — S in P). Weiter gilt fiir einen Morphismus f : X — Y von S-Schemata und ein
weiteres S-Schema T : Liegt f in P, so auch f X idz : X xg Z =Y xXg Z.

Es gelte zusatzlich
(3) Alle abgeschlossenen Immersionen liegen in P.

Fiir jedes kommutative Diagramm

X

Ly
NS
Z
gilt dann: Liegt gf in P und ist g separiert, so liegt f in P.
Beweis Die erste Behauptung folgt wie im Beweis von 2.7. (d), mittels der Faktorisierung

XxgY =Y = §.

Die zweite Behauptung folgt genauso, wie (2.7.3) aus (2.7.2) folgt.

Fiir die letzte Behauptung benutzen wir die Faktorisierung

X,y Ty

f: X (i&{
Hier ist nach (2) die zweite Projektion pry in P, als Basiswechsel von X — Z. Andererseits
ist der Morphismus (ix, f) eine abgeschlossene Immersion (Anwendung von 2.7 (f) auf die
Y-Schemata X; = X und X5 =Y liefert, dass X = X Xy Y — X Xz Y eine abgeschlossene
Immersion ist, wenn Y — Z separiert ist). Aus (1) und (3) folgt nun, dass f = pryo (idx, f)
in P ist.

Proposition 2.14 Die Eigenschaft, ein Morphismus (lokal) von endlichem Typ zu sein

(Alg. Geo II, 2.5 und 2.6), ist stabil unter Komposition und Basiswechsel. Abgeschlossene
Immersionen sind vom endlichem Typ.
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Beweis Die Vertriglichkeit mit Komposition folgt sofort aus den Definitionen, denn fiir
Ringhomomorphismen A — B — C' ist C' von endlichem Typ iiber A, wenn dies fiir B/A
und C'/ B gilt, und auBlerdem ist die Komposition von quasi-kompakten Morphismen offenbar
quasi-kompakt (nach dem Kriterium Alg. Geo. II, 2.4 (c¢)). Die Vertraglichkeit mit Basis-
wechsel ist ebenfalls leicht: Fiir ‘lokal von endlichem Typ’ folgt dies aus der Tatsache, dass
fir A — B von endlichem Typ und beliebiges A — A’ offenbar auch A’ — B ®4 A’ von
endlichem Typ ist (betrachte einen Epimorphismus A[X7, ..., X,] — B). Fiir ‘von endlichem
Typ’ ist zu zeigen:

Lemma 2.15 Ist f : X — Y ein quasi-kompakter Morphismus von Schemata, so fiir jeden
Morphismus ¢ : Y — Y auch der Basiswechsel f: X xy Y’ — Y’ von f mit g.

Beweis Sei ¢/ € Y,y € Y das Bild von 3/, V C Y eine affine offene Umgebung von y
und V' C Y eine affine offene Umgebung von 3 mit g(V') C V. Es geniigt zu zeigen,
dass (f')"'(V') quasi-kompakt ist. Also sind ohne Einschrinkung Y und Y’ affin. Dann
ist X endliche Vereinigung von affinen offenen Mengen Xi,..., X, und X Xy Y’ endliche
Vereinigung der affinen Mengen X; xy Y.

Proposition 2.16 (a) Abgeschlossene Immersionen sind eigentlich.
(b) Komposition von eigentlichen Morphismen sind eigentlich.

(c) Basiswechsel von eigentlichen Morphismen sind eigentlich.

(d) Sind X — Z und Y — Z eigentlich, so auch X xzY — Z.

(

e) Ist in einem kommutativen Diagramm

X

L~y
N

Z
gf eigentlich und g separiert, so ist f eigentlich.
Beweis (a) folgt aus 2.14, 2.7 (a) und (2.7.2). (b) und (c) folgen aus 2.14 und 2.7 (b) und
(c) (die Bedingungen fiir die universelle Abgeschlossenheit sind klar). Dann folgen (d) und
(e) aus Lemma 2.13.
Der folgende Satz liefert eine wichtige Klasse von eigentlichen Morphismen.
Satz 2.17 Jeder projektive Morphismus ist eigentlich.
Beweis Nach unserer Definition hat ein projektiver Morphismus eine Faktorisierung

X Spn By

mit einer abgeschlossenen Immersion 7 und dem kanonischen Morphismus p. Wegen 2.16 (a),
(b) und (c) geniigt es zu zeigen, dass der Morphismus 7 : P} — Spec(Z) eigentlich ist. Wir

wissen schon, dass 7 von endlichem Typ ist (nach Konstruktion) und separiert (Corollar
2.6). Wir haben noch zu zeigen, dass 7 universell abgeschlossen ist, d.h., dass P}, — Y fiir
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jedes Schema abgeschlossen ist. Diese Frage ist lokal in Y'; wir konnen also annehmen, dass
Y = Spec(A) affin ist.

Sei B = A[Xy,...,X,], und sei Z C P" eine abgeschlossene Teilmenge. Nach Definition ist
Z =V, (I) fiir ein homogenes Ideal I C B. Wir wollen zeigen, dass Y — w(V,(I)) offen ist.
Sei y € Y. Es ist

ﬂ-_l(y) = ]P)Zl XA k(y) = IP)Z(y) = PTO](k(y) [X()) s 7Xn]) )
und nach dem folgenden Lemma ist
T (y) N V(D) = V(I @4 k(y)) € Py

denn wir kénnen 7' (y) NV, (I) mit Proj(B/I) x4 k(y) identifizieren und V(I @4 k(y))
mit Proj(B/I ®a4 k(y)) (Alg. Geo II, 8.A.5).

Alsoist y € Y —7(V,(I)) genau dann wenn V(I ®4k(y)) = 0, d.h., wenn es kein homogenes
Primideal p O I ®4 k(y) gibt, welches B, ®4 k(y) nicht ganz enthilt. Wie man leicht sieht,
ist dies dquivalent dazu, dass By ®4 k(y) € /I ®4 k(p) (das letztere Radikal ist homogen).
Diese Inklusion ist wiederum &quivalent dazu, dass

(2.17.1) By @4 k(y) © 1 ®@ak(y)

fiir ein m < 1 (B,, ist der Grad m-Anteil von B), da B, von den Elementen Xy, ..., X,, € By
erzeugt wird. Die Inklusion (2.17.1) ist wiederum #dquivalent zu

(2.17.2) (B/T)m @4 kly) =0.

Gilt dies, so folgt aus dem Nakayama-Lemma
(B/I)m ®4 Oyy =0

(da (B/I),, endlich erzeugter A-Modul ist). Hieraus folgt die Existenz eines Elements f € A
mit f ¢ p, alsop € D(f), und f - (B/I),, = 0 (Betrachte Erzeugende von (B/I),,). Hieraus
folgt nun

(B/I)m ®a Ap =0

und riickwérts (B/I),, ®4 k(z) = 0 fiir alle z € D(f), also D(f) CY — n(V,(1)).

Lemma 2.18 Sei A ein Ring, S eine graduierte A-Algebra und A — C' ein Ringhomomor-
phismus. Dann hat man einen kanonischen Isomorphismus von C-Schemata

Proj(S ®a C) =2 Proj(S) Xspec(a) Spec(C) .

Beweis Sei
p: § =5 T=5S,sC

s =~ s®1

der kanonische Morphismus von graduierten A-Algebren. Dann gilt (S, )T = T Nach dem
folgenden Lemma 2.19 erhélt man hieraus einen kanonischen Morphismus von A-Schemata

g: Proj(T) — Proj(5),
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also auch einen Morphismus
h: Proj(T) — Proj(S) Xspec(a) Spec(C) .
Fiir jedes f € B, gilt dabei (2.19 unten)
h™ (D1 (f) Xspecta) Spec(C)) = g (D1.(f)) = Dy (e(f)) -

Es reicht also zu zeigen, dass mit o(f) = f® 1

h
Di(o(f)) = D+(f) Xspec(a) Spec(C)
fiir jedes f ein Isomorphismus ist. Dies bedeutet, dass
Y SpH®aC — (S ®4 C)(f®1)

ein Isomorphismus ist. Diese Abbildung ist offenbar surjektiv (s/f"®c wird auf s®@c/(f®1)"
abgebildet). Andererseits haben wir ein kommutatives Diagramm

Sir) ®a c_Y% (S ®a C)se1)

e | l

;@4 C—" (S @4 C)fon
wobei unten die iiblichen Lokalisierungen stehen. Die linke Abbildung ist von der Inklusion

i: By CBpe( @ Bu/f"
neBpe( & B/l

induziert. Da By ein direkter Summand ist, besitzt i ein Linksinverses (die Projektion auf
B(y)). Also gilt dies auch fiir ¢ ® ide, und es folgt die Injektivitdt von i ® ide. Da o ein
Isomorphismus ist (siehe Alg. Geo. I, Lemma 2.A.11), folgt auch die Injektivitdt von .

Lemma 2.19 Sei ¢ : S — T ein Homomorphismus von graduierten A-Algebren. Dann
induziert ¢ einen Morphismus von A-Schemata

f: Proj(T) — Vo (S:T) — Proj(9S)

(beachte, dass ST ein homogenes Ideal von T ist), so dass fiir jedes homogene h € S, gilt:
Es ist f~Y(D4(s)) = Dy (p(s)), und der Morphismus

fIpies) + Di(p(s)) = Di(s)
affiner Schemata entspricht dem offensichtlichen Ringhomomorphismus

S(s) = Tp(s)) -

Beweis Sei p ein homogenes Primideal in 7. Dann ist ¢~ (p) ein homogenes Primideal in
S, und C, ist genau dann nicht in ¢~*(¢) enthalten, (d.h., ¢*~(p) € Proj(S)), wenn p nicht
Sy T enthilt, d.h., p ¢ V, (S, T). Dies definiert die stetige Abbildung f. Es ist dann nicht
schwer, eine zugehorige Abbildung f* der Ringgarben mit den genannten Eigenschaften zu
definieren (vergleiche des Spezialfall Alg. Geo. II, 8.A.5).
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3 Flache, unverzweigte und étale Morphismen

Lemma/Definition 3.1 Sei A ein Ring.
(i) Ein A-Modul M heifit flach, wenn die folgenden #dquivalenten Bedingungen gelten:

(a) Fiir jede exakte Sequenz von A-Moduln
(3.1.1) 0 — Ny —- Ny - N3 — 0
ist auch die induzierte Sequenz
0 = Ni®@aM — No@a M — Na@sa M — 0

exakt (d.h., Tensorieren mit M ist ein exakter Funktor).
(b) Fiir jeden A-Modul N und jeden Untermodul N C N ist N'®4 M — N ®4 M injektiv.

(ii) Ein Ringhomomorphismus A — B heifit flach, wenn B ein flacher A-Modul ist (man
sagt auch B ist flach iiber A).

Beweis der Aquivalenz: Das Tensorieren mit M ist immer ein rechtsexakter Funktor, d.h.,
fiir eine Sequenz (3.1.1) ist immer

N1®AM — N2®AM — N3®AM — 0

exakt (siche Alg. Geo. I, 3.A.4).

Beispiele 3.2 (a) Fiir jeden Ring A und jede multiplikative Teilmenge S C A ist A — Ag
flach (siehe Alg. Geo. I, 3.A.10 und beachte, dass fiir jeden A-Modul N kanonisch N®4 Ag =
NS iSt).

(b) Fiir 1 # n € Nist Z — Z/nZ nicht flach (Alg. Geo. I, 3.A.5).

(¢) Offenbar gilt fiir Ringhomomorphismen A 5 B % C: Sind ¢ und 1 flach, so auch 1) o ¢,
denn es ist fiir jeden A-Modul M

A sC = (A®sB)®pC.

(d) Ist A — B flach, so ist fiir jeden Ringhomomorphismus A — A’ auch die Skalarerweite-
rung A" — A’ ® 4 B flach: Fiir jede Injektion M’ < N’ von A’-Moduln ist

M’®A/ (A,(X)AB) = M’®AB — N/®AB = N/®A/ (A/®AB)

injektiv.

(e) Jeder freie A-Modul M ist flach: Ist M = @ A, so ist fiir jeden A-Modul N kanonisch
el

N ®as M = @& N, woraus sofort die Behauptung folgt. Insbesondere ist jeder Polynomring

el

A[X, | i € I] flach tiber A.

Lemma/Definition 3.3 Ein Morphismus f : Y — X von Schemata heifit flach, wenn die
folgenden dquivalenten Bedingungen gelten:
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(a) Fiir je zwei affine offene Teilmengen U = Spec(A) von X und V = Spec(B) von Y mit
f(V) C U ist der Ringhomomorphismus A = I'(U, Ox) — I'(V, Oy) = B flach.

(b) Fiir alle y € Y ist Ox () = Oy, flach.

(c) Fiir alle abgeschlossenen Punkte y € Y ist Ox () — Oy, flach.

Beweis der Aquivalenz: (a) = (b): Ohne Einschrinkung seien X und Y affin, d.h., wir
betrachten also einen Ringhomomorphismus ¢ : A — B, der flach ist, und haben zu zeigen,
dass fiir jedes Primideal ¢ C B mit Bild p = ¢~ !(q) € A unter Spec(B) — Spec(A) der
Ringhomomorphismus A, — B, flach ist.

Nach 3.2 (d) ist aber
Ay —» By=A,®@1B=9p(A-p)'B

flach. Weiter ist wegen p(A —p) C B —q
By = (B—q)"'By

eine Lokalisierung von B,, also
flach nach 3.2 (a). Damit ist

flach nach 3.2 (c).
(b) = (c) ist trivial.

(¢) = (a): Fiir eine Injektion M — N von A-Moduln ist M ®4 B — N ®4 B genau dann
injektiv, wenn fiir jedes maximale Primideal n von B die lokalisierte Abbildung

(3.3.1) (M ®4 B)®p B, — (N®aB)R®p B,
injektiv ist: Dann sind ndmlich die Lokalisierungen
(M ®4 B)®p By — (N ®a B) ®p B,

fiir alle Primideale q von B injektiv, durch weitere Lokalisierung (es ist fiir p C n mit n C B
maximal B, = (By)ys,), und wir kénnen die Injektion M @4 B — [[(M ®4 B), benutzen).

q
Fiir jedes maximale Ideal n C B ist die Abbildung (3.3.1) aber nach Voraussetzung injektiv,
denn sie identifiziert sich fiir p = ¢ ~!(n) mit

(M ®a Ap) ®Ap B, — (N Xa Ap) ®Ap B, .

Nun wenden wir an, dass M ®4 A, = N ®4 A, injektiv ist (Flachheit von A — A,) und
dass A, — B, nach Voraussetzung flach ist.

Corollar 3.4 (a) Jede offene Immersion ist flach.

(b) Die Komposition von flachen Morphismen ist flach.

(c) Jeder Basiswechsel von flachen Morphismen ist flach.

(d) Fiir jedes Schema X sind A% — X und P% — X flach.
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Beweis Mittels des Kriteriums 3.3 (b) ist (a) klar (fiir ein offenes Unterschema U C X und

x € Uist Oy, = Ox,), (b) folgt aus 3.2 (¢) (fir Z Ly % X und 2 € Z haben wir
eine Faktorisierung Ox 4¢(;) = Oy,5z) = Oz:) und (c) folgt aus 3.2 (d) (nach Ubergang zu
affinen offenen Teilmengen in ¥ und X haben wir die Situation von 3.2 (d)).

Fiir den ersten Fall in (d) geniigt es, da die Frage lokal in der Basis ist, den Fall A}, — Spec(A)
zu betrachten, der aus 3.2 (e) folgt. Hieraus folgt der zweite Fall in (d) durch Lokalisierung
in X und P%, wo man wieder die Situation A% — (A) erhélt.

Wir kommen zu unverzweigten Morphismen.

Definition 3.5 Sei f : Y — X ein Schemamorphismus, der lokal von endlichem Typ ist:
Dann heifit f unverzweigt bei y € X, wenn fiir x = f(y) die folgenden dquivalenten Bedin-
gungen gelten:

(a) Oyy ®ox., k() ist eine endliche separable Kérpererweiterung von k(x).

(b) Es ist m, Oy, = m,, und k(y)/k(z) ist eine endliche separable Kérpererweiterung
(Hierbei sind m, C Ox, und m, C Oy, die maximalen Ideale und k(z) = Ox,/m, und
k(y) = Oy, /m, die Restklassenkorper von = bzw y).

f heilt unverzweigt, wenn f unverzweigt bei allen y € Y ist.
Beweis der Aquivalenz: Es ist Oy, @0, k(z) = Oy, /m,Oy,,.

Bemerkung 3.6 Die obige Definition ist nur gut, wenn X noethersch ist. Im Allgemeinen
sollte man nach EGA “von endlichem Typ” durch “von endlicher Priasentation” ersetzen.

Definition 3.7 Ein Morphismus f : ¥ — X von Schemata heifit étale, wenn er flach und
unverzweigt ist.

(Per Definition ist f dann auch lokal von endlichem Typ).

Satz 3.8 Sei f: Y — X lokal von endlichem Typ. Dann sind dquivalent:

(a) f ist unverzweigt.

(b) Fiir alle x € X ist die Faser
Y, = Y xx Spec(k(x)) — Spec(k(z))

von f iiber x unverzweigt.

(c) Fiir jedes # € X ist Y, = [] Spec(k;), wobei k; endliche separable Kérpererweiterung
i€l
von k(z) ist.

(d) Q%{/Y =0

(e) Die Diagonale Ay/x : Y =Y xx Y ist eine offene Immersion.
Beweis: Offenbar ist (a) dquivalent zu (b), denn fir y € Y und = = f(y) € X gilt

Ov,y = Oyy Rox .. k()
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(Betrachte affine offene Umgebungen von = und y).

(b) = (c): Sei V' = Spec(C) C Y, affin offen. Dann ist B nach Voraussetzung von endlichem
Typ iiber k(x). Sei ¢ C B ein Primideal. Dann ist By nach Voraussetzung eine endliche
separable Korpererweiterung von k(z), und wegen

k(z) — B/q — B,/qB, = B,

ist B/q eine endlich-dimensionale integre k(z)-Algebra, also auch ein Korper. Also ist g
maximal. Es folgt, dass B artinsch ist, und zwar ein endliches Produkt B = [] By, wobei

i=1
q1,- .-, 4, die endlich vielen (sowohl maximalen als auch minimalen) Primideale von B sind.

Es folgt (c).
(c) = (b) ist trivial.

(a) = (d): Da die Bildung von Q. /x mit Basiswechsel in X und Lokalisierung in Y vertréiglich
ist, haben wir fiir y € Y und z = f(y) € X einen Isomorphismus

(3.8.1) (Q/x)y = Q0. -

Da Y/ X lokal von endlichem Typ ist, ist Qbyy /Ox , endlich erzeugter Oy,-Modul (1.9). Um
(d) zu zeigen, geniigt es also nach dem Nakayama-Lemma zu zeigen, dass Q}gyy 0y . DOy,
k(y) = 0 ist. Wegen der Surjektion

Q%QY,y/OX,w oy, k(y) “ <Q%9Y,y/ox,a; Pox, k(‘r)) Qk() k(y)

geniigt es, das Verschwinden von

~ Ol

1
Qoy,y /Ox.» ©Ox o k() Oyy®0y , k(@)/k)

zu zeigen, wo der Isomorphismus von der Basiswechsel-Eigenschaft 1.6 (a) kommt. Der rechte
Differentialmodul ist aber 0, wenn (a) gilt; denn dann ist Oy, ®o , k(x) = k(y) eine endliche
separable Korpererweiterung von k(z), und wir kénnen 1.11 anwenden.

(d) = (e): Wie wir gesehen haben, existiert eine offene Teilmenge W CY x x Y, so dass
Ay/XZ Y - W

eine abgeschlossene Immersion ist. Ist J das definierende Ideal, so ist nach Voraussetzung 0 =

Q%,/X = A*(J/J?),also J = J>.DaY — X lokal von endlichem Typ ist, ist J endlich erzeugt:

Durch Ubergang zu affinen offenen Teilmengen betrachten wir einen Ringhomomorphismus
A — B und das Ideal
I =ker(B®s B — B).

Wird B als A-Algebra von by, ...,b, € B erzeugt, so wird I von den Elementen
1®b;—0;®1

erzeugt (siehe 1.5 und 1.9).

Aufgrund dieser endlichen Erzeugung folgt aus J/J? = 0 auch J = 0. Ist nimlich y € Y =
V(J), so gilt J, C my; aus J,/J2 = 0 folgt also .J,/m,.J, = 0, nach dem Nakayama-Lemma
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(und der endlichen Erzeugung von J,!) also J, = 0. Wieder wegen der lokalen endlichen
Erzeugung von J gibt es also fiir jedes y € Y eine offene Umgebung V,, € W mit J|y, = 0.
Es gibt also eine offene Menge V, Y C V C W, mit J|, = 0. Damit erhalten wir einen
I[somorphismus Y = V, also (e).

(e) = (d) ist trivial.
(e) = (b): Ohne Einschrankung sei X = Spec(k) fiir einen Korper und Y = Spec(A) fiir eine
endlich erzeugte k-Algebra A. Weiter konnen wir durch Basiswechsel mit dem algebraischen

Abschluss k von k annehmen, dass k algebraisch abgeschlossen ist (Eigenschaft (e) ist mit
Basiswechsel vertréglich, und (b) ist richtig fiir A/k, wenn es richtig fiir A®y k/k richtig ist).

Ist dann y € Y ein abgeschlossener Punkt (= k-rationaler Punkt), so erhalten wir ein
kartesisches Diagramm

S N
Ty Tidxy
Spec(k‘)%}/ Xpk 2Y

Da offene Immersionen mit Basiswechsel vertraglich sind, folgt aus (e), dass y < Y offen ist.
Also ist A endlich iiber k, d.h., Produkt von lokalen endlich-dimensionalen k-Algebren, also
ohne Einschréinkung selbst von dieser Gestalt. Dann gilt dies auch fiir A ®; A, wir erhalten
also eine Isomorphie

A A S A,
und es folgt A = k. Dies zeigt (b).

Corollar 3.9 (a) Offene Immersionen sind étale. Eine abgeschlossene Immersion ¢ : Y — X
ist unverzweigt.

(a) Kompositionen von unverzweigten (bzw. étalen) Morphismen sind wieder unverzweigt
(bzw. étale).

(c) Basiswechsel von unverzweigten (bzw. étalen) Morphismen sind wieder unverzweigt (bzw.
étale).

Beweis Nach 3.4 ist nur der unverzweigte Fall zu betrachten; dieser folgt sofort mit dem
Kriterium 3.8 (d).

Proposition 3.10 In einem kommutativen Diagramm

N

S

ist f étale, wenn h étale und g unverzweigt ist.

Beweis f faktorisiert als
Y -5 YxgX 2 X
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wobei I'y = (id, f) der Graphmorphismus ist und py die Projektion auf den 2. Faktor. Das
Diagramm
Ff DY —Y x5 X

i lfxid
Ax/s: X —= X xg X

ist kartesisch, und Ay/g ist nach Voraussetzung eine offene Immersion (3.8 (e)), also auch
'y, als Basiswechsel von Ax,g. Weiter ist nach Definition

Y xg X s X
y—" -3

kartesisch, also p, étale, da h étale ist. Insgesamt folgt, dass f = py o I'y étale ist.

Proposition 3.11 In einem kommutativen Diagramm

A

ist f eine abgeschlossene Immersion, wenn h eine abgeschlossene Immersion und g separiert
ist.

Y

Beweis Ersetze im Argument von 3.10 “offen” durch “abgeschlossen”.

Lemma 3.12 Ist ¢ : Y — X eine abgeschlossene Immersion und flach, wobei X lokal
noethersch ist, so ist ¢ auch eine offene Immersion.

Beweis: Lokal (in der Basis X) ist i assoziiert zu einem Ringhomomorphismus
p: A > Ala
fiir ein Ideal a C A. Ist dies ein flacher Ringhomomorphismus, so ist auch
0 - a®sA/a - A®sAla = Ala®aAla — 0

exakt, also a = a?. Da a endlich erzeugt ist, folgt wie im Beweis von 3.8 (d) = (e), dass
Spec(yp) eine offene Immersion ist. Dies zeigt die Behauptung fiir i.

Corollar 3.13 Ist X zusammenhéngend und lokal noethersch und f : Y — X étale (bzw.
étale und separiert), so ist jeder Schnitt s : X — Y von f eine offene Immersion (bzw.
ein Isomorphismus auf eine offene Zusammenhangskomponente von Y'). Es gibt also eine
Bijektion zwischen der Menge der Schnitte und der Menge der offenen (bzw. offenen und
abgeschlossenen) Unterschemata Y; C Y, fiir die f einen Isomorphismus Y; = X induziert.
Insbesondere ist ein Schnitt durch seinen Wert an einem Punkt bestimmt, falls f separiert
ist.
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Beweis: Nur die ersten beiden Aussagen sind zu zeigen. Sei zunéchst f separiert. Da fg =
1dx eine abgeschlossene Immersion ist, ist s nach 3.11 auch eine abgeschlossene Immersion.
Nach 3.10 ist s auch étale, also eine offene Immersion nach 3.12 (Da X lokal noethersch
und Y — X lokal von endlichem Typ ist, ist Y lokal noethersch). Ist f nur étale, so ist
f jedenfalls lokal (in Y und X) separiert, also ein lokaler Isomorphismus, also eine offene
Immersion.
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4 Formal unverzweigte, étale und glatte Morphismen

Definition 4.1 Eine Nilimmersion ist eine abgeschlossene Immersion ¢ : Zy < Z von
Schemata, deren Idealgarbe J C Oy nilpotent ist (J" = 0 fiir ein n € N).

Definition 4.2 Ein Morphismus f : Y — X von Schemata heifit formal glatt (bzw. formal
unverzweigt, bzw. formal étale), wenn gilt: Fiir jedes kommutative Diagramm

Y <~—2%

1)

X%Z7

wo Z affin und 7 eine Nilimmersion ist, gibt es einen (bzw. hochstens einen, bzw. genau
einen) Morphismus ¢ : Z — Y, der das Diagramm

Y<~—2%
Y
X~—Z
kommutativ macht, d.h., die Abbildung
Homx(Z,Y) — Homx(Zy,Y)

ist surjektiv (bzw. injektiv, bzw, bijektiv).

Lemma 4.3 Die drei Eigenschaften in 4.2 sind mit Lokalisierung, Komposition und Basis-
wechsel vertraglich.

Beweis: selbst!

Bemerkung 4.4 (a) In der Definition 4.2 kénnen wir ohne Einschrankung annehmen, dass
J ein Ideal von Quadrat null ist (J? = 0); hieraus folgt induktiv die Eigenschaft fiir beliebiges
n.

(b) Fiir ein Schema X nennt man einen kontravarianten Funktor
F: Sch/X — Sets

formal glatt (bzw. formal unverzweigt, bzw. formal étale), wenn fiir jede Nilimmersion Zy —
Z von affinen X-Schemata die Abbildung

F(Z) = F(Z)
surjektiv (bzw. injektiv, bzw. bijektiv) ist.
Satz 4.5 Ein Schemamorphismus f : Y — X ist genau dann formal unverzweigt, wenn
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Beweis: Ohne Einschréankung sind alle Schemata affin, und wir betrachten ein Diagramm
von Ringen

B

T s I2 = O

A——R,

— 2 R/I

4

wobei das Quadrat kommutativ ist und ¢ und ¢’ zwei Lifts von ¢. Wir haben nun:

Lemma 4.6 Ist ¢ ein fester Lift von ¢, so haben wir eine Bijektion (wobei I vermoge ¢ ein
B-Modul wird, da I ein R/I-Modul ist)

{Lifts von ¢} — Dery(B,I)
e

Beweis: Wegen m¢ = ¢ = ¢’ hat ¢/ —¢ Werte in I. Weiter ist ¢ genau dann ein Morphismus
von A-Algebren, wenn D = ¢/ — ¢ eine A-Derivation ist: Es ist ndmlich

D(bb') = ¢'(bb') — p(bb') = ¢'(b)¢' (V') — p(b)p(b') = (¢'(b) — 9(b))¢' (V') + B(b) (& (V') — (V')

— ¥/ D(b) + bD(V),

wenn ¢ ein Ringhomomorphismus ist, also gilt die Leibniz-Regel fiir D = ¢/ — ¢. Die Um-
kehrung gilt entsprechend. Ebenso ist ¢’ genau dann A-linear, wenn D dies ist, d.h., wenn
D(a) =0 fir alle a € A.

Hieraus folgt nun 4.5: Wegen
Dera(B,I) = HomB(QE/A,])

gibt es hochstens einen Lift, wenn Q1 a =0 Umgekehrt betrachte man die Nilimmersion
zur exakten Sequenz

0 — I/I? - (BoaB)/I* 5 B =0,

wobei I der Kern von B ®4 B — B, by ® by — b1by ist. Wegen der Existenz des Schnittes
b+~ 1®b mod I? von 7 gibt es hier immer einen Lift ¢. Hat man nur einen Lift, so ist
Homp(Q,,,1/1%) = 0, also Qp ), = 0 wegen der Isomorphie Qj,, = I/I? (siehe 1.5).

Corollar 4.7 f : Y — X ist genau dann unverzweigt, wenn f formal unverzweigt und lokal
von endlichem Typ ist.

Dies folgt aus 4.5 und 3.8.

Betrachte nun ein kommutatives Diagramm von Ringhomomorphismen

®

NS

A

B

C
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Lemma 4.8 Ist C' formal glatt {iber B, so ist die Einschrankungsabbildung
0" 1 Dery(C, M) — Dery(B, M)

fiir alle C-Moduln M surjektiv.

Beweis: Wir benutzen die Konstruktion aus dem Beweis von 1.5: Wir haben eine exakte
Sequenz
0-M—-CsxM 5> C—0
(c,m) — ¢

wobei C'x M (= C @ M als abelsche Gruppe) ein Ring ist durch die Multiplikation
(e,m) - (d,m") = (cd,em’ +'m).

Weiter wird M ein Ideal von Quadrat null. Fiir jede A-Derivation D : B — M erhalten wir
nach Voraussetzung in dem folgenden Diagramm

C=———=C

T@X te
B—CxM
b—=(0(b), D(b)),

in dem ¥ p ein A-Algebren-Homomorphismus ist, einen Schnitt sp von 7, und nach Lemma
4.6 die A-Derivation

D'=sp—sy: C = M,

wobei sg : C'— C'*M, ¢ — (c,0), der kanonische Schnitt von 7 ist. Dies liefert die gewiinschte
Surjektivitét, da die Einschriankung von D" auf B gleich D ist (wegen spy = 1¥p).

Corollar 4.9 (a) Ist C formal glatt iiber B, so ist die Sequenz

OHQlB/A®BCa4>Qlc/AHQIC/34>O
-

T

zerfallend exakt (d.h., es gibt r wie angegeben mit ra = id).

(b) Ist C' formal étale iiber B, so ist

Qpa®C = Qba
ein [somorphismus.
Beweis: Nach 4.8 ist

Dera(C,Qp,,®5C = Dera(B,Qp), ®pC)
I I
Home (4, /4 @5 C) Home(Qp 4 @5 C,Qp,, @5 C)
f fo

UG

surjektiv.
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(b): Dies folgt sofort aus (a) und 4.5, denn offenbar gilt

Bemerkung 4.10 f : Y — X ist genau dann formal étale, wenn f formal glatt und
unverzweigt ist.

Wir kommen nun zu hinreichenden Kriterien fiir formale Glattheit.

Satz 4.11 Betrachte ein kommutatives Diagramm

B

B/b=:C

N7

A

wobei B formal glatt {iber A ist. Dann ist C' genau dann formal glatt iiber A, wenn die
Sequenz

(4.11.1) 0—b/6> = Qpy ®C = Qpy =0
zerfallend exakt ist.

Beweis Sei C'/A formal glatt; dann existiert der Ringhomomorphismus s, der das Diagramm

C——B/b

N
N s T
N ™
N\

A—— B/b?
kommutativ macht Damit erhalten wir wiederum zwei Liftungen in dem Diagramm

B/b2—"— B/b

RN

A——>B/b?.

Nach 4.6 ist also
D = id— sw € Dera(B/b% b/b%).

Weiter gilt Dlg/p2 = id (wegen 7|y/p2 = 0). Wir erhalten damit ein kommutatives Diagramm

b/b>

L\

D:B—= B/6>—>b/b?
N
Q

1
B/A
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in dem D eine Derivation ist und daher der B-Modul-Homomorphismus ¢ wegen der uni-
versellen Eigenschaft von (O /4» d) existiert. Das induzierte Diagramm

b/b2

/B/bz
N /

Qp/4 @5 B/b

b/b2

zeigt, dass o = id.

Umgekehrt betrachte ein kommutatives Rechteck

T
A “R.

Es existiert die Liftung ¢, da B/A formal glatt ist. Wegen der Kommutativitét des oberen
Dreiecks gilt p(b) C I, wegen 12 = 0 also ¢(b?) = 0. Zerfillt die Sequenz (4.11.1), so ist die
Abbildung

Homp(Qy,, ©p C, 1) >~ Homp(b/b?, T)
Dery(B, 1)

surjektiv. Daher gibt es ein D € Der (B, I) mit D|, = ¢|p (fasse |y als Abbildung b/b?* — [
auf). Der Lift ¢ — D (Konstruktion aus 4.6) verschwindet dann auf b, faktorisiert also iiber
C' = B/b. Dies zeigt, dass auch C'/A formal glatt ist.

Corollar 4.12 Sei X noethersch und f : Y — X lokal von endlichem Typ. Dann sind
dquivalent:

(a) f ist formal étale (bzw. lokal formal glatt).
(b) f ist lokal von der Gestalt

(4121) C = A[Zl'l,...,l'n]/ < fl,...,fm >

wobel m = n ist und die Matrix

(4.12.2) (Z) € Myxn(C)

invertierbar ist (bzw. wobei m < n ist und die Matrix (4.12.2) ein Rechtsinverses besitzt).
Hierbei bezeichne g das Bild von g € A[X1,...,X,] in C, und “f ist lokal...” bedeutet: Fiir
jedes y € Y gibt es affine offene Umgebungen V' = Spec(C') von y und U = Spec(A) von

x = f(g) € X mit f(V) C U, so dass der induzierte Morphismus A — C' die Eigenschaft ...
hat.
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Zum Beweis benutzen wir:

Lemma 4.13 Alzy,...,x,] ist formal glatt iiber A. Allgemeiner ist A% formal glatt iiber
X, fiir jedes Schema X.

Beweis In einem kommutativen Rechteck

Alzy, ...,z —=R/I

RN

A R

finden wir den gewtinschten Lift ¢, indem wir Urbilder ry,...,7, € R von (1), ..., o(z,)
unter 7 wihlen und fiir ¢ den eindeutig bestimmten A-Morphismus mit ¢(x;) = r;.

Allgemeiner ist fiir ein kommutatives Diagramm
A% ~— jo
X<~—S5

mit einer Nilimmersion ¢ und affinem S die Abbildung

Homx (S, A% )—>H0mX So, A)

S OS SOaOS())

surjektiv.

Beweis von 4.12: (b) = (a): Sei B = A[xq,...,x,) und C = b/b mit b =< fi,..., f, >, so
dass (0f;/0x;) ein Rechtsinverses besitzt. Dann ist die kanonische Sequenz in dem folgenden
Diagramm zerfallend exakt:

7 >W:ng%‘
j 2

(4.12.3) 0 b/b? —>>Qp,, @5 C Qb/a 0

@ CG] e @ Cdl’l

Jj=1 <=1
r

Hier wird & durch die (m x n)-Matrix (9f;/0x;)" beschrieben. Diese besitzt nach Vorausset-
zung ein Linksinverses; dies liefert r mit ra& = id, also auch ein Linksinverses von «. Nach
4.11 und 4.13 ist C also formal glatt iiber A.
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Ist m = n und (9f;/0x;) invertierbar, so ist & ein Isomorphismus, also auch «, also QF, 4 =0.
Nach 4.5 ist dann C/A formal unverzweigt, nach Bemerkung 4.10 also auch formal étale.
Gilt dies nun {iiberall lokal, so ist f : Y — X auch formal étale, denn fiir eine Nilimmersion
So — S verkleben sich die lokal existierenden Morphismen wegen der Eindeutigkeit zu dem
gewiinschten Morphismus S — Y.

(a) = (b): Sei f: Y — X formal glatt und lokal von endlichem Typ. Dann ist f lokal von
der Gestalt Spec(C') — Spec(A), wobei C' = B/b mit B = Axy,...,x,] und einem endlich
erzeugten Ideal b. Nach 4.13 und 4.11 ist die Sequenz

2T QL 95 C— Q)
0 b/b B/A®BL ——=3cy —0
i

C?’L

zerfallend exakt. Nach dem folgenden Lemma ist b/b? also ein endlich erzeugter projektiver
C-Modul, und fiir q € Spec(C') C Spec(B) ist (b/b?), ein freier C-Modul. Seien fi, ..., fm €
b derart, dass die Bilder der f; eine Basis von (b/b?), bilden. Nach dem Nakayama-Lemma
wird by dann von fi, ..., f,, erzeugt. Nach dem folgenden Lemma gibt es also ein g € B — b,
so dass b, von fi,..., fm erzeugt wird und (b/b%); ein freier C5-Modul ist, wobei die Bilder
von fi,..., fm eine Basis bilden. Es folgt, dass die Matrix (0f;/0z;) mit Koeffizienten in Cy
ein Rechtsinverses besitzt (siehe das Diagramm (4.12.3)). Andererseits ist

(A[xl,...,xn]/ < fi,o s fm >)§
A[xlw":xn/xn—&-l]/ < fla"‘afm7gxn+1 -1 >,

Cy

e 11

und die entsprechende Jacobi-Matrix ist

besitzt also ein Rechtsinverses, da g eine Einheit in Cy ist. Spec(C5) — Spec(A) ist also von
der Form in (b).

Ist zusétzlich f: Y — X formal étale, so ist Qf, A= 0, also notwendigerweise m = n und
die Matrix (4.12.4) invertierbar.

Bemerkung 4.14 Man kann durch zusitzliche Uberlegungen zeigen, dass aus 4.12 (b) folgt,
dass f sogar formal glatt ist (nicht nur lokal formal glatt).

Lemma/Definition 4.15 Sei A ein Ring. Ein A-Modul P heifit projektiv, wenn er die
folgenden dquivalenten Bedingungen erfiillt:

(a) Fiir jedes Diagramm von A-Modul-Homomorphismen

M-—"»N

E

P
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mit surjektiven 7 gibt es einen Morphismus ' : P — M, der das Diagramm

M-—">N

N

P

kommutativ macht.

(b) Fiir jeden Epimorphismus M — N von A-Moduln ist Homa(P, M) — Homu(P,N)
surjektiv.

(c) Fiir jede exakte Sequenz von A-Moduln
0> M - M - M" = 0
ist
0 — Homa(P,M') — Homu(P,M) — Homa(P,M") — 0
exakt, d.h., der Funktor Hom (P, —) ist exakt.
(d) P ist direkter Faktor eines freien Moduls, d.h., es gibt einen A-Modul @, so dass

POQ=F
ein freier A-Modul ist.
Beweis der Aquivalenz: (a) < (b) ist klar, und (b) < (c) gilt, da in (c) immer die Sequenz
0 — Homa(P,M') — Homu(P,M) — Homa(P,M")

exakt ist (Linksexaktheit des kovarianten Hom-Funktors Homa(P,—), siche Alg. Geo. I,
3.A.8).

(a) = (d): Fiir jeden A-Modul P haben wir einen surjektiven A-Modul-Homomorphismus
F 5P

mit einem freien Modul. Gilt (a) fiir P, und betrachten wir 8 = idp, so erhalten wir einen
Morphismus s : P — F mit s = idp, also einen Schnitt von 7. Hierdurch erhalten wir eine
Zerlegung

P@®ker(r) = F

(pyq) = s(p)+q,
also (d).
Umgekehrt gilt (a) fir jeden freien A-Modul F': Ist etwa F' = @ Ae;, also F' frei mit Basis
i€l

(e; | € I), und haben wir ein Diagramm

M—">N

E

F,
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so konnen wir ein Urbild m; € M von f(e;) € N wahlen, fir jedes i € I, und erhalten
wegen der universellen Eigenschaft von freien Modul einen eindeutig bestimmten Morphismus
B F — M mit f'(e;) = m;, und dann gilt 7" = p.

Gilt nun (d) und haben wir ein Diagramm wie in (a), so erhalten wir ein Diagramm

M N

TW—BJrO
F=P®Q,

also mit v(p, q) = B(p), und nach dem eben Bewiesenen einen Morphismus 4’ : F — M mit
my =, und ' = 7|, erfiillt (a).

Lemma 4.16 Sei A ein Ring und M ein endlich erzeugter A-Modul.
(a) Ist A ein lokaler Ring und M projektiv, so ist M frei.

(b) Sei A noethersch und p € Spec(A). Ist M, frei, so gibt es ein f € A —p, so dass My ein
freier Ap-Modul ist.

Beweis (a): Sei m C A das maximale Ideal und & = A/m. Wahle my,...,m, € M derart,
dass die Bilder in M/mM eine k-Basis bilden. Dann ist nach dem Nakayama-Lemma der
Morphismus
T A" — M
Basiselement e; +— m;

surjektiv. Mit N = ker(7) haben wir eine exakte Sequenz
0+ N5 A5 M — 0.

Da M projektiv ist, spaltet diese, d.h., m hat einen Schnitt s (siche Beweis von 4.15). Die
Abbildung 7 : R* — N mit r(z) =  — sw(z) € ker(w) = N ist dann ein Linksinverses von
i, d.h., i = idy. Hieraus folgt, dass N endlich erzeugt ist (r ist surjektiv) und dass die
Sequenz

0= Noak 28 A",k ™8 Mo,k — 0
exakt bleibt (i ® id hat das Linksinverse r ® id). Da 7 ® id nach Konstruktion ein Isomor-
phismus ist, folgt N ®4 k = N/mN = 0. Mit dem Nakayama-Lemma folgt N = 0.

(b): 1. Schritt: Ist M, = 0, so gibt es ein f € A —p mit My = 0.

Denn: Sind my, ..., m, € M Erzeugende, so gibt es fiir jedes ¢ ein f; € A —p mit fym; = 0,
und die Behauptung folgt mit f = f;--- f,.

2. Schritt: Sei ¢ : M — N ein Morphismus von endlich erzeugten A-Moduln. Ist ¢, : M, —
N, injektiv (bzw. surjektiv, bzw. bijektiv), so gibt es ein f € A —p, so dass ¢y : My — Ny
injektiv (bzw. surjektiv, bzw. bijektiv ist).

Denn: Wende den 1. Schritt auf ker(¢) und coker(y) an.

5. Schritt: Sei nun in der Situation von (b) (2%, ..., ) eine Ap-Basis von My (m; € M, s; €
A —p). Dann ist auch (my,...,m,) eine A,-Basis, und mit dem 2. Schritt folgt, dass der
Morphismus
p: A" - M
Basiselement e, — m;
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einen Isomorphismus A’ = M fiir geeignetes f € A — p induziert.

Corollar 4.17 Fiir einen noetherschen Ring A und einen endlich erzeugten A-Modul M
sind dquivalent.

(a) Fiir alle p € Spec(A) ist M, ein freier A,-Modul.
(b) Fiir alle maximalen p € Spec(A) ist M, eine freier A,-Modul.
(¢) Auf X = Spec(A) ist M ein lokal freier O x-Modul.

Beweis (a) = (b) ist trivial.

(b) = (c): Nach 4.16 (b) hat jedes maximale p € Spec(A) eine offene Umgebung D(f), so
dass M|p(y) ein freier Op(p-Modul ist (ndmlich My ein freier Ag-Modul). Diese Umgebungen

iiberdecken aber ganz X, denn fiir q¢ € Spec(A) beliebig erhilt {q} = V(q) ein maximales
Ideal p, und fiir jede offene Umgebung D(f) von p gilt q € D(f).

(c) = (a) ist trivial.

Satz 4.18 Sei X ein noethersches Schema: Ist f : Y — X étale, so ist f lokal von endlichem
Typ und formal étale.

Beweis Die erste Eigenschaft gilt per Definition. Sei nun Sy < S eine Nilimmersion mit S
affin. Das Diagramm

(4.18.1) Y~—Y xxS<~—25,
A

aN

X S =S

zeigt, dass es geniigt, die formale Flachheit von f’ zu zeigen; d.h., ohne Einschrankung ist
X = 5. Betrachte dann das kartesische Diagramm

V<1V xg S, =Y,

|

S<—i350.

Da i eine Nilimmersion ist, ist auch der Basiswechsel i’ eine Nilimmersion (Beweis: selbst).
Wegen (4.18.1) hat fy einen Schnitt sg, und wir haben zu zeigen, dass f einen Schnitt s
besitzt. Ohne Einschrankung sei S und damit auch Sy zusammenhéngend. Als Nilimmersion
ist ' ein Homéomorphismus, und da f; étale ist (als Basiswechsel von f) induziert der Schnitt
s nach 3.13 einen Isomorphismus von Schemata

SO :> So(So) = Uo,

wobei Uy C Y ein offenes und abgeschlossenes Unterschema von Y ist. Damit ist U := 4'(Uy)
ein offenes und abgeschlossenes Unterschema von Y. Wir haben zu zeigen, dass

(4.18.2) U s
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ein Isomorphismus ist (dann erhalten wir einen Schnitt von f). Jedenfalls ist (4.18.2) ein
Homo6omorphismus der unterliegenden topologischen Raume. Weiter haben wir fiir y € U
und s = f(y) € S ein kommutatives Diagramm

OY,y - OY,y/JsOY,y = OXMJ

T §

OS,S OS,S/JS = OSO,S

wobei J C Og die Idealgarbe zu i ist. Da J; nilpotent ist, folgt mit dem Nakayama-Lemma,
dass

A= 0575 - Oyyy =B
surjektiv ist. Sei a := ker(A — B). Wegen a C J, ist a nilpotent, und da B flach iiber A ist
(étale Morphismen sind flach), ist die Sequenz

0 > a®aB — B 5 B — 0
[ 2
a/a?

exakt, also a = a?. Aus dem Nakayama-Lemma und der Nilpotenz von a folgt dann a = 0,
dh, A5 B, dh., US> S.

Bemerkung 4.19 Man kann zeigen, dass auch die Umkehrung von 4.18 gilt.

Proposition 4.20 Sei f : Y — X formal glatt, wobei X noethersch und f lokal von
endlichem Typ ist

(a) Qy /x ist ein lokal freier Ox-Modul von lokal endlichem Rang.

(b) Jeder Punkt y € Y besitzt eine affine offene Umgebung V' derart, dass es Schnitte
fi,-- oy fm € T(V,Ox) gibt, fir die dfy, ..., df,, eine Oy-Basis von Q%’/X\V ist.

(c) Sind V und f1,..., f,, wie in (b), so ist der assoziierte Morphismus
V — AY

formal étale und lokal von endlichem Typ.

Beweis: Ohne Einschrénkung (durch Lokalisierung in X und Y') sind Y = Spec(C') und
X = Spec(A) affin, mit

C = Alzy,...,zn)/ < fi,. .o, fm > .
Setze B = Alzy,...,x,] und b =< fi,--- | f;, >. Nach Satz 4.11 haben wir eine zerfallende
exakte Sequenz
oﬁb/b2LQ}3M ®p C QL —0.
S—

T )

CTL
Also ist Qg ein direkter Faktor von C": Wegen 73 = id ist Qp,, @ C' = 5(b/b) D ker(r),

und 7 induziert einen Isomorphismus ker(r) = Qg , (Beweis: selbst). Dies heiit, dass Qg4
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ein endlich erzeugter projektiver C-Modul ist (siehe 4.15), also Qﬁ/ x = Q¢ /A lokal frei von
endlichem Rang (siehe 4.17). Dies zeigt (a).

(b): Sei q ein Primideal von C. Dann haben wir eine Surjektion
Cy = (Qcya)s

wobei nach (a) und 4.16 (a) der rechte Cy-Modul frei von einem endlichen Rang m ist. Mit
dem Nakayama-Lemma folgt, dass es iy,...,i, € {1,...,n} gibt, so dass die Bilder von
dz;,,...,dz;  eine Basis des rechten Moduls bilden, also auch eine Basis von Q%,/  in einer
Umgebung von q (Beweis von 4.16 (b)). Wir erhalten die Behauptung mit f; = Bild von z;,
in C.

(c): Definiere den A-Algebren-Homomorphismus

B =AY.,....Y,] & C
Yi = fi.

Dann ist nach Voraussetzung der induzierte Morphismus

QlB//A®B/O :) QlC/A
Basiselement dY; +— Basiselement df;

ein Isomorphismus. Dies impliziert, dass fiir alle C-Moduln M die Abbildung
(4.20.1) B*: Dera(C,M) = Deru(B', M)
ein Isomorphismus ist.

Wir zeigen nun, dass C formal étale iiber B’ ist. Betrachte ein kommutatives Diagramm
(ohne ¢)

(4.20.2) c—"-R/I

ﬁT RN Tﬂ I2=0
{
B/LR

77

A

Da C' formal glatt iiber A ist, existiert der gestrichelte Ringhomomorphismus ¢ mit 7 = ¢
und pfa = 1 = Pa. Dann machen ¢ und ¢ beide das Diagramm

kommutativ. Nach Lemma 4.6 ist also
D= pB8—1 € Dera(B',I).
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Nach dem Isomorphismus (4.20.1) gibt es ein D' € Der4(C, M) mit D = D'f. Dann folgt
(90 - D/)ﬁ = ¢ )

d.h., wenn wir in (4.20.2) ¢ durch ¢’ = ¢ — D’ ersetzen, erhalten wir die Kommutativitéit des
oberen Teils von (4.20.2), also einen Lift fiir C/B’. Also ist C'/B’ formal glatt. Andererseits
folgt aus der exakten Sequenz

dass QF, /i = 0ist. Also ist C'/B" auch formal unverzweigt (Satz 4.5). Zusammen folgt, dass

C/B' formal étale ist (Bemerkung 4.10).

Definition 4.21 Sei X noethersch und f : Y — X lokal von endlichem Typ. Dann heifit f
glatt, wenn f lokal von der Form

V5 A 5 U
mit étalem g ist.

Bemerkung 4.22 Sei f : Y — X ein Morphismus von Schemata, wobei X noethersch ist.

(a) Nach Satz 4.18 und Bemerkung 4.19 gilt dann: f ist genau dann étale, wenn f formal
étale und lokal von endlichem Typ ist.

(b) Zusammen mit 4.20 und Bemerkung 4.14 folgt hieraus: f ist genau dann glatt, wenn f
formal glatt und lokal von endlichem Typ ist.

Insbesondere haben wir also die Jacobi-Kriterien aus 4.12 fiir étale bzw. glatte Morphismen,
falls diese lokal von endlichem Typ sind.
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5 Abelsche Kategorien und Komplexe

Erinnerung 5.1 Eine Kategorie C heifit additiv, wenn gilt
(i) Die Hom-Mengen Home(A, B) sind abelsche Gruppen, und die Verkniipfungen

Home(A,B) x Home(B,C) — Home(A,C)
(f,9) = gf

sind bilinear.
(ii) C besitzt ein Nullobjekt 0 (Fiir jedes Objekt A in C ist Home(A,0) = {0} und Hom¢(0, A)
={0}).

(iii) In C existieren endliche Produkte.

Bemerkung 5.2 Ist C additiv, und ist A x B das Produkt von A und B, so ist A X B mit
den Morphismen i4 = (id4,0) : A - Ax Bund ig = (0,idg) : B — A x B auch die Summe
von A und B.

Erinnerung 5.3 Eine additive Kategorie A heifit abelsch, wenn gilt:
(i) Jeder Morphismus f : A — B in A hat einen Kern ker(f) und einen Kokern coker(f).

(ii) Der kanonische Morphismus

im(f) — coim(f)

zwischen Bild und Kobild von f ist ein Isomorphismus.

Bemerkung 5.4 (a) Man hat einen kanonischen Mono-Morphismus i : ker(f) — A, so dass
fiir jedes Objekt X in A die Sequenz von abelschen Gruppen

0 — Homu(X, ker(f)) 5 Homu(X,A) Ei Homy(X, B)

exakt ist. Diese FEigenschaft charakterisiert ker(f) — A.

(b) Dual hat man 7 : B — coker(f) und eine exakte Sequenz
0 — Homy(coker(f),Y) — Homu(B,Y) — Homu(A,Y)

fiir jedes Y in A. Diese Eigenschaft charakterisiert B — coker(f).
(c) Es ist per Definition im(f) = ker(B — coker(f)) und coim(f) = coker(ker(f) — A).
(d) Fiir einen Monomorphismus ¢ : A — B schreibe auch B/A fiir coker(7).

(e) Die Bildung von Kern, Kokern und Bild ist in der folgenden Weise funktoriell: Ein
kommutatives Diagramm
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induziert kanonische Morphismen & : ker(f) — ker(f’), § : coker(f) — coker(f’) und
im(f) — im(f"). Wir erhalten nédmlich ein eindeutig bestimmtes kommutatives Diagramm

ker(f') L 4/ B’ "~ coker(f')

P

ker(f) —— A B ——— coker(f)

aufgrund der universellen Eigenschaften von Kern und Kokern (beachte zum Beispiel, dass
f'(ai) = 0). Dies zeigt die Behauptung fiir Kern und Kokern; die Behauptung fiir das Bild
folgt, da im(f) = ker(m) und im(f’) = ker(n').

(f) Beispiele von abelschen Kategorien sind die Kategorien Modg der Moduln iiber einem
beliebigen (nicht notwendig kommutativen) Ring R, mit den iiblichen Kernen, Kokernen und
Bildern. Weitere Beispiele sind die Kategorie P(X) von abelschen Pragarben und die Kate-
gorie Sh(X) von abelschen Garben auf einem topologischen Raum X (mit den Priagarben-
Kernen, -Kokernen und -Bildern bzw. den Garben-Kernen, -Kokernen und -Bildern).

Sei A eine abelsche Kategorie.

Erinnerung 5.5 (a) Eine Sequenz

(5.5.1) o AT IS g B g

heifit Komplex, wenn d"d"~! = 0 fiir alle n, also im(d"') C ker(d") fiir alle n.

(b) Fiir einen Komplex A" wie in (5.5.1) heifit

H"(A) = ker(d™)/im(d" ™)
die n-te Homologie von A", und A" heifit exakt bei n, wenn H"(A') = 0.
Bemerkung 5.6 Fiir jeden Morphismus f : A — B ist die Sequenz

0 — ker(f) — A 5B - coker(f) — 0

ein exakter Komplex (d.h., exakt an allen Stellen).

Lemma 5.7 (Schlangenlemma) Fiir ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen

-/ /

(5.7.1) 0 A —— B =" 0
A
0 A—>B-—">C 0

hat man eine exakte Sequenz

(5.7.2) 0 — ker(f) — ker(g) — ker(h) LN coker(f) — coker(g) — coker(h) — 0.

Beweisskizze: 1) Mit Hilfe von Bemerkung 5.4 erhélt man sofort exakte Sequenzen

0 — ker(f) — ker(gq) — ker(h)
coker(f) — coker(g) — coker(h) — 0.
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2) Man erhélt aus (5.7.1) ein induziertes Diagramm mit exakten Zeilen und Spalten

0—= Afim(f) —"— B'Jim(f) —~ C 0
g h
B/A . C

Hieraus ergibt sich O : ker(h) — coker(f) als

——1___ _
“3:[)2’ ks an’

d.h., man beachte, dass 7'g7 1. = 0, so dass g7 !¢ als i’k mit einem eindeutig bestimmten
Morphismus k : ker(h) — A/im(f) faktorisiert, und setzt dann 0 = pk.
3) Ahnlich folgt nun die Exaktheit von (5.7.2) bei ker(h) und coker(f).

Alternativer Beweis: Man benutzt das Einbettungstheorem von Mitchell, das besagt, dass
man jede abelsche Kategorie mit einem volltreuen und exakten Funktor in eine Kategorie
Modpg fiir einen Ring R einbetten kann. Dann kann man das iibliche Schlangenlemma in
Modg benutzen.

Lemma 5.8 (Variante) Hat man nur ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen

so erhélt man eine exakte Sequenz

(5.8.1) ker(f) — ker(g) — ker(h) KN coker(f) — coker(g) — coker(h).

Beweis Da ¢’ ein Monomorphismus ist, ist
ker(i) — A ENY
der Nullmorphismus, und da 7 ein Epimorphismus ist, ist die Komposition
C b ¢ = coker(r)
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auch null.

Dies liefert ein induziertes Diagramm mit exakten Zeilen

0 Al B’ im(i") —0
L
0—— A/ker(1) B C 0.

Nach dem Schlangenlemma haben wir also eine exakte Sequenz

(5.8.2) 0 — ker(f) — ker(g) — ker(h) KN coker(f) — coker(g) — coker(h) — 0.

Dabei gilt offenbar ker(f) = ker(f)/ker(i),ker(h) = ker(h), coker(f) = coker(f), und wir
haben einen Monomorphismus coker(h) < coker(h). Dies liefert sofort die exakte Sequenz

(5.8.1).

Definition 5.9 Ein Morphismus von Komplexen f : A° — B’ in A ist ein kommutatives
Diagramm

..*)anlani)BnJrl*)...
Tfn—l Tf’n Tfn—‘—l
dnfl an

..HAnflﬁAn*)An+1*>....

Die Komposition mit einem weiteren Morphismus g : B° — (" von Komplexen ist der
Morphismus gf : A" — C" mit (gf)" = g"f".

Lemma 5.10 (a) Hierdurch wird eine abelsche Kategorie C'(.A) definiert, die Kategorie der
Komplexe in A.

(b) Eine Sequenz
JRENY: S NYok
von Komplexen ist genau dann exakt, wenn
ArLpr g on
fiir alle n exakt ist.
(c) Fiir jedes n € Z ist die Zuordnung

H" : C(A)

A
A H

_)
— "(A)

ein kovarianter Funktor.

Beweis: (a), (b): selbst (Kern und Kokern wird “komponentenweise” genommen, zum Bei-
spiel ist ker(f)" = ker f — A").

(c)Ist F: A — B’ ein Morphismus von Komplexen, so erhalten wir wegen der Funktorialitét
von Kern und Bild kanonische kommutative Diagramme

(5.10.1) im(dy ) ——ker(d)

| |

im(dy ) ker(d}).
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und hieraus wiederum der kanonisch induzierte Morphismus
H"(B)
H"(A)

der Kokerne in (5.10.1).

Satz 5.11 (a) Sei
05 A LB %c 0
eine exakte Sequenz von Komplexen. Dann hat man eine kanonische exakte Sequenz (genannt
lange exakte Kohomologiesequenz)
(5.11.1) o HYYC) S HN A D BB S ) S A >

(Hier steht f, fiir H™(f), entsprechend fiir g.). Die Morphismen ¢ werden Verbindungsmor-
phismen genannt.

(b) Ist

ein kommutatives Diagramm von Komplexen, mit exakten Zeilen, so ist das Diagramm

(5.11.2)
. H"_l(C") g Hn(A/~) i H”(B") 9s H"(C") g Hn+1(A/.>

fo ke

o BN (C) s HY(A) L H(B) 2 HY(C) —S- B (A) ——

kommutativ.

Beweis (a): Fiir jeden Komplex A" hat man kanonische exakte Sequenzen

0= H™(A) — A™im(0" 1) B ker(9™+1) — H™(A) =0,
fiir alle n € Z, wobei der mittlere Morphismus von 9" : A" — A"™! induziert wird.

Aus dem kommutativen Diagramm

HP (A

H"(B') H"(C)

|

0 — ker (0 ") ———ker(9p") —— ker(9p11)

coker(9% ') — coker (9% ) — coker(95 ') —=0

H'(A) H"(B)

HY(C)
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mit exakten Spalten und mittleren Zeilen folgt nun mit 5.8 (Variante des Schlangenlemmas)
die Existenz des Verbindungsmorphismus § : H*(C") — H""(A’) und die Exaktheit von
(5.11.1).

(b) folgt aus einer entsprechenden Funktorialitdtsaussage im Schlangenlemma (nur die Kom-
mutativitit der Quadrate (x) ist zu zeigen).

Corollar 5.12 Sei 0 - A" — B" — (" — 0 eine exakte Sequenz von Komplexen. Sind zwei
der Komplexe exakt (man sagt auch azyklisch), so auch der dritte.

Beweis Dies folgt sofort aus der langen exakten Kohomologiesequenz.

Definition 5.13 Ein Morphismus f : A~ — B heifit Quasi-Isomorphismus, wenn H"(f) :
H"(A') — H™(B) fur alle n € Z ein Isomorphismus ist.

Corollar 5.14 Sind in der Situation von 5.11 (b) zwei der Morphismen «, 3,y Quasiisomor-
phismen, so auch der dritte.

Beweis Dies folgt aus dem Diagramm (5.11.2) und dem folgenden Resultat.

Lemma 5.15 (Fiinferlemma) Sei

a’ 4 c d’

Al B’ c D’ E
[ L
A—tsp-tooc—<sp-_.p

ein Morphismus exakter Sequenzen in A. Sind «, 3,6 und e Isomorphismen, so auch ~.
Genauer gilt

(a) Ist v ein Epimorphismus und sind § und § Monomorphismen, so ist v ein Monomorphis-
mus.

(b) Ist € ein Monomorphismus und sind § und ¢ Epimorphismen, so ist vy ein Epimorphismus.

Beweis Es geniigt, (a) und (b) zu zeigen. Weiter geniigt es, (a) zu zeigen, denn (b) ist dual
dazu. Aus dem kommutativen Diagramm mit exakten Zeilen

0 B—2-p coker(f3)

|

A—"= A 0 0

folgt mit Lemma 5.8 (Variante des Schlangenlemmas), dass
coker(a) < coker(a’)
ein Monomorphismus ist. Weiter ist mit ¢ auch der induzierte Morphismus

ker(d) < ker(d")
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ein Monomorphismus. Wir erhalten also ein induziertes kommutatives exaktes Diagramm

0 — coker(a’) — ¢ —ker(d') —=0

B v 5

0 — coker(a) —— C' ——=ker(d) — 0
mit Monomorphismen /3 und §. Nun folgt aus dem Schlangenlemma ker(y) = 0.

Definition 5.16 Ein Morphismus von Komplexen f : A° — B’ heift nullhomotop (Bez.
f ~0), wenn es fiir alle n € Z Morphismen

s A" — Bt

gibt mit
dnflsn 4 Sn+1dn — fn

fiir alle n € Z:

n—1
..Hanlan*)BnJrlH...

NN

an

..HAnflﬁAn*)ArﬁlH...

Zwei Morphismen f,g : A° — B heilen homotop (Bez. f ~ ¢), wenn f — g nullhomotop
ist.

Homotope Morphismen induzieren denselben Morphismus in der Homologie:
Lemma 5.17Ist f ~g: A" — B',soist H"(f) = H"(g) : H"(A") — H"(B') fiir alle n € Z.
Beweis Es geniigt zu zeigen:

f~0 = H"(f)=0.

Sei (s™) wie in der Definition,
dy s + 8" = f .
Dann ist f|ker(an) = d’ s, hat also Bild in im(d% '), und die Behauptung folgt.

im(dg ")

Lemma 5.18 (a) Homotopie ist eine Aquivalenzrelation.

(b) Gilt f ~gund f' ~ ¢ in Hom(A,B),soist f+ f'~g+7.
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(¢) Gilt f ~ g in Hom(A,B’), so gilt hf ~ hg und fk ~ gk fir h € Hom(B',C") und
k€ Hom(D ', A).

Beweis selbst!

Bemerkung 5.19 Die Eigenschaften in 5.18 erlauben es, die folgende Kategorie K(.A) der
Komplexe in A bis auf Homotopie zu bilden:

Objekte von K(A) = Objekte von C'(A) = Komplexe in A
HOTfLK(A)(A',B') = HomC(A)(A',B')/ ~ .

Wegen 5.18 induziert die Verkniipfung in C'(A) eine wohldefinierte Verkniipfung der Homo-
topieklassen, d.h., in K(A).

Definition 5.20 Ein Morphismus f : A~ — B’ von Komplexen heifit Homotopiedquivalenz,
wenn es einen Morphismus g : B° — A" gibt mit gf ~ id4. und fg = idg-(d.h., wenn f ein
Isomorphismus in K (A) wird).

Corollar 5.21 Eine Homotopiedquivalenz ist ein Quasiisomorphismus.

Beweis In der Situation von 5.20 ist nach 5.17 H"(g)H"(f) = H"(ida-) = idgn(a) und
entsprechend H"(f)H"(g) = idpn(5)-
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6 Abgeleitete Funktoren

Sei A eine abelsche Kategorie.

Lemma/Definition 6.1 (1) Ein Objekt [ in A heifit injektiv, wenn die folgenden dquivalenten
Bedingungen gelten:

(a) Fiir jedes Diagramm von Morphismen ¢ und f

A(_i>B

mit einem Monomorphismus ¢ gibt es einen Morphismus ¢ : B — [, der das Diagramm
kommutativ macht.

(b) Fiir jeden Monomorphismus

1% B
gibt es eine sogenannte Retraktion, d.h., einen Morphismus r : B — [ mit r = id;.
(c) Der Funktor Hom 4(—, I) ist exakt.

(2) Projektive Objekte in A werden dual definiert. Also ist ein Objekt P projektiv, wenn es
fiir jeden Epimorphismus 7 : B — C und jeden Morphismus f : P — C einen Morphismus
g : P — B gibt, der das Diagramm

B—">C

kommutativ macht. Aquivalent ist, dass jeder Epimorphismus 7 : B — P einen Schnitt
besitzt, d.h., einen Morphismus s : P — B mit 7s = idp, bzw., dass der Funktor Hom 4(P, —)
exakt ist.

Beweis der Aquivalenz (fiir Injektive):
(a) = (c¢): Fiir jede exakte Sequenz in A
05 A4A3BLSC 50
und jedes Objekt D in A ist immer
0 — Homu(C,D) % Homu(B, D) % Homa(A, D)

exakt. Der Funktor Hom(—,I) ist also genau dann exakt, wenn o* : Homu(B,I) —
Hom (A, I) surjektiv ist. Dies bedeutet aber genau (a).

(a) = (b) ist trivial (betrachte f = id;).

(b) = (a): In der Situation von (a) ist mit ¢ auch der Morphismus

(f,i): A= T® B
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ein Monomorphismus (da A — I & B — I gleich i ist), und auch ¢’ : I - & B — (& B)/A
ein Monomorphismus, wie aus dem exakten kommutativen Diagramm

0—(C@B)/A—(C® B)/A—=0—>0

[ ]

0 C ceB B 0
A———B

mit dem Schlangenlemma folgt.

Wir betrachten nun das kommutative Diagramm

T

1"~ (T'®B)/A

(in dem (I @ B)/A gerade die Fasersumme [ @4 B von I und B iiber A ist; vergleiche Alg.
Geo. 11, 1.A.7). Gilt (b), so gibt es ein 7 : (I ® B)/A — I mit ri’ = id;. Dann gilt (a) mit
g=rf".

Bemerkung 6.2 In der Kategorie Modg von R-Moduln fiir einen Ring R sind die projek-
tiven Objekte gerade die projektiven R-Moduln im Sinne von Definition 4.15.

Definition 6.3 A hat geniigend viele Injektive (bzw. Projektive), wenn es fiir jedes
Objekt X in A einen Monomorphismus ¢ : X < I mit einem injektiven Objekt I gibt (bzw.
einen Epimorphismus 7 : P — X mit einem projektiven Objekt P).

Satz 6.4 Ist R ein Ring mit Eins, so hat die Kategorie Modp alle R-Moduln geniigend viele
Injektive und Projektive.

Die Existenz von geniigend vielen Projektiven ist nach Bemerkung 6.2 und 4.15 klar, da
jeder R-Modul M eine Surjektion F' — M mit einem freien R-Modul F' besitzt.

Satz 6.5 Ist X ein topologischer Raum, so hat die Kategorie Sh(X) der abelschen Garben auf
X geniigend viele Injektive (aber im Allgemeinen nicht geniigend viele Projektive). Dasselbe

gilt fiir die Kategorie P(X) der abelschen Pragarben.

Satz 6.6 Ist (X, Ox) ein geringter Raum, so hat die Kategorie der Ox-Moduln geniigend
viele Injektive.

Die Behauptungen iiber Injektive folgen mit einer Methode von Grothendieck:

Definition 6.7 Eine Familie (U;);c; von Objekten aus A heifit ein System von Erzeugern
von A, falls der Funktor

A — Ab
A~ [ Homy (Ui, A)
icl
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treu ist (d.h., dass fiir alle Objekte A, B in A die Abbildung

Homy(A,B) — Hom([] Homu(U;, A), [[ Homa(U;, B))
icl icl

f = f
injektiv ist).

Beispiele 6.8 (a) Ist R ein Ring mit Eins, so ist U = R ein Erzeuger fiir Modg, denn fiir
jeden R-Modul M ist kanonisch

Hompg(R,M) = M
fo= f)

(b) Sei X ein topologischer Raum. Fiir jede offene Menge U 2% X sei (juhZ die Garbe, die

zur Préagarbe
Py 0 VZu

assoziiert ist. Dann ist (jinZ)ycx offen €ine Familie von Erzeugern fiir Sh(X), denn es ist fiir
jede abelsche Garbe F' auf X

Homx(jmz, F) = HOTTLU<Z, FU) = F(U) s
(vergleiche Alg. Geo. II, Ubungsaufgabe 15). Entsprechend ist (j{Z)ucx ofien €ine Familie

von Erzeugern fiir P(X).
(c) Ist (X, Ox) ein geringter Raum, so ist

(jU!OU>U§Xoffen

eine Familie von Erzeugern fiir die Kategorie der Ox-Moduln.

Definition 6.9 Man sagt die abelsche Kategorie A erfiillt die Eigenschaft

(AB3), wenn in A beliebige direkte Summen @I A; existieren (da in A Kokerne existieren,
folgt, dass beliebige direkte Limiten existierenjesiehe Alg. Geo. 11, 1.A.21),

(AB4), wenn (AB3) gilt und die Bildung direkter Summen ein exakter Funktor ist,

(AB5), wenn (AB3) gilt und die Bildung induktiver Limiten ein exakter Funktor sind.

Die Eigenschaften (AB3*),(AB4*) und (AB5*) werden dual definiert.

Definition 6.10 Eine abelsche Kategorie heiit Grothendieck-Kategorie, wenn sie (AB5)
erfiillt und eine Familie von Erzeugern besitzt.

Die Kategorien im Beispiel 6.8 sind Grothendieck-Kategorien, denn die Eigenschaft (AB5)
gilt fiir sie, wie man leicht sieht, und die zweite Eigenschaft gilt nach 6.8. Daher folgen die

Séatze 6.4, 6.5 und 6.7 aus:

Satz 6.11 Eine Grothendieck-Kategorie hat geniigend viele Injektive.
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Beweisidee: Wegen (AB3) besitzt A einen Erzeuger U (fiir eine Familie (U;);e; bilde U =
@ U;) Fiir den Ring mit Eins R = Hom 4(U, U) betrachtet man dann den treuen Funktor
i€l

A — MOdR
A~ Homu(U A).

Sei nun A eine abelsche Kategorie mit geniigend vielen Injektiven.

Konvention 6.12 Ein Objekt A in A wird auch als Komplex
.= 0= A—=0—...

aufgefasst. Dies liefert eine Einbettung (einen volltreuen Funktor)

A O(A).

Definition 6.13 Sei A ein Objekt in A. Eine Auflosung (bzw. eine injektive Auflésung) von
A ist ein Quasiisomorphismus

(6.13.1) e AT

wobei I' : ... = 0 — I" - I' — I? — ... ein Komplex in A (bzw. ein Komplex mit
injektiven Komponenten) ist.

Offenbar ist (6.13.1) dasselbe wie eine exakte Sequenz

0 A1 T" 512 . ...

Satz 6.14 (a) Jedes Objekt A in A besitzt eine injektive Auflosung.

(b) Ist € : A — I eine beliebige Auflésung und 1 : B — J' ein Komplex mit injektiven J",
und ist u : A — B ein Morphismus, so gibt es einen Morphismus f : I — J von Komplexen,
so dass

n
—_

B J
L
A——T

kommutiert (d.h., es ist f% = nu). Die Homotopieklasse [f] von f ist eindeutig bestimmt.

Beweis (a) Sei bereits

05 A 0% et (1 injektiv)

konstruiert, exakt an den Stellen 7 < n. Sei C" = coker(d"!); dann gibt es nach Vorausset-
zung iiber A einen Monomorphismus

Om s [t
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kan.
mit einem Injektiven 1™+, Ist d" : I" — O™ — I"*! die Komposition, so ist
0A—=1"— ... ="

exakt.

(b) Die Existenz von f9 ergibt sich daraus, dass € ein Monomorphimus ist und J° ein
injektives Objekt. Sei nun n > 0 und bereits ein kommutatives Diagramm

dnfl
B N Jo R— Jn
1 &
. 4
A I o I

konstruiert und f* : C™ = coker(97 ') — D" = coker(9;~') der induzierte Morphismus. In
dem Diagramm

n

dy: gn—= pr e i1
Ty
di = I" ene e i

ist der von d} induzierte Morphismus d_? ein Monomorphismus. Wegen der Injektivitit von
J™H1 gibt es also einen Morphismus f*! : ["t1 — J**! der das Diagramm kommutativ
erganzt.

Fiir die letzte Aussage geniigt es zu zeigen
u=0 = f~0.

Setze J 2 =0, f!l=u=0:1I1'=A = B=J"und s7! = s° = 0. Seien bereits
st I' — I'! konstruiert 0 < i < mn, mit f' =ds’ + s"d fiir 0 <i <n — 1.

Jn*24449-J”*14449-J"

Snfl n_lT NHT

]nfl m In+1.

Dann ist (f" — ds")d = f"d — ds"d = f*"d — df"' = 0 ; f*— ds" faktorisiert also iiber
C™ = coker(d} ™)

I

~

J’FL
>~ n+1

fn_dsnT N S -
g \\\\

dj : I" — O 41,

Da J" injektiv ist, existiert ein Morphismus s"** : ["*! — J" der das Diagramm kommu-

tativ ergdnzt. Dann gilt
sy = —ds™.
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Corollar 6.15 Sind A = I' und A 2 J zwel injektive Auflésungen von A, so gibt es eine
bis auf Homotopie eindeutig bestimmte Homotopiedquivalenz f : I' — J', die

kommutativ macht.

Proposition 6.16 Ist 0 > A — B — C — 0 eine kurze exakte Sequenz in A, so gibt es ein
kommutativ exaktes Diagramm von injektiven Auflésungen

0 0

Beweis selbst (Man kann J" = I" @ K™ wihlen).

Definition 6.17 Ein (kovarianter) Funktor F': A — B zwischen additiven Kategorien heifit
additiv, wenn er direkte Summen respektiert, d.h., wenn fiir je zwei Objekte A, As in A der
Morphismus

F(iy) + Flia) : F(Ay) @ F(Ay) — F(A; & Ay)

ein Isomorphismus ist, i, : A, — A; @ A, die kanonischen Morphismen (v = 1, 2).

Lemma 6.18 (a) F'ist additiv genau dann, wenn F'(u)+F(v) = F(u+wv) fiir alle Morphismen
u,v € Homu(A, B).

(b) Ist F' additiv, so respektiert F' Nullobjekte und -morphismen.

Beweis: (b): Nullobjekte N sind dadurch gekennzeichnet, dass der kanonische Morphismus
id+id: N ® N = N ein Isomorphismus ist (hieraus folgt ndmlich zunichst, dass N initial
ist, also ein Nullobjekt, da Letzteres existiert). Ist nun F' additiv, so folgt, dass id + id :
F(N) ® F(N) = F(N) ein Isomorphismus ist, woraus die erste Behauptung folgt. Die
zweite ergibt sich, da jeder Nullmorphismus eine Faktorisierung A — 0 — B besitzt.

(a): selbst: Benutze (den Beweis von) 5.2 und die Faktorisierung

u—+v: A%A@AMB

52



Definition 6.19 Ein kovarianter Funktor F' : A — B zwischen abelschen Kategorien heif}t
linksexakt (bzw. rechtsexakt), wenn fiir jede exakte Sequenz

0—+A—=B—-C—=C
in A die Sequenz
0— F(A) —» F(B) — F(C)
(bzw. F(A) — F(B) — F(C) — 0) exakt ist. F" heifit exakt, wenn F' links- und rechtsexakt

1st.
Lemma 6.20 Ist F' linksexakt, so ist F' additiv.

Beweis: Betrachte '
0*>A1J>A1@AQPL>A2*>O
N— -~
p1 i9

Es gilt p,i, = id und i1p; + is9ps = ida,pa, (vergleiche 5.2). Die Sequenz ist daher exakt.
Dann ist die Sequenz

0= F(A) ™ pa, @ 4) ™% pra,) -0

auch exakt: F' ist linksexakt, und wegen F'(py)F'(i1) = id ist F(py) ein Epimorphismus. Es
folgt, dass
F(ir) + F(i) : F(A1) ® F(Ay) = F(A1 & F)

ein Isomorphismus mit Inversem (F'(p;), F(ps)) ist.

Bemerkung 6.21 Jeder additive Funktor F' : A — B zwischen additiven Kategorien l&sst
sich wie folgt zu einem Funktor F': C(A) — C(B) der Komplexkategorien ausdehnen:

A F(d")

F(C): s F(O"Y) S F(O) —5 F(C™) —— - -
F(f‘)l J/ J{F(f") iF(f”“)
F(D): - ——>D(D"") —— F(D") — F(D") —— ...

Es gilt (F(d")F(d"1)) = F(d"d"') = F(0) = 0, da F additiv ist. Dabei gilt offenbar
f~g = F()~F)
(wieder wegen der Additivitiat). Analoges gilt fiir kontravariante Funktoren.

Definition 6.22 (rechtsabgeleitete Funktoren) Sei F' : A — B ein linksexakter Funktor
zwischen abelschen Kategorien. Die Kategorie A habe geniigend viele Injektive. Dann ist
der i-te rechtsabgeleitete Funktor R'F : A — B (i € Z) wie folgt definiert:

(i) Fir ein Objekt A in A wihle eine injektive Auflosung A — I und setze
RF(A) = H'(F(I),
dies ist also die i-te Kohomologie von

o= FITY S F(I') — F(IY) — ..
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(ii) Fiir einen Morphismus v : A — B in A wéhle eine Fortsetzung

B——J
-
A—=1T
auf injektiver Auflésungen und definiere
R'F(u) : R'F(A) — R'F(B)

durch
R'F(u) = H'(F(f')) : R'F(A) = H'(F(I')) = H'(F(J')) = R'F(B),

dies ist also induziert durch

F(Ii—l) o F([Z) . F(JZ'-H)

N

F(JY) —= F(J)) — F(J*).

Bemerkung 6.23 (a) Nach Corollar 6.15 ist R"F'(A) bis auf kanonische Isomorphie in B
festgelegt, denn der Morphismus f : I — J in 6.15, zwischen zwei verschiedenen injektiven
Auflésungen von A, hat ein eindeutig bestimmte Homotopieklasse [f], damit ist fiir F'(f) :
F(I') — F(J') auch [F(f)] eindeutig, induziert also nach 5.17 einen eindeutig bestimmten
Isomorphismus H"(FI') — H"(FJ") (wir schreiben auch F'X fiir F'(X) und F'f fiir F(f)).
Fixieren wir eine injektive Auflosung A — Iy fiir jedes A in A, so erhalten wir mit 6.14
und denselben Argumenten weiter fiir jeden Morphismus u : A — B eine bis auf Homotopie
eindeutige Fortsetzung f : I, — I, die einen eindeutigen Morphismus

R"(u): R"F(A) = H™(FI,) % H*(FI,) = R"F(B)
induziert. Aus demselben Grund gilt auch

R"(vu) = R"(v)R"(u) firv:B —C,
R'(ida) = idpepa),

d.h., R"F wird ein Funktor (Man spricht auch von einem Pseudo-Funktor, da man die I,
wéhlen muss).

(b) Nach Voraussetzung ist I" = 0 fiir n < 0; daher ist immer
(6.23.1) R'F=0 firn<0.
(c) Wegen der Linksexaktheit von F' ist weiter

0
0 FAS FIP™ pr!
exakt; dies induziert eine kanonische Isomorphie

(6.23.2) FAS ker Fd® = HO(FI') = ROF A,
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die einen Isomorphismus von Funktoren
(6.23.3) F5 RF
liefert.
(d) R'F ist additiv, denn fiir injektive Auflssungen A 5 I' und B 5 J" ist
AoBHA reJ
eine injektive Auflésung von A @ B.
(e) Ist I ein injektives Objekt in A, so ist
R'FI=0 fiir n>0,

denn es ist I % T eine injektive Auflosung von I.

(f) Duales gilt fiir kontravariante bzw. rechtsexakte Funktionen und deren (Links-)Ablei-
tungen.

Beispiele/Definition 6.24 (a) Der Hom-Funktor
Homa(B,—): A— Ab

ist linksexakt. Seinen n-ten rechtsabgeleiteten Funktor bezeichnet man mit
Ext(B,—): A— Ab,

Ext"(B, A) heifit die n-te Ext-Gruppe von A und B (also Ext% (A, B) = Hom (A, B)).

Fiir A = Modpg schreibt man auch Ext (N, M) fiir R-Moduln M und N. Ist R kommutativ
mit Eins, so ist Hompg(N, M) in kanonischer Weise ein R-Modul ((r- f)(n) = r- f(n)), d.h.,
Hompg(N, —) lasst sich als Funktor Modr — Modg auffassen. Aus der Konstruktion folgt,
dass auch die Ext},(N, M) dann in kanonischer Weise R-Moduln sind.

(b) Fiir A = Sh(X), die Kategorie der abelschen Garben auf einem topologischen Raum X,
schreibt man auch Ezt’y (F,G) fir Garben F und G auf X.

(c) Der globale Schnittfunktor

T: Sh(X) — Ab
F = D(X,F):= F(X)

ist ebenfalls linksexakt. Sein n-ter abgeleiteter Funktor wird mit H™(X, —) bezeichnet (Es
ist also H"(X,—) = R"I"). H"(X,F) heiit die n-te Kohomologiegruppe von F (und nach
6.23 (c) gilt H*(X, F) =T(X,F) = F(X)). Wegen der funktoriellen Isomorphie

['(X,F) = Homx(Z,F)

hat man eine kanonische Isomorphie von Funktoren

H™(X,-) S Batn(Z,-) .
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(d) Sei G eine Gruppe und Mod die Kategorie der G-Moduln. Diese besitzt gentigend viele
Injektive (dies folgt z.B. aus der Gleichheit Modg = Modys), wobei Z[G] der Gruppenring
ist), und der Funktor

Modg — Ab, M+ M®={mecM|om=m VYocG}

ist linksexakt. Sein n-ter rechtsabgeleiteter Funktor wird mit H"(G, —) bezeichnet; H*(G, M)
heiBt die n-te Kohomologie des G-Moduls M (so dass H°(G, M) = M%). Wegen der funk-
toriellen Isomorphie (G operiere trivial auf Z)

ME 5 Homg(Z, M) := Homuoa,, (Z, M) = Homyc)(Z, M)
m — fmit f(1)=m

ist andererseits
H"(G, M) = Extg(Z, M) = Exthy,q.(Z, M) = Ext%[c](Z, M).
Analoges gilt fiir die Kohomologie von pro-endlichen Gruppen und diskreten G-Moduln.

Wir kommen nun zu den langen exakten Kohomologiesequenzen

Satz 6.25 Sei F': A — B ein linksexakter Funktor. Die Rechtsableitungen (R"F'),,>o liefern
einen universellen J-Funktor von A nach B.

Dabei definiert man:

Definition 6.26 (a) Seien A und B abelsche Kategorien. Eine Folge (F™),,>o von Funktoren
" A — B zusammen mit Morphismen

8" FM(AY) — PP A
fiir jede exakte Sequenz
(6.26.1) 0—-A—>A—-A">0

heilt o-Funktor, wenn gilt:
(i) Fiir jede exakte Sequenz (6.26.1) ist die Sequenz

(6.26.2) 0——= FOA' —> FOA FOA" — s g ——

577,

*)FTLA FnA// Fn+1A/*>Fn+1A*>...

exakt.

(i) Fiir jeden Morphismus von exakten Sequenzen

(6.26.3) 0 B B B 0
0 A A A" 0
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ist das Diagramm

(6.26.4) SR— 0 Y Fn R g - FrHlpl— ...
ol 1w

RN Y FrA FnA//i>Fn+1A/4>...

kommutativ.

(b) Ein Morphismus (F",6") — (F'™,6™) von é-Funktoren ist eine Familie ™ : F" —
F"™ von Morphismen von Funktoren, die mit den 6™ kommutiert, d.h., es kommutieren die
Diagramme

FnA// L Fn+1A/

‘PZ// l \L CPZ7L1

F/nA// ﬂ F/n+1A/

(c) Ein d-Funktor (F™, ™) von A nach B heifit universell, wenn sich fiir jeden J-Funktor
(G™,6™) von A nach B jeder Morphismus von Funktoren

oY= g0
auf eindeutige Weise zu einem Morphismus
freFt—=G" (n>0)
von J-Funktoren fortsetzen lasst.

Beweis von 6.25 Sei 0 - A’ — A — A” — 0 eine exakte Sequenz in A und

0 A A A" 0

ok

0 r J K 0

ein exaktes kommutatives Diagramm, wobei ¢,  und p injektive Auflsungen sind (Dieses
existiert nach 6.16). Die exakten Sequenzen

(6.25.1) 00— 1" gL K0
}

[n

e Jsm

zerfallen alle, d.h., es gibt ein s" : J" — I"™ mit s"i" = id, da I"™ injektiv ist. Daher gibt
es auch einen Schnitt von p", d.h., ein t" : K" — J" mit p"t" = idgn»: fir idm — i"s"
gilt (idjn — i"s™)i" = ™ — i"s"" = 0; daher gibt es ein " mit id» — i"s" = t"p". Aus
prttpt = p" — pMits™ = p" folgt p = idgn, da p" ein Epimorphismus ist. Aus dem
Zerfallen von (6.25.1) folgt nun, dass auch

0—=FI" = FJ" - FK"—=0
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exakt ist. Aus der exakten Sequenz von Komplexen
0—=FI - FJ - FK —0

folgt dann mit 1.19 (a) eine lange exakte Sequenz

. —> H"(FI') —= H"(FJ) —> H"(FK') —> H""\(FI') —

RTL FA//

R'FA

- ——R'FA

Rn+1A/4>"'

Wir behaupten nun, dass sich ein Morphismus von kurzen exakten Sequenzen wie in (6.26.3)
zu einem kommutativen Diagramm

AT AT
0 T I ] J T K 0
R i Vil

von injektiven Auflosungen fortsetzen ldsst. Sei ndmlich f eine Fortsetzung von A" — B’.
Dann existiert in dem folgenden Diagramm

MO
A

gO

I

I

I

I

I

I
JO

der Morphismus ¢°, der das Diagramm kommutativ macht. Dies folgt aus dem Diagramm

(IOEBA>A, = _[0 @A/ AC—> JO

I
A

(L°® B)/B" =L ®p B~ MO

und der Injektivitit von J°. Die Morphismen g" fiir n > 1 werden nun iterativ konstruiert,
durch Betrachtung der Kokerne von A" — 1%, A — J° B — M" und B’ — L°, und
entsprechend fiir die weiteren n, vergleiche den Beweis von 6.14 (b).

Damit wird (R"F),>o zu einem d-Funktor. Dass es auch ein universeller o-Funktor wird,
folgt aus
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Lemma 6.27 Ein é-Funktor (F™),,>¢ zwischen abelschen Kategorien A und B ist universell,
wenn die F" ausléschbar (éffacable) fir n > 0 sind, d.h., wenn es fiir jedes Objekt A in A

und jedes n > 0 einen Monomorphismus A < M gibt, so dass R"F(u) = 0 ist (beachte, dass
R™F nach Bemerkung 6.23 (e) fiir n > 0 ausloschbar ist: ist A < I eine Monomorphismus
in ein injektives Objekt, so ist R"F < R"FI = 0 null fiir n > 0).

Beweis Seien bereits Morphismen f? : F* — F" fiir i < n konstruiert, die mit den &° fiir
1 < n kompatibel sind. Fiir jedes Objekt A in A wéhle einen Monomorphismus u : A — M
mit £ (u) = 0. Das kommutative Diagramm
F”MHFn(M/A)LF”HA#F”HM
|
J/fz?/f J/ff/f/A Lt

m |l
R'F'M — F’”(M/A) L>F’”+1A*> F/n+1M

mit exakten Zeilen definiert in eindeutiger Weise einen Morphismus £ wie angedeutet.

Ist A% N ein zweiter Monomorphismus mit F"*!(v) = 0, so haben wir ein kommutatives

Diagramm
T | l\f

N—2-Ne@, M= (N® M)/A

also

0 A M A/M
OHAHN@AMHNEBAM/AHO )
entsprechend fiir N und dies zeigt, dass f3 "' von u unabhiingig ist (die Morphismen f4*
fiir u,v und A — N @4 M stimmen alle {iberein). Ist ¢ : A — B ein Morphismus, so finden
wir entsprechend ein kommutatives Diagramm

AC_“>M

4,

B(_U)N

mit Monomorphismen u, v, so dass F"*!(u) = 0 = F"*(v). Dies zeigt, dass (f4) scon(a)
ein Morphismus von Funktoren ist.

Definition 6.28 Sei F' : A — B ein linksexakter Funktor. Ein Objekt J in A heifit F-
azyklisch, wenn R"F'J = 0 fiir n > 0 (zum Beispiel ist jedes injektive Objekt immer azyklisch
nach 6.23 (e)).

Satz 6.29 Sei
0> A= IS5 J 5 J2 = .

eine exakte Sequenz mit F-azyklischen Objekten J°. Dann gibt es kanonische Isomorphismen
R'"FA = HM(F(J))
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fir alle n > 0.

Beweis Es gibt eine kommutatives Diagramm

0 I° It I?

RN

J° J! J?

wobei die obere Zeile eine injektive Auflosung ist und die Morphismen f” Monomorphismen
sind. Man erhélt ndmlich das kommutative Diagramm

IO*)IO@JO Jl

I

Jo T )

in dem der rechte vertikale Morphismus notwendigerweise ein Monomorphismus ist, und
wihle einen Monomorphismus 1° @0 J' < I' mit injektiven I'. Dieses Verfahren wird
iteriert. Hierbei ist f eindeutig bis auf Homotopie nach 6.14. Wir erhalten also kanonische

Morphismen
H"(f): HY(FI')— H"(FJ)=R"FA.

Wir behaupten, dass diese Isomorphismen sind. Sei K" = coker(f™) und
0 K> K' 5 K? 5 K3 — .

die induzierte exakte Sequenz. Diese ist exakt nach Corollar 5.12. Weiter sind die K* F-
azyklisch, denn es gilt

Lemma 6.30 Sei 0 - A -+ B — (' — 0 exakt mit A und B F-azyklisch. Dann ist auch C'
F-azyklisch.

Beweis: Dies folgt aus der langen exakten Kohomologiesequenz.

Sei nun C™ = coker(K" ' — K") = ker(K"*! — K™*?). Dann sind also die Sequenzen
0—C"— K" = 0" =0

exakt, mit C~1 = 0, C° = K°. Induktiv folgt, dass alle C™ F-azyklisch sind. Daher sind alle
Sequenzen
0— FC" = FK"™' — FC"™™! =0

exakt und es folgt, dass F'K" exakt ist. Andererseits ist
0—=FJ = FI - FK —0
exakt, da R'F'J" = 0 fiir alle n. Daher ist
FJ — FI'

ein Quasiisomorphismus, und die Behauptung folgt.
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7 Garbenkohomologie

Sei X ein topologischer Raum.

Definition 7.1 Eine (abelsche) Garbe F auf X heifit welk, wenn die Restriktionsabbildungen
F(U) — F(V) fir alle Inklusionen V' C U von offenen Mengen surjektiv sind.

Beispiel 7.2 Sei X irreduzibel. Dann ist jede konstante Garbe A welk auf X: jede offene
Menge U C X ist zusammenhingend, daher ist A(U) = A fiir U # () und jede Restriktion
A(U) — A(V) ein Isomorphismus fiir U, V' # ).

Proposition 7.3 Ist F eine welke Garbe auf X, so ist H"(X, F) =0 fiir n > 0 (d.h., F ist
azyklisch fiir Kohomologie, d.h., fiir I'(X, —)).

Zum Beweis bendtigen wir die folgenden drei Lemmas:
Lemma 7.4 Ist (X, Oy) ein geringter Raum, so ist jeder injektive Ox-Modul J welk.

Beweis Fiir jy : U C X offen sei (jy)i(Ox|y) =: OV die Fortsetzung von Ox|,, durch 0.
Dann hat man einen Monomorphismus

oV— oY fir VCU.
Da J injektiv ist, ist die induzierte Abbildung
(7.4.1) Home, (OY,J) = Home, (OV,J)

surjektiv. Nun gilt aber

Lemma 7.5 Sei U <i> X offen, dann gibt es fiir Oy-Moduln F auf U und Ox-Moduln G

kanonische Isomorphismen
HomOX (j!Fa g) = HomOU ("F7 j_lg) )
funktoriell in F und G (d.h., 7 ist linksadjungiert zu j=1).

Beweis: Die Abbildung

Home, (31 F,G) = Homo, (F,G|v)

(7.5.1) ¢ = ¢y (beachte: jF|y = F)

ist ein Isomorphismus: Die Umkehrabbildung bildet ¢ € Home,, (F,G|y) auf den folgenden
Morphismus ¢ ab:

Es sei daran erinnert (Alg. Geo. II, Ubungsaufgabe 15), dass jiF die Garbe ist, die zur
Prigarbe j F mit

b [ F(V) , flsVCU,
wFV) = { 0 , sonst,
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assoziiert ist. Definiere nun den Morphismus ¢ : j*F — G von Prigarben durch

p_Juv VCU
v 0  sonst

und ¢ : 51 F = (jFF)T — G als den (durch die universelle Eigenschaft der assoziierten Garbe)
induzierten Morphismus. Dann sieht man leicht, dass dies eine Umkehrabbildung fiir (7.5.1)
liefert.

Damit identifiziert sich (7.4.1) mit einer Surjektion

Hom@U OU, J‘U) ——— Homov Ov, J’\/)

J ist also welk.

Lemma 7.6 Sei 0 -+ F — G — H — 0 eine exakte Sequenz von abelschen Garben auf X.
(a) Ist F welk, so ist fiir jedes offene U C X die Sequenz

0—FU)—GU)—HU)—0

exakt.

(b) Sind F und G welk, so auch H.
Beweis (a): Sei s € H(U). Die Menge
E={(V,t)|V CU offen ,t € G(V) mit t — s|y}
ist dann beziiglich der (partiellen) Ordnung
(V,t)y < (V't') « VTV und t =1y

offenbar induktiv geordnet. Nach Zorns Lemma besitzt F also ein maximales Element (Vp, o).
Angenommen es ist Vy # U. Sei x € U — V. Da der Garbenmorphismus G — H ein
Epimorphismus ist, existiert eine offene Umgebung W von z in U und ein Schnitt r € G(U)
mit 7 +— s|y. Dann ist

Tlvenw — tolverw € F(Vo N W).

Da F welk ist, gibt es ein r' € F(W) mit

™ vorw = rlvenw — tolvenw -

Ersetzen wir r durch r» — r’, so kénnen wir also annehmen, dass

Tlverw = tolvenw -
Nach der Garbeneigenschaft gibt es also ein t; € G(Vo U W) mit

tilv, =to und t1|w =r,
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also auch t; — s|yyaw, im Widerspruch zur Maximalitat von (Vg, ). Es ist also Vy = U,
woraus (a) folgt.

(b): Sei V' C U offen. Da F welk ist, haben wir nach (a) ein kommutatives Diagramm mit
exakten Zeilen

0—F(U) —4(U) H(U) 0

C

0—F(V)—G(V)—H(V)—0

Die mittlere Restriktion G(U) — G(V) ist surjektiv, da G welk ist. Hieraus folgt die Surjek-
tivitat von H(U) — H(V).

Beweis von Proposition 7.3: Wir beweisen durch Induktion nach n, dass H"(X,F) =0
fiir n > 0, falls F welk ist. Es gibt eine exakte Sequenz

0=-F—-IT—-G—=0

mit einer injektiven Garbe Z. Dann ist H(X,Z) = 0 fiir alle i > 0 (siehe 6.23 (e)). Aus der
exakten Kohomologiesequenz

I(X) = G(X) = H'(X,F) - H(X,I) =0,

in der die erste Abbildung nach Lemma 7.6 (a) surjektiv ist, folgt dann H'(X, F) = 0. Fiir
n > 1 folgen aus der langen exakten Kohomologiesequenz [somorphismen

H(X,G) > H'(X, F),
und nach 7.4 und 7.6 (b) ist G welk. Dies liefert den Induktionsschritt.
Corollar 7.7 Sei (X, Ox) ein geeigneter Raum. Die Rechtsableitungen des Funktors

o (Ox-Moduln) — Ab

F = T(X,F)

X

stimmen mit den Kohomologiefunktoren H™ (X, —) iiberein.

Beweis Ist F — J eine Auflosung des Ox-Moduls F durch injektive Ox-Moduln, so ist
R'To,F = H"(J (X)) nach Definition, und dies ist nach 7.4 (die J" sind welke Garben), 7.3
(welke Garben sind azyklisch) und 6.29 (die Kohomologie kann mit azyklischen Aufldsungen
berechnet werden) gleich H" (X, F).

Bemerkung 7.8 Ist A = I'(X, Ox), so faktorisiert I'¢,, in 7.7 iiber Mod4 und daher auch
alle R'Tp, . Daher sind alle Kohomologiegruppen H"(X, F) in Ox-Moduln F in natiirlicher
Weise A-Moduln.

Satz 7.9 (Grothendieck) Sei X ein noetherscher topologischer Raum der (kombinatorischen)
Dimension d. Dann ist H*(X, F) = 0 fiir alle Garben F und alle i > d.

Zum Beweis bendtigen wir einige Vorbereitungen.
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Lemma 7.10 Sei 7 : Y — X eine abgeschlossene Teilmenge und 7 : U = X \Y — X das
offene Komplement. Fiir jede Garbe F auf X gibt es eine kanonische exakte Sequenz

0= ' FS FLiilF oo,
funktoriell in F.
Beweis o und f sind die Adjunktionsabbildungen (siehe Alg. Geo. II, 6.7 fiir § und Alg.

Geo 11, Ubungsaufgabe 17 fiir «). Die Exaktheit folgt nun durch Betrachtung der Halme.
Fir x € X ist ndmlich

G F)e S F fiir z € U
(G *F). = 0 firz ¢ U
Foo B (inF), firzey
0 = (i,\i'F), firzgY

Lemma 7.11 Ist 2 : Y < X eine abgeschlossene Teilmenge, so gibt es fiir Garben F auf Y
kanonische, funktorielle Isomorphismen

H™(X,i,F) = H" (Y, F).

Beweis Sei F — [ eine injektive Auflosung auf Y. Dann ist . F < i, [ eine welke Auflosung
von i,F, da i, exakt ist (betrachte die Halme) und fiir jede stetige Abbildung f : X — Y
der Funktor f, offenbar welke Garben in welke Garben tiberfiihrt. Es folgt H™(X,i,.F) =
H"(i,J (X)) = H"(J(Y)) = H"(Y, F).

Lemma /Definition 7.12 (Godement-Auflosung) Fiir eine (abelsche) Garbe F auf X und
U C X offen sei
CU,F),={s:U— UU}} | s(x) € Fo} = ][ Fe
xre

zeX
die Gruppe der “diskontuierlichen Schnitte von F iiber U”.

(a) Dann ist
C(F): Uws C(U,F)

eine welke Garbe auf X, und der kanonische Morphismus

e= er: F — C(F)
seF(U) = (z+s,)

ist ein Monomorphismus von Garben.
(b) Setze C°(F) = C(F) und definiere den Komplex
0= F S CUF)—=CHF)— ...
induktiv wie folgt: Sei 0 — F = CoUF) = ...C"YF) " C"(F) bereits definiert, mit e
wie in (a). Dann sei

G" = coker(d"!),
= egn:G" — CG") =:C"(F), und

a: o en(F) S gn L o)
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die Komposition. Dann ist F — C'(F) eine welke Auflosung von F und heiBt die Godement
Auflésung.

Alle Behauptungen sind klar.

In S(X) existieren induktive Limiten. Dies folgt aus allgemeinen Griinden (siehe 6.9); eine
explizite Beschreibung ist wie folgt: Ist (Fy)aes ein induktives System in S(X) und F' =
li_r)np]-"a der Pragarbenlimes, d.h., F'(U) = h_r)n Fo(U), so ist (F')* der Garbenlimes (die
universelle Eigenschaft folgt sofort aus den Definitionen).

Proposition 7.13 Sei X ein noetherscher topologischer Raum und (F,) ein induktives
System von abelschen Garben auf X.

(a) Es gibt kanonische Isomorphismen

lim H"(X, Fa) = H"(X,lim F.).
& 2

07

(b) Sind alle F, welk, so auch 1i_I>Il Fa.

Beweis F = li_r)np F, ist bereits eine Garbe: das Garbenaxiom ist wegen der Quasikompakt-
heit von jedem offenen U C X nur auf endlichen Uberdeckungen zu iiberpriifen; aber der
direkte Limes vertauscht mit endlichen Summen. Bilden wir also den direkten Limes iiber
die exakten Sequenzen

0= F(U) = [ FuUi) = 11 FoaUinUj)

i=1 ij=1

so erhalten wir eine exakte Sequenz

0 FU) = [[FU) — [ FW:n0)

also die Garbeneigenschaft fiir F. Dies zeigt (a) fiir n = 0.
(b): Da der induktive Limes auf abelschen Gruppen exakt ist, ist fiir ein System (F,) welker
Garben die Abbildung

(i 7o)(U) = lap Fo(U) = lap Fo (V) = (ln 7o) (V)

e « «

fiir V' C U offen surjektiv.

Hiermit zeigen wir nun (a) fiir alle n:

Seien F, — C'(F,) die Godement-Auflosungen, dann ist

(7.13.1) lim F, — limC (F,)
Y o
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eine welke Auflésung von 1i_r>n Fa. Denn erstens ist li_r)n ein exakter Funktor auf Garben (Man

[e% (03
betrachtet die Halme und verwendet, dass zwei induktive Limiten miteinander vertauschen.
Genauer hat man fiir x € X Isomorphismen

: L : T ) e o L
(l%nfa)x - i%l((l%l)lfa)(U» - [lj?(l%yfa(U)) - l%n(lljén fa(U)) - 1%n<fa)xa

wobei U {iiber die offenen Umgebungen von x lauft. Die Vertauschung der Limiten ist die
Gleichheit (x)). Daher ist (7.13.1) exakt. Weiter sind die Garben h_II)l C"(F,) nach (b) welk.

[0

Nach 7.3 und 6.29 ist also
HY(X JimF,) = HY((ImC(F))(X)) = H(m(C (F.)(X)))

o «

© li§1H”(C'(]—"a)(X)) - l%r)lH”(X,]-"a),

wobei die Gleichheit (%) aus der Exaktheit des direkten Limes folgt.

Beweis von Satz 7.9 Wir fiithren Induktion iiber d = dim X. Fiir eine Garbe F auf X,
einen abgeschlossenen Teilraum ¢ : Y < X und das offene Komplement j : U = X =Y — X
setze

Fy =i 'F und Fy=jij L F.

Dann haben wir nach 7.10 eine exakte Sequenz
0—=Fy—F—=Fy—0.
Also geniigt es zu zeigen:
HYX,Fy)= 0 = H" (X, Fy) firn>d.

Nach 7.11 ist H™(X, Fy) = H"(Y,i*F); weiter ist dim Y < d. Durch Betrachtung der endlich
vielen irreduziblen Komponenten Yi, ..., Yy von X und Induktion iiber die Anzahl dersel-
ben kénnen wir weiter annehmen, dass X irreduzibel ist (X — Yy hat weniger irreduzible
Komponenten).

Schritt 1: Ist X irreduzibel von der Dimension 0, so besteht X nur aus einem Punkt, und
der Schnittfunktor I'(X, —) ist exakt (Ist X = {z}, so gilt F(X) = F,). Hieraus folgt, dass
H™(X,F) =0 fiir n > 0. Sei also d > 0.

Schritt 2: Seil
B= U FUU).

UCX offen

Fiir jede endliche Teilmenge B’ C B sei Fg C F die Untergarbe, die von allen s € B’
erzeugt wird: Fiir s € B, s € F(U), setze

F, = zm(ZU — .F)
1 — s

(Beachte Homx (Zy, F) = Homy(Z, F|y) = F(U)). Damit sei
Fp =Y F,CF.

seB’
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Dallll ISt
; = hnl.;: ’
) B b

und wegen 7.13 (a) geniigt es, die Garben Fp zu betrachten.

Schritt 3: Fiir s € B — B’ haben wir dann eine exakte Sequenz
(7.9.1) 0— Fp = Fpugsy > G —0,

wobei G von einem Schnitt erzeugt wird (ndmlich vom Bild von s). Mittels der langen exakten
Kohomologiesequenz fiir (7.9.1) und Induktion kénnen wir also annehmen, dass F von einem
Schnitt erzeugt wird, dass wir also eine exakte Sequenz

(7.9.2) 0—>R—>Zy—F—0

fiir ein U C X offen haben.

Schritt /: Wir haben eine exakte Sequenz
0>Zy -7 —Zy —0

fiir Y = X — U abgeschlossen in X, und eine exakte Kohomologiesequenz
(7.9.3) H" (X, Zy) > H"(X,Zy) — H(X,Z).

Da X als irreduzibel vorausgesetzt ist, ist Z eine welke Garbe (Beispiel 7.2), also H"(X,Z) =
0 fir n > 0. Ist U # 0, so ist weiter dimY < d wegen der Irreduzibilitit von X, also
H" Y X,Zy) =2 H"Y(Y,Z) = 0 fir n — 1 > d — 1 nach Induktion. Wegen (7.9.3) ist also
H"(X,Zy) =0 fir n > d > 0.

Schritt 5: Betrachte die Sequenz (7.9.2). Ist R = 0, so sind wir nach Schritt 4 fertig. Sei
R # 0. Fiir jedes x € U ist dann R, C Z, und es gibt ein x € U mit R, # 0. Sei m € N die
kleinste natiirliche Zahl > 0 mit m € R, fiir ein x € U. Dann existiert ein offenes V' C U
mit R|y = mZ|y als Untergarbe der Garbe Zyy = Z|y. Die exakte Sequenz

(7.9.4) 0—-Ry—-R—-Rz—0
fir Z = X —V zeigt dann wegen Ry = Zy und Schritt 4 H"(X, Ry ) = 0 fiir n > d. Wegen
dim Z < d gilt per Induktion, dass H"(X,Rz) = H"(Z,R|z) = 0 fiir n > d — 1. Mit der
langen exakten Kohomologiesequenz zu (7.9.4) folgt nun

H'"(X,R)=0 firn>d
und mit der Kohomologiesequenz zu (7.9.2) und Schritt 4 dann

H"(X,F)=0 firn>d.
Definition 7.14 Sei f : X — Y eine stetige Abbildung topologischer Réume, dann ist

f« : Sh(X) — Sh(Y) linksexakt; R'f, seien die abgeleiteten Funktoren. Fiir eine Garbe F
auf X heiit R'f,F das i-te hohere direkte Bild von F.
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Proposition 7.15 (a) R'f,F ist die Garbe assoziiert zur Prigarbe

Y D Vi Hi(fYV),F).

offen

(b) Welke Garben auf X sind f,-azyklisch (also kann R’ f,F mit welken Auflésungen von F
berechnet werden).

Beweis Voriiberlegung: Fiir U’ C U offen in X hat man kanonische Restriktionshomomor-
phismen

HZ(U,JT"|U) — Hi(U/,./—"|U/) s

die die Zuordnung U — H'(U, F|y) zu einer abelschen Priigarbe auf X machen. Ist ndmlich
F — I eine injektive Auflosung, so ist I auch eine welke Auflésung, und damit trivialerweise
auch fiir jedes offene U C X

F |U =2 |U

eine welke Auflésung. Wir erhalten dann die obige Restriktionsabbildung als den Homomor-

phismus
H'(U, Fly) = H'(I'(U)) = H'(I'(U")) = H'(U', Flor) .,

der von dem Morphismus von Komplexen I'(U) — I'(U’) induziert wird. Die behaupteten
Eigenschaften folgen.

(a): Sei F < I" eine injektive Auflosung auf X. Dann ist
R*f.F = H"(f.I')
die Garbe, die zum Pragarben Quotienten
Vs ket (fI" = £I"Y(V) fim® (17 = fI7)(V)
assoziiert ist. Dies ist aber gerade die Pragarbe
Vi ker(I"(f7H(V)) = I (F7HV) fim(I"H(f7HV)) = (V)
=H"(I'(f7(V))) = H"(f7'(V), F).
(b) folgt nun aus (a) und 7.3 (H"(f~Y(V),F) = 0 fiir n > 0 falls F welk ist).

Corollar 7.16 Sei f : (X,0x) — (Y,0Oy) ein Morphismus von geringten Réumen. Fiir
Ox-Moduln F kann R" f,F als n-te Rechtsableitung des linksexakten Funktors

f« : (Ox-Moduln) — (Oy-Moduln)
berechnet werden und hat daher eine kanonische Oy -Modul-Struktur.

Beweis Injektive Ox-Modul sind nach 7.4 welk, nach 7.15 (b) also f,-azyklisch. Die Be-
hauptung folgt also wie in 7.7.

68



8 Cech-Kohomologie und die Kohomologie affiner Sche-
mata

Sei X ein topologischer Raum.

Lemma/Definition 8.1 Sei 4l = (U;);¢; eine offene Uberdeckung von X und P eine abelsche
Prégarbe auf X.

(a) Fiir jedes (n + 1)-Tupel (ig, .. .,i,) € "™ setze

.....

und fiir n > 0 definiere die abelsche Gruppe

C*(e,P):= 11 Py

IS
und den Homomorphismus

dm: CM(LP) — CrHL(U P)
n+1

s = (8i)iermtr (Zl(_l)jsio ..... - in+ilug )(io ,,,,, in+1)
]:

Dann ist d"t'd” = 0, d.h., wir erhalten einen Komplex C'(i, P), den Cech-Komplex zu i
und P.

(b) Fiir n > 0 heifit H™(U,P) := H"(C (U, P)) die n-te Cech-Kohomologiegruppe von
P zur Uberdeckung $1.

Beweis dass d""!d™ = 0: selbst.

Bemerkung 8.2 Ist F eine abelsche Garbe, so haben wir einen kanonischen Isomorphismus
H(8LF) =2 F(X) = HY(X, F),

da die Sequenz

0 F(X) = [[FU) S 1 FU:nUy)

i€l ijer
exakt ist.
Satz 8.3 Fiir abelsche Garben F auf X gibt es kanonische Homomorphismen
H"(X,F)— H"(X,F),
die funktoriell in F sind.
Beweis Sei C"(4, F) die Priagarbe

U~ C"(Uy, F)
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mit den offensichtlichen Restriktionen, wobei | = (U;NU );er als Uberdeckung von U. Man
sieht leicht, dass dies eine Garbe ist, wenn F eine Garbe ist. Wir erhalten einen Komplex
von Garben

(8.3.1) 0= F = COUF) = CHWU,F) > ...

Lemma 8.4 Fiir jede Garbe F ist der Komplex (8.3.1) exakt, d.h., F < C (4, F) ist eine
Auflésung von F.

Beweis Es geniigt, fiir geniigend kleine Umgebungen V' jedes Punktes x € X zu zeigen, dass
der folgende Komplex exakt ist

(8.4.1) 0= FV) = [[FUNV) S ] FlUnV) S

el IxI

Dieser Komplex identifiziert sich aber mit

0 — Hom(Zy,F) — [ Hom(Zy,nv, F) = [1 Hom(Zy, , ,F) = ...,
i€l IxI
beziehungsweise mit dem Komplex
0 — Hom(Zy,F) — Hom(® Zy,nv, F) — Hom( & Zy,, ,F) = ...,
i€l IxI

der durch Anwenden von Hom(—, F) auf den offensichtlichen Komplex

(842) 0« ZV — EBZUJTV (8—0 D ZU 2% (8—1 ce.
1 IxI

i1

entsteht. Wir zeigen, dass dieser Komplex nullhomotop ist, falls V' C U; fiir ein 57 € I;
dann folgt auch, dass (8.4.1) nullhomotop und damit exakt ist. Aber eine ‘kontrahierende
Homotopie’ fiir (8.4.2) ist durch die folgenden Morphismen

Sm @ Zyv — D@ Lynv
Im - Jm+1 -
fiir m > 0 gegeben (wobei j € I mit V' C Uj):

so(lv) = lyav
Sm(lUij...im_lﬂV) = 1Uji0...z‘m_1ﬂV (m>0)
(mit der offensichtlichen Bedeutung der Schnitte 1y, von Zy,). Damit gilt nédmlich (nach-
rechnen!)
OmSma1 + SmOm_1 = id (m >0),

d.h., id ~ 0, d.h., (8.4.2) ist nullhomotop.

Wir fithren den Beweis von 8.3 weiter. Ist F < J' eine injektive Auflésung, so erhalten wir
nach 6.14 (b) ein kommutatives Diagramm

(8.3.2) J



wobei der Morphismus f (von Komplexen von Garben) bis auf Homotopie eindeutig ist.
Letzterer induziert die gewiinschten kanonischen Morphismen

H™(M, F) = H*(C (4, F)(X)) = H"(J (X)) = H*(X, F).

Die Funktorialitdt folgt ebenfalls aus 6.14 (durch Verbindung der Konstruktion in 6.22 (ii)
mit den Diagrammen (8.3.2)).

Lemma 8.5 Ist F eine welke Garbe auf X, so ist H"(4, F) = 0 fiir n > 0.

Beweis Ist F welk, so ist offenbar jedes C™(4, F) welk. Nach 8.4 ist F — C (4, F) also eine
welke Auflésung von F. Damit ist

(8, F) = H'(C (4. F)) = H'(C (. F)(X) & H(X.F) 20

fir n > 0, wobei die Gleichheiten (1) und (2) nach 7.3 und 6.29 gelten.

Wir kommen nun zum Hauptresultat dieses Kapitels.

Satz 8.6 (Verschwindungssatz von Serre) Sei X ein affines Schema und F ein quasi-kohérenter
Ox-Modul. Dann ist
H"(X,F)=0 fir n>0.

Hierzu zeigen wir zunéchst:

Proposition 8.7 Sei 4 = (Uy,...,U,,) eine Uberdeckung von X durch endlich viele offene
Standardmengen. Dann ist

AW F)=0 fir n>0.

Beweis Sei X = Spec(A) und U; = D(f;) = Spec(Ay,) fiir f; € A (i = 1,...,m). Dann ist
F = M fiir einen A-Modul M, sowie

UlOZn - SpeC(AfOfﬂ)

Sel nun
Y = U 11..11 U = Spec(B)

fir B= Ay x...x Ay, . Dann ist

[T U;=Y xx...xxY (n + 1 Faktoren)

ZEITH'I B

denn es ist
Af’t()an = Afzo ®A R ®A Afln .

Weiter gilt
Cn@l,f):M@A\B@A...@AB/,

g

(n+1)mal
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denn es ist
Mfi0-~~fin =M ®4 Afio"'fin =M ®a Afio @A ... @4 Afm :
C (U, F) ist also isomorph zum Komplex

(8.7.1) MesBE Mo BoaBS Meo,BoiaBoaBS ...
wobei
n+1 )
A"mRby®...0b,)=>(-1)'mRbR.. b1 R1Rb;R...Qb,.
=0

Es geniigt also zu zeigen:
Lemma 8.8 Der Komplex (8.7.1) ist exakt.
Wir zeigen eine etwas allgemeinere Tatsache.

Definition 8.9 Ein Ringhomomorphismus ¢ : A — B (von kommutativen Ringen mit Eins)
heifit treuflach, wenn gilt:

(i) o ist flach, (d.h., der Funktor — ® 4 B von Mod4 nach Modp ist exakt), und
(i) fiir jeden A-Modul M folgt aus M ®4 B = 0 auch M = 0.
Beispiel 8.10 Der Ringhomomorphismus

gOiA—)B:Afl X...XAfm

aus dem Beweis von 8.7 ist treuflach: Die Flachheit ist klar (jede Lokalisierung A — Ay,
ist flach), und ist fiir einen A-Modul M der Modul M ®4 B = My, x ... x My, null, also
My, = 0 fiir alle 4, so ist M = 0, da Spec(A) von den D(f;) iiberdeckt wird.

Daher folgt Lemma 8.8 aus:

Lemma /Definition 8.11 Fiir einen Ringhomomorphismus ¢ : A — B und einen A-Modul
M definiere den Komplex

C(M,0):0>M—>M@,BS Mo, BosBS Mo, BosBoaB S ..

mit
n+1

A" (mRbyR...0b,)=>(-1)'mRb®.. 6L 1 Q1Rb;R...Qb,.

i=0
Beweis dass d"'d" = 0: selbst.

Satz 8.12 Ist ¢ : A — B ein treuflacher Ringhomomorphismus, so ist C(M, ) fiir jeden
A-Modul M exakt.

Beweis 1. Fall: Es gebe einen Ringhomomorphismus ¢ : B — A mit ¥ = id4. Definiere
dann

O M@A B®(n+1) N M@A B®n
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durch
sS"MRby®...Q0b,) =1Y(by)mRb ®...Q0b,.

Dann ist (s") eine kontrahierende Homotopie, d.h.,
ST 4 d st = id

so dass C(M, p) exakt ist.

2. Fall: Sei A" eine A-Algebra und

gO/:()O@Z'dA/IA/gA@AAI — B®AA/:ZB/
a — 1®d

der Basiswechsel (die Skalarerweiterung) von ¢ mit A’. Dann ist
C(M@y4 A, ) =2C (M, )24 A,
denn es ist
(M@1B®4...04B) @, A2 (M@, A) R4 B Qu...0u0 B .

Ist A — A’ treuflach, so ist C"(M, ¢) genau dann exakt, wenn C"(M, ) @4 A’ exakt ist,
denn aus der Flachheit folgt eine Isomorphie

H™(C'(M,p) @4 A') = H"(C'(M, 0)) @4 A"
Sei nun A — B treuflach und A" = B. Dann wird ¢’ der Ringhomomorphismus

¢': B - B®uB
b — 1®5b.

Fiir den Ringhomomorphismus

v: BosB — B
bl®b2 — blbg

gilt ¥’ = id; also ist C"(M ®4 B, ¢') exakt nach Fall 1. Nach den obigen Uberlegungen ist
also C"(M, ¢) exakt.

Satz 8.6 (Serres Satz) folgt nun aus 8.7. und

Lemma 8.13 Die Garbe F auf X = Spec(A) erfiille die Eigenschaft

(E1) Fiir alle Uberdeckungen 4 = (U, ...,U,) durch endlich viele offene Standardmengen
gilt H™(U, F) = 0 fiir n > 0.

Dann ist H™*(X, F) = 0 fiir alle n > 0.
Beweis Wir fithren Induktion iiber n > 1. Sei F < J' eine injektive Auflésung, so dass
HI(X,F)=H'(J (X)) fiir alle j. Sei s € ker(J'(X) — J?(X)). Da die Sequenz J° — J! —

(Z2 exakt ist, und da X affines Schema und damit quasi-kompakt ist, gibt es eine endliche
Uberdeckung 1 = (Uy, ..., U,) von X durch offene Standardmengen U;, so dass

(8.13.1) sl, € im(JO(U;) — JHU;))  fiir alle 4.
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Wir haben ein kommutatives Diagramm (und Elemente s, s . . ., die unten definiert werden).

0 0 0

0—— F(X) JUX) —— JHX) —— J}(X)

wo s

0 ——= CO(L, F) —= CO(Y, JO) —= CO(4, J1)

w1 to,to s0

0 —= CL(Al, F) — CY(h, JO) — CL(h, J)

t1 S1

0 —— C2(4U, F) —= C2(4, JO)

Die erste (nicht-triviale) Spalte ist wegen (E1) (und Bemerkung 8.2) exakt. Da J injektiv
ist, ist J° nach 7.4 (angewandt auf (X,Z)) welk; nach Lemma 8.5 ist also auch die zweite
Spalte exakt.

Eine Diagrammjagd zeigt nun, dass s € im(J°(X) — J'(X)): Nach (8.13.1) ist das Bild
so = (slv,) € (Y, ")

von s Bild eines Elements t, € C*(44, J°). Dessen Bild s; in C(4, J°) wird auf 0 € C*(44, J!)
abgebildet (das Bild von sg), kommt also von einem Element ¢, € C*(i, F) (wegen der
Exaktheit der dritten Zeile — Linksexaktheit des Schnittfunktors). Weil ¢; auf 0 € C?(4, F)
abgebildet wird, ist ¢; Bild eines Elements w; € C°(4, F) (Injektivitit von C?*(8h, F) —
C%(44, J°) und Exaktheit der 1. Spalte). Dann wird ¢y = t, — w; ebenfalls auf s, abgebildet,
aber auf 0 € C'(U, J°), kommt also von einem Element wy € J°(X). Wegen der Exaktheit
der 2. und 3. Spalte wird wy auf s abgebildet. Dies zeigt die Behauptung fiir n = 1.

Sei nun n > 2 und die Behauptung fiir n — 1 bewiesen, und sei F — J eine Einbettung in
eine injektive Garbe. Dann haben wir eine exakte Sequenz

(8.13.2) 0—>F—>J—>F —=0.

Wir behaupten, dass 7' ebenfalls (E1) erfiillt: Sei £ némlich eine Uberdeckung wie in (E1).
Dann ist die assoziierte Sequenz

(8.13.3) 0= CWLF) = CWJ) S W, F)—0

exakt. Wegen der Linksexaktheit des Schnittfunktors ist nun die Surjektivitdt von 5 zu
zeigen. Da alle U; affin sind, ist aber noch dem eben Gezeigtem H'(U;, F) = 0, also

0 — F(U;) — J(U;) — F(U;) - H (U, F) =0

exakt. Aus der exakten Sequenz (8.13.3) folgt nun H"™ (4, F') = 0 fiir n > 0, also Eigenschaft
(E1) fiir 7’. Nach Induktionsvoraussetzung ist also H" ' (X, ') = 0. Aus der langen exakten
Kohomologiesequenz zu (8.13.2)

0=H"YX,F) = H"X,F) = H"(X,J) =0
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folgt nun H™(X,F) = 0.

Bemerkung 8.14 Ein konzeptionellerer Beweis ergibt sich durch die Benutzung von soge-
nannten Spektralsequenzen.

Corollar 8.15 Sei X ein Schema, und sei 3 = (Uy, ..., U,) eine offene Uberdeckung von X
derart, dass

Uy, N...NU,, affin fiir alle ig,...,43, € I, alle n

(zum Beispiel seien die U; affin und X separiert, siehe 2.5. Dann ist fiir jeden quasi-kohdrenten
Ox-Modul F die kanonische Abbildung (siehe Satz 8.3)

(8.15.1) H™(U, F) — H"(X, F)
ein Isomorphismus fiir alle n > 0.
Beweis Wir wihlen eine exakte Sequenz
0—-F—=J—=F =0
mit injektivem J wie in (8.13.2). Dann ist die Sequenz
0—=>CWF)—=CHJ) = CEL,F)—=0

der Cech-Garbenkomplexe exakt: Da die Uberdeckung 4 endlich ist, folgt dies aus der Ex-
aktheit der Komplexe
0= Fly, = Jo, = F

Ui—)O.

Mit den Methoden von §6 folgt nun leicht, dass man ein kommutatives Diagramm von
Garben(-Komplexen)

0 F J F 0

CK/ la ia//

0—C@UF)—CWU,J)—CHF')—=0

S

0 I L I 0

[\

mit exakten Zeilen hat, wobei 5'a/, fa und "o injektive Auflésungen von F, J und F’ sind.
Durch Ubergang in globalen Schnitten erhalten wir ein kommutatives exaktes Diagramm

0—CULF)—C UL J) —=C L F)—0

| |

0 ——L(X) —— [3(X)

L(X)——0.

Die Exaktheit der oberen Zeile folgt wegen H'(U;, F) = 0 fiir alle i. Da H™(C'(4,J)) =
H™(U, J)=0= H"( J) = H"(I;(X)), folgt mit den langen exakten Kohomologiesequen-
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zen ein kommutatives Diagramm

H™ (4, F') H (8, F) H™ Y (U, J)=0

H(C (4, F")) —= H(C (4, F)) —= H™(C (4, J))

l | |

H"™(13(X)) H" (L (X)) ——— H"(15(X)

H™ (X, F) H™ (X, J)=0 :

——— H"(X,F)

wobei die vertikalen Abbildungen die kanonischen von (8.15.1) sind. Hieraus folgt nun in-
duktiv die Behauptung.
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9 Kohirente und ample Modulgarben

Definition 9.1 Sei X ein noethersches Schema. Ein Ox-Modul M heifit kohdrent, wenn
eine (ohne Einschrinkung endliche) affine offene Uberdeckung (U;)ie; von X existiert und
endlich erzeugte Ox(U;)-Moduln M; mit M|y, = M.

Bemerkung 9.2 Fiir nicht-noethersche Schemata X ist die Definition von kohérenten Ox-
Moduln komplizierter, siehe EGA 1, 0, (5.3.1).

Lemma 9.3 Sei A ein noetherscher Ring und M ein A-Modul. Fiir X' = Spec(A) ist dann der
quasi-kohéarente O x-Modul M genau dann kohérent, wenn M ein endlich erzeugter A-Modul
ist.

Beweis Fiir die nicht-triviale Richtung zeigt man wie im Beweis von Alg. Geo II, 2.8 (dies ist
der Spezialfall M = A), dass M die aufsteigende Kettenbedingung fiir Untermoduln besitzt.
Dies ist aber — fiir noethersches A — dquivalent dazu, dass M endlich erzeugt ist.

Hieraus folgt sofort:

Corollar 9.4 Sei X ein noethersches Schema und M ein Ox-Modul. Dann sind dquivalent:
(a) M ist kohérent.

(b) Fiir jedes affine offene U C X existiert ein endlich erzeugter Ox (U)-Modul M mit
M|y = M.

Beweis der nicht-trivialen Richtung (a) = (b): Ist M kohérent, so ist M insbesondere quasi-
kohirent, fiir affines offene U = Spec(A4) C X existiert also jedenfalls ein A = Ox (U)-Modul
M mit M|y = M, und nach 9.3 ist M endlich erzeugt.

Die folgenden Aussagen sind nun leicht zu zeigen.

Proposition 9.5 Sei X ein noethersches Schema.

(a) Ist ¢ : M — N ein Morphismus von kohirenten Ox-Moduln, so sind ker ¢, im ¢ und
coker ¢ kohérent.

(b) Ist 0 - M’ - M — M” — 0 eine exakte Sequenz von quasi-kohérenten Ox-Moduln,
und sind M’ und M” kohérent, so ist M kohérent.

Proposition 9.6 (a) Ist f: X — Y ein Morphismus von noethersches Schemata und ist N
ein kohidrenter Oy-Modul, so ist f*N ein kohirenter Ox-Modul.

(b) Ist i : X — Y eine abgeschlossene Immersion, wobei Y (und daher auch X') noethersch
ist, und ist M ein kohérenter Ox-Modul, so ist i, M kohéirent als Oy-Modul.

Beweis dieser Aussagen: selbst!

Wir kommen nun zu amplen Moduln. Sei X ein Schema und M ein Ox-Modul.
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Erinnerung 9.7 (Alg. Geo. 11, 8.8): Man sagt, dass M von globalen Schnitten erzeugt wird,
wenn die folgenden dquivalenten Bedingungen gelten:

(a) Es gibt eine Familie (s;);e; von globalen Schnitten s; € M(X), so dass fiir jedes z € X
der Halm M, als Ox ,-Modul von den Bildern s; , der s; erzeugt wird.

(b) M ist Quotient eines freien Ox-Moduls, d.h., es gibt einen Epimorphismus ng - M
(von Ox-Moduln).

Beispiele 9.8 (a) Ist A ein Ring und X = P, so wird Ox (1) von globalen Schnitten erzeugt
(Alg. Geo. II, 8.11).

(b) Ist f : Y — X ein Morphismus von Schemata und wird der Ox-Modul M von den
globalen Schnitten s;,i € I, erzeugt, so wird f*M von den globalen Schnitten f*(s;) erzeugt
(Alg. Geo. 11, 8.10).

Definition 9.9 Sei X ein noethersches Schema. Ein invertierbarer Ox-Modul £ auf X heif3it
ampel, wenn fiir jeden kohédrenten Ox-Modul F ein ny € N existiert, so dass F ®¢, LZ"
fiir jedes n > ny von globalen Schnitten erzeugt wird.

Beispiel 9.10 Ist X affin, so ist jeder invertierbare Ox-Modul ampel, da jeder (quasi-)
kohédrente Ox-Modul von globalen Schnitten erzeugt wird.

Definition 9.11 Sei A ein Ring und X ein A-Schema. Eine invertierbare Garbe £ auf X
heifit sehr ampel beziiglich A (oder relativ zu A), wenn es eine Immersion j : X < P% von
A-Schemata gibt, so dass £ = 7*O(1).

Bemerkung 9.12 (a) Insbesondere ist O(1) sehr ampel auf P%.

(b) Da O(1) von globalen Schnitten erzeugt wird, werden sehr ample Garben von globalen
Schnitten erzeugt (9.8 (a) und (b)).

(c) Die Eigenschaft “ample” ist absolut (hdngt nur von (£ und) X ab), wihrend “sehr
ampel” eine relative Eigenschaft ist (hdngt noch von der Basis A ab).

Satz 9.13 (Serre) Sei A ein noetherscher Ring und sei X ein projektives A-Schema. Dann
ist die zugehorige sehr ample Garbe Ox (1) ampel.

Beweis Vorbemerkung: Nach Definition haben wir eine abgeschlossene Immersion
1 X =>Py=P
(siche Alg. Geo. II, 6.11), und dann sei Ox(1) = i*O,(1). Wir bemerken noch, dass X

noethersch ist, da X von endlichem Typ iiber dem noetherschen Schema Spec(A) ist.
Sei F ein kohérenter Ox-Modul. Nach 9.6 (b) ist i,F ein kohdrener O,-Modul, und weiter

ist offenbar

i, F = F
(iiber den Koadjunktionsmorphismus). Dies gilt ndmlich fiir jede abgeschlossene Immersion:
lokal haben wir Spec(B/b) < Spec(B) fiir ein Ideal b C B und einen B/b-Modul M, und
die Isomorphie ist dann M ®p B/b = M.
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Damit ist
F®O0x(1) 2 i*i,F @i*0,(1) 2 i* (i, F @ 0,(1))
wegen 9.8 (b) gentigt es also, den Fall X = P zu betrachten.

Sei also X = Proj(R) fiir eine graduierte A-Algebra R, die von endlich vielen Elementen
Y1,...yn € Ry erzeugt wird. Da F quasi-kohérent ist, gibt es einen graduierten R-Modul
M, so dass F = M (siche Alg. Geo. II, 8.A.3; hierbei ist M die Konstruktion von Ox-
Moduln auf Proj(R), siehe Alg. Geo. II, 8.4). Da F kohérent ist, ist F (D (y;)) = My, ein
endlich erzeugter Ox (D4 (y;)) = Ry,)-Modul fiir i = 1,..., N (Lemma 9.3). Schreibt man
die Erzeugenden in der Form m/y! mit m € M homogen vom Grad n, so sicht man, dass es

endlich viele homogene Elemente m, ..., m; € M gibt, so dass fiir den von den m; erzeugten
(graduierten) R-Untermodul M’ C M gilt
M=M=F

(da M’|D+(y) ]\4|DJr y fiir alle 4).

Nun erhalten wir einen surjektiven Homomorphismus von graduierten R-Moduln

R(—my)®...® R(—ny) — M’
t

(r1,...,7¢) = > Tm,
j=1

wobei n; = deg(m;). Dieser liefert einen Epimorphismus

OX(—nl) P...H Ox(—nt) —» M/ = F

von Ox-Moduln, da R(—n) = Ox(—n), nach Definition.

Fiir n € N erhalten wir durch Tensorieren mit Ox(n) hieraus wegen Ox(—n;) ® Ox(n) =
Ox(—n; + n) einen Epimorphismus

Ox(ny®...®0x(n}) - F(n) = FROx(n) = F @ Ox(1)*"

wobel n; =n;+n > 0 fir n > ng = max{n;} + 1. Wir behaupten, dass fiir n > ng der
Ox-Modul F(n) von globalen Schnitten erzeugt ist (damit ist der Satz bewiesen). Hierfiir
geniigt es offenbar zu zeigen, dass Ox(n) fiir n > 0 von globalen Schnitten erzeugt wird; dies
folgt aber, da Ox(n) = Ox(1)®" und da Ox(1) von globalen Schnitten erzeugt wird (fiir
jedes projektive A-Schema X).

Bemerkung 9.14 (a) Sei X ein noethersches Schema und £ ein invertierbarer O x-Modul.
Man zeigt leicht, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:

(i) £ ist ampel.

(i) £%™ ist ampel fiir alle m > 0.

(iii) £%™ ist ampel fiir ein m > 0.

(b) Der folgende Satz von Serre ist schwieriger: Sei A ein noetherscher Ring, X ein Schema
von endlichem Typ iiber A und L ein invertierbarer Ox-Modul. Dann sind dquivalent:

(i) £ ist ampel.

(i) L™ ist sehr ampel beziiglich A fiir ein m > 0

(iii) Es gibt ein mg > 0, so dass L%™ fiir alle m > mq sehr ampel beziiglich A ist.

Folglich ist X genau dann ein projektives A-Schema, wenn es eine ample Garbe auf X gibt.
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10 Kohomologie projektiver Schemata

Sei A ein Ring (kommutativ, mit Eins), sei R = A[Xy, ..., X,] als graduierter Ring und
P =P% = Proj(R)

der d-dimensionale projektive Raum iiber A. Wir wollen die Kohomologie H'(P,O(n)) fiir
alle ¢ und n berechnen, wobei O(n) = Op(n) = R(n) (siche Alg. Geo. II, 8.5).

Die Homomorphismen von graduierten R-Moduln
X
R(n) — R(n+1)

(Multiplikation mit X;) induzieren Op-Modul-Homomorphismus

—_—~— v

O(n) = R(n) 25 Rin+1)=0(n+1).
Durch die induzierten Morphismen H*(P,O(n)) — H'(P,O(n+ 1)) wird

H'(P):= & H'(P,0(n))

nel

zu einem graduierten R-Modul. Sei 4 = (U;) =0, ¢ mit U; = D, (X;) die affine offene
Standardiiberdeckung von P%. Da jeder Durchschnitt U, j, = Di(Xj,...X;,) affin ist,
haben wir nach Corollar 8.15 kanonische Isomorphismen

H(P) 2 @ H'(U,0m) 2 H (o C(U,0(N))

nez nez
& HZ(—> D H Ron---ijv”—>"')
. nEZjO 77777 Jm
= Hl( Lo RXjU-qum — .. )

J0Os--3In

Hi(P)Xd = Hi("‘%(RXd)XjO---ij —>)
= Hi(C'(il]Ud,OUd)) :Hi(i”(]j,OUj) =0 fU.l"Z Z 1
nach Proposition 8.7. Wir haben also gezeigt:

Lemma 10.1 Ist ¢ > 1, so gibt es fiir jedes x € H'(P,0O(n)) ein m = m(zr) € N mit

X7 .z =01in H(P,O(m+m)).
Die exakte Sequenz von graduierten R-Moduln
0— R(-1) > R— R/X;R—0

ergibt die exakte Sequenz

O%O(—l)ﬁO%R//};R%O,

80



—~——

und es ist offenbar R/X,R = 1,0y fiir die abgeschlossene Immersion
i:H=V.(X4)=Proj(R/X4R) — Proj(R) =P,

wobei H = Pcfl_l. Entsprechend erhélt man nach Verschieben der Graduierung eine exakte
Sequenz von Op-Moduln

(10.2.1) 0— Op(n—1) = Op(n) = i.0(n) — 0.
Nach Lemma 7.11 haben wir weiter einen Isomorphismus
H'(P,i,0y(n)) = H'(H,Oy(n)).
Mit der langen exakten Kohomologiesequenz zu (10.2.1) erhalten wir sofort:

Lemma 10.2 Es gibt eine lange exakte Sequenz

o HEYP, O(n) S HU(PL, O(n — 1)) 24 HI(PY, O(n)) — ...

Wir konnen nun beweisen:

Satz 10.3 Sei P = IP’% fir d > 1.
(a) Die kanonische Abbildung
RS @ H°(P,O(n))

ne’l

ist ein Isomorphismus von graduierten R-Moduln.
(b) Es ist H'(P,O(n)) = 0 fiir i # 0, d.
(c) Es gibt einen kanonischen Isomorphismus von A-Moduln H%(P,O(—d — 1)) & A.

(d) Die kanonische Paarung

R, x HY(P,O(-n—d—1)) — HYP,0(-d—1))= A

ist eine perfekte Paarung von endlich erzeugten freien A-Moduln.
Bemerkung 10.4 (a) Eine Paarung (A-bilineare Abbildung)
¢p:MxN—A

von A-Moduln heifit perfekt, wenn die induzierte A-lineare Abbildung

M — Homa(N,A)
m = (n— ¢(m,n))

ein Isomorphismus ist.

(b) Fiir = 0 gilt P = PY% = Spec(A), und es ist

A, i=0,

HO(IP’%,O(N))ZHO(SPGC(A)’A):{ 0, i#0,
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fiir alle n € Z, wobei der Fall i # 0 aus Serres Satz 8.6 folgt.

Beweis von Satz 10.3: (a): Die Isomorphie
R, S H°(P,O(n)) firn>0

wurde in Alg. Geo. II, Lemma 8.7 gezeigt.

(b): Wir fithren Induktion tiber d > 1. Fiir d = 1 haben wir nach 10.4 (b) und Lemma 10.2
eine exakte Sequenz

0=H"P°,0n+1)) > H (P, On) X5 H(P',On + 1))

fiir alle 7 > 2. Fiir ¢ > 2 ist also die Multiplikation mit X; injektiv auf H*(P*, O(n)), und aus
10.1 folgt H(P',O(n)) = 0 fiir ¢ > 2. Sei nun d > 2 und die Behauptung fiir d — 1 bewiesen.
Nach Lemma 10.2 und Induktionsvoraussetzung haben wir dann eine exakte Sequenz

0=H"YPL, 0On)) = H'(P% On — 1)) 2% H(PL, O(n))

fiiri —1+#0,d—1, also i # 1,d und alle n. Die Multiplikation mit X, ist also injektiv. Aus
Lemma 10.1 folgt also H! (P4, O(n)) = 0 fiir i # 1,d und n € Z.

Fiir 7 = 1 haben wir eine exakte Sequenz
HO(P4, O(n — 1)) 25 HO(PY, O(n)) =5 HO(P%!, O(n)) -
' (PL, 0 —1)) 25 HY(PY, O(n)) — . ..
wobei sich die Sequenz der ersten 3 Terme mit der exakten Sequenz
AlXo, ... Xq) 25 A[Xo, ..., X4 = A[Xo, . .., Xai]
identifiziert, wobei a(X;) = X; fiir i = 0,...,d— 1, und a(X,) = 0. Es folgt die Surjektivitit

von a und deswegen die Injektivitit der Multiplikation mit X, auf H'(P%, O(n — 1)), und
wie oben folgt H'(P%,O(n — 1)) = 0, fiir alle n.

(c): 1. Schritt: Wir zeigen durch Induktion tiber d, dass
HYP4, O(n)) fiir n > —dund d > 1.

Fiir d = 1 haben wir nach 10.2 eine exakte Sequenz

HO(PY, O(n + 1)) —= H(P°, O(n + 1)) > HY(P!, O(n)) —% HY(P!,O(n + 1))

A

X07 Xl n+1

fiir n +1> 0, d.h., n > —1, und es folgt wie oben, dass H*(P*, O(n)) fiir n > —1. Ist d > 2
und gilt die Aussage fiir d — 1, so folgt mit 10.1 und 10.2 eine exakte Sequenz

0= H*" P!, On + 1)) —» HYPY, O(n)) 2% HYP?, O(n + 1))
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also wie oben H4(P? O(n)) =0 fir n > —d (dadann n+1> —d+ 1= —(d — 1)).
2. Schritt: Nach 10.2 erhalten wir fiir d > 1 eine exakte Sequenz

HHP, O(—d)) — HY (P, O(=d) S HYPY, O(—d — 1)) 2% HYP?, O(=d)).

Nach dem 1. Schritt ist H4(P?, O(—d)) = 0, denn es ist —d > —d. Weiter ist H¥" (P4, O(—d)) =
0, denn fiir d > 2 ist d — 1 # 0,d, und wir konnen (b) anwenden, und fiir d = 1 ist
HO(P',O(—1)) = 0 nach (a). Hieraus ergibt sich ein Isomorphismus

H™ (P, O(=(d — 1) — 1)) & HY(PY, O(—d — 1)).
Induktiv erhalten wir nun Isomorphismen

A= HO(F,0(-1)) 5 H' (PH(O(-2) ... H(P!, O(~d — 1)).

(d) Es geniigt zu zeigen:
¢n : Ry x HYP? O(—n —d — 1)) = HY(P*, O(—d — 1))

ist eine perfekte Paarung von endlich erzeugten freien A-Moduln fiir d > 0 und alle n > 0.
Denn fiir d > 1 und n < 0 ist R, = 0 und auch H4(P?, O(—n—d—1)) =0,da —n—d—1> —d
(Beweis von (c), 1. Schritt).

Wir fithren Induktion {iber n > 0 und d: Fiir d = 0 oder n = 0 ist die Aussage offenbar richtig

(wegen (c)). Seien also d > 1 und n > 0. Dann haben wir ein kommutatives Diagramm
(10.3.1)

Ros HYP, O(—n — d)) HYPLO(-d—1) = A

[ J

R, X HYPLO(—n—d - 1)) 2 HIPY, O(—d — 1))

| Jé b

(R/RXa)n x HYH (P41, O(—n — d)) —= HTY (P, O(—d)) ~ 4

¢n—1

X

12
A

Die Kommutativitét des oberen Teils bedeutet, dass ¢, 1 (v, X48) = ¢n(Xga, §) und tatséchlich
gilt

Pn1(, Xg-B) = (Xa- B) = (Xag- @) B=du(Xa-,B).
Die Kommutativitdt des unteren Teils von (10.3.1) hat eine entsprechende Bedeutung und
folgt, da die exakte Sequenz (10.2.1) und daher die Kohomologiesequenz in 10.2 mit der
Operation von R, vertriglich ist: Fiir o € R, mit Bild @ € (R/X4R),, = R,/ X4R,_1 ist das
Diagramm

0—=O0p(—n—d—1) 2~ Op(—n —d) —= Oy(—n —d) —=0

l.a i.a (l.a

00— Op(—d— 1) —24~ Op(—d)
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kommutativ, wobei P = P% und H = Proj(R/X,R) = P4 '. Dies liefert einen Morphismus
der zugehorigen langen exakten Kohomologiesequenz (6.25 und 6.26 (ii)) und insbesondere
ein kommutatives Diagramm

HY(PY, O(—n — d)) —— HY P, O(—n — d — 1))

l.a l.a

HIH P!, O(=d) ——= H'(P*,0(~d ~ 1)),

welches gerade die Kommutativitat des unteren Teils von (10.3.1) impliziert.

Nach Induktionsvoraussetzung liefern die obere und die untere Zeile von (10.3.1) perfek-
te Paarungen endlich erzeugter freier A-Moduln. Weiter sind die linken beiden Spalten
von (10.3.1) exakt, wegen der exakten Sequenz 10.2 und den bereits bewiesenen Tatsachen
HYPL O(—n—d)) =0 (dad>d—1) und H"Y(PY O(-n —d)) =0 (dad— 1 # 0,d fiir
d>1und H°(P', O(—n)) = 0 fiir n > 0). Es folgt, dass die mittlere Spalte eine zerfallende
exakte Sequenz ist (da HY(P4, O(—n — d)) frei ist), so dass

HYPY O(—n —d—1)) =2 H (P, O(—n — d)) @ H"H (P O(—n — d))

frei ist.

Das Diagramm liefert nun einen Morphismus von exakten Sequenzen

0

Rn Rn/Xan—l

! ig ;

0 —= HYP? O(—n — d))Y —= HYP?, O(—n — d — 1))V —= HIY P41, O(—n — )Y —0.

0

Hier entsteht die untere Sequenz durch Dualisieren aus der mittleren Spalte von (10.3.1),
und die vertikalen Abbildungen entstehen wie in Bemerkung 10.4 (i) aus den Paarungen in
(10.3.1).

Nach Induktionsvoraussetzung sind f und h Isomorphismen, also auch g, nach dem Fiinferlemma
5.15. Q.E.D.

Der folgende Satz gilt fiir beliebige projektive A-Schemata.

Satz 10.5 (projektiver Verschwindungssatz von Serre) Sei X ein projektives Schema iiber
einem noetherschen Ring A, und sei Ox (1) ein sehr ampler invertierbarer Ox-Modul (Defi-
nition 9.11). Sei F ein kohédrenter Ox-Modul (Definition 9.1).

(a) HY(X,F) ist ein endlich erzeugter A-Modul fiir alle ¢, und null fiir 7 >> 0.
(b) Es gibt eine natiirliche Zahl m = m(F), so dass H(X, F(n)) = 0 fiir alle ¢ > 0 und alle
n > m (wobei F(n) = F Qo, Ox(1)%").

Beweis Nach Voraussetzung gibt es eine abgeschlossene Immersion i : X — PY =: P, so
dass Ox (1) = i*Opy(1). Dann haben wir kanonische Isomorphismen

H'(X,F(n)) H{(PY,i.(F(n))) (nach 7.11)
H'(PY, (i F)(n))
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wobei der letzte aus der Isomorphie
i.(F ®oy 1" O0p(n)) = i.F ®o, Op(n)
folgt, die Spezialfall der sogenannten Projektionsformel (folgendes Lemma 10.6) ist. Nach

9.6 ist 4,F kohirent, daher geniigt es, den Fall X = PYY = P zu betrachten.

Fiir die Garben der Form Op(m) folgen die Behauptungen von 10.5 aus 10.3 (fiir (b) beachte
man, dass H'(P,Op(n)) = 0 fiir i > 0 und ¢ # N, und HY(P,Op(n)) = 0 fiir n > 0 und
N > 1, da dann H°(P,Op(—n— N —1)) = 0.

Als Néchstes zeigen durch Induktion iiber N
(10.5.1) H'(PY,F)=0 firi>N.

Fiir N = 0 ist P} = Spec(A), und die Behauptung folgt aus Serres Verschwindungssatz 8.6.
Sei nun N > 0. Durch Betrachtung des A[Xj,..., Xy]-Moduls

& H'(P},F(n))

nez
folgt wie im Beweis von 10.3, dass es fiir jedes x € H'(PY, F) ein m € N gibt mit X7 -2 =0
in H(PY, F(m)).

Spezialfall: Sei F XN (1) injektiv. Dann erhalten wir hieraus wie im Beweis von 10.3 eine
lange exakte Kohomologiesequenz

XN

o HPY L (B F)(n+ 1) D H(PY, F(n) 25 HI(PY, F(n+ 1))

wobei k : PN~ = Proj(A[Xy,...,Xy_1]) — P4 die abgeschlossene Immersion ist. Nach
Induktionsvoraussetzung ist H*"Y(PY ' (k*F)(n+1)) =0 fir i — 1 > N — 1, also i > N,
und alle n. Es folgt die Injektivitit von - X% auf H*(PY,F) und damit das Verschwinden
dieser Gruppe fiir © > N.

Allgemeiner Fall: Nach Satz 9.13 gibt ein m € N, so dass F(m) von (endlich vielen) globalen

Schnitten erzeugt wird. Dies liefert eine exakte Sequenz von Op-Moduln

0—F — Op(—m)! - F =0,

wobei F' wieder kohérent ist. Dann ist J/ 225 F (1) injektiv (da dies auf Op(—m) gilt) und
mit der langen exakten Kohomologiesequenz

(10.5.2) o HU(PY, F) — H(PY, Op(—m))t — H'(PY,F) — ...

und Satz 10.3 folgt die Behauptung (10.5.1) fir F, da sie fiir Op(—m) und F’ gilt.

Da die Behauptungen von Satz 5.10 fiir die Garben Op(m) richtig sind, folgen sie nun fiir
beliebige kohdrente Garben F mit (10.5.1) und (10.5.2) und durch absteigende Induktion
iiber i, beginnend bei ¢ = N + 1 (zunéchst findet am ein m = m(F,q) fir jedes ¢ mit
H{(PY, F(n)) fiir n > m, und wihlt dann m fiir 5.10 als das Maximum aller m(F, ) fiir
i=1,...,N).
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Lemma 10.6 (Projektionsformel) Sei f : X — Y ein Morphismus von Schemata, F ein
quasi-kohérenter Ox-Modul und G ein quasi-kohérenter Oy-Modul. Sei f affin oder G ein
lokal freier Oy-Modul von endlichem Rang. Dann hat man einen kanonischen Isomorphismus

f*F ®(’)y g :> f*<f®(’)x f*g)

von Oy-Moduln.

Beweis Der Morphismus ist induziert von den Abbildungen

FTHV)) @0y G(V) = F(FTHV)) @ox(s-1vy F1GUTHV))

fir V C Y offen, wobei G(V) — f*G(f~1(V)) = (f./*G)(V) die Adjunktionsabbildung ist.
Fiir die Bijektivitat konnen wir fiir affines f annehmen, dass X = Spec(A) und Y = Spec(B)
affin sind, so dass F = M fiir einen A-Modul M und G = N fiir einen B-Modul N. Dann
entspricht der Morphismus in 10.6 dem Isomorphismus

M@ N —-M®s (A N),

bei dem links M via B — A als B-Modul aufgefasst wird.

Ist G lokal frei von endlichem Rang, so konnen wir ohne Einschrinkung annehmen, dass G
frei ist und dann weiter, dass G = Oy ist, wo die Behauptung trivial ist.

Bemerkung 10.7 Mit dhnlichen Methoden kann man zeigen: Ist X projektiv iiber dem
noetherschen Ring A, und ist £ ein invertierbarer Ox-Modul, so sind dquivalent:

(i) £ ist ampel.
(ii) Fiir jede kohiirente Garbe F auf X gibt es ein ng € N, so dass H (X, F Qp, LZ") =0
fiir alle ¢ > 0 und alle n > nyg

(dies gilt sogar fiir X eigentlich iiber A, sieche Hartshorne, ‘Algebraic Geometry’, 11T Propo-
sition 5.3).
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11 Ext-Gruppen, Ext-Garben und Paarungen

Definition 11.1 (vergleiche 6.24) Sei (X, Ox) ein geringter Raum und Modp . die Kategorie
der Ox-Moduln. Fiir einen Ox-Modul F sei Exty (F,—) (bzw. Exty, (F,—)) die n-te
Rechtsableitung des Funktors

Homo (F,—) : Modo, — Modrx,0)
(bzw. Homy (F,—) : Modo, — Modo,).
Im zweiten Fall spricht man auch vom Garben-Hom bzw. Garben-Ext.

Wir benutzen ofter die folgende Tatsache.

Lemma 11.2 Ist F' : A — B ein Funktor zwischen abelschen Kategorien, der ein exaktes
Linksadjungiertes G : B — A besitzt, so erhdlt F' Injektive, d.h., ist I injektiv in A, so ist
FI injektiv in B.

Beweis Betrachte ein Diagramm in B. Fiir einen Monomorphismus By < Bs ist die Abbil-
dung
Homp(Bs, FI) — Homgp(By, FI)

. z
Hom(GBy,I) — Hom4(G By, I)

surjektiv, da GB; — G By ein Monomorphismus und [ injektiv ist.

Corollar 11.3 Ist J ein injektiver Ox-Modul, so ist fiir jede offene Menge U C X die Garbe
J|v ein injektiver Op-Modul (Op := Ox|v).

Beweis Fiir die Einbettung j : U — X ist J|y = j~'J = j*J, aber j7' : Modp, — Modp,
hat das exakte Linksadjungierte j, : Modop, — Modp, (Lemma 7.5).

Corollar 11.4 Extp, (F,G) ist die assoziierte Garbe zur Prigarbe
U~ El’t%U (f|U, Q|U)
(mit den offensichtlichen Restriktionen, induziert von

HomOU(‘F’U> — HomOv(‘/—:|V7g|V) fur U D V) .

Beweis Dies folgt mittels 11.3 genauso wie im Beweis von 7.15.
Corollar 11.5 Es ist Exty, (F,G)|v = Exty, (Flv, Glu).
Corollar 11.6 Ist F ein flacher Ox-Modul (zum Beispiel ein lokal freier Ox-Modul), so

respektiert Hom, (F,—) Injektive.
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Beweis Der Funktor Hom, (F,—) hat das Linksadjungierte — ®o, F: dies ist der funkto-
rielle Isomorphismus

Homo, (€ ®oy F,G) = Homo, (€, Homy  (F,G))

aus Alg. Geo. II, 5.19. Weiter heifit nach Definition F genau dann flacher Ox-Modul, wenn
& — £ ®o, F ein exakter Funktor ist. Letzteres gilt offenbar fiir freie Ox-Moduln F, und
daher auch fiir lokal freie, da die Frage lokal auf X ist.

Corollar 11.7 Sei F ein lokal-freier Ox-Modul von lokal endlichem Rang.

(a) Homy (F,—) ist exakt; insbesondere ist Exty (F,G) = 0 fir n > 0 und alle Ox-
Moduln G.

(b) Man hat kanonische Isomorphismen
Exte (F,G) = H'(X, Home  (F,G))

fiir alle n und alle Ox-Moduln G. Diese sind funktoriell in F und G, und vertréglich mit
Restriktionen auf offenes U C X.

Beweis (a): Es ist kanonisch Hom, (Ox,G) = G und Hom,, (O%,G) = G™; der Funktor
Hom,, (F,—) ist also exakt fiir freie Ox-Moduln F von endlichem Rang. Daher ist er auch
exakt fiir lokal freies F mit lokal endlichem Rang, da die Frage lokal auf X ist. Hieraus folgt
die zweite Aussage (fiir einen exakten Funktor verschwinden alle htherern Ableitungen).

(b): Sei G — J' eine injektive Auflésung. Nach (a) und 11.6 ist dann
Mox(}_>g) ‘%Mox(}—a J)
eine injektive Auflésung von Hom, (F,G). Damit folgt
H™(X, Homy  (F,G)) = H"(Home, (F, J)(X)) = H"(Homoy (F, J')) = Exty, (F,G).

Fiir eine exakte Sequenz

(11.8.1) 0+G —>G—->G"—>0

haben wir nach Eigenschaft rechtsabgeleiteter Funktoren eine lange exakte Sequenz
(11.8.2) ... — Eath (F,G) — Eaty (F,G) — Bzt (F,G") % Bxts M (F,G) = ...,
funktoriell in F und in (11.8.1). Entsprechendes gilt fiir Bt (F, —).

Es gilt aber auch:

Lemma 11.8 Ist

(11.8.3) 0>F - F—=>F" =0

eine exakte Sequenz von Ox-Moduln, so hat man fiir jeden Ox-Modul G eine kanonische
lange exakte Sequenz

(11.84) ... — Eaty (F',G) = Eaty (F,G) = Eatyy (F,G) = Bzt (F'.G) — ...
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funktoriell in G und in der exakten Sequenz (11.8.3). Entsprechendes gilt fur Ext (—,G).

Beweis Ist G — J' eine injektive Auflésung, so ist die Sequenz von Komplexen
0 — Homoy (F",J) = Homoy (F,J) = Home, (F,J) =0

exakt (da alle J* injektiv sind). Die assoziierte lange Kohomologiesequenz liefert (11.8.4).
Der Fall von Ext-Garben ist analog.

Proposition 11.9 Sei X ein noethersches Schema und F ein kohérenter Ox-Modul.
(a) Fiir jeden Ox-Modul G gibt es fiir jedes n € N und jedes x € X eine kanonische
Isomorphie von Ox ,-Moduln

M’%X (‘F7 g)x = Ext?QX,I (‘Fx7 g:z:) 9

funktoriell in F und G.

(b) Ist G quasi-kohérenter (bzw. kohdrenter) Ox-Modul, so ist Ext, (F,G) quasi-kohérent
(bzw. kohérent) fiir jedes n.

Beweis Beide Fragen sind lokal auf X; wir konnen also annehmen, dass X = Spec(A)
fiir einen noetherschen Ring A und F = M fiir einen endlich erzeugten A-Modul M. Beide
Aussagen sind auBerdem offenbar richtig fiir n = 0 und einen freien A-Modul (von endlichem
Rang), da Homy (Ox,G) = G.

Da M endlich erzeugt ist, gibt es eine exakte Sequenz
(11.9.1) 0—->M —-A"=M-—0,

und da A noethersch ist, ist M’ wieder endlich erzeugt. Durch Wahl einer Surjektion A% — M’
erhalten wir also eine exakte Sequenz von A-Moduln

(11.9.2) AP A" M —0.
Sei
(11.9.3) Ox -0y -F—=0

die exakte Sequenz der assoziierten O yx-Moduln.

(a): Wir haben einen offensichtlichen Homomorphismus
Homey, (F,G): — Homoy ,(Fu,Ga)

induziert durch Homo,, (Flv,Glv) — Homo, ,(Fz, G.) fiir alle offenen Umgebungen U von
x. In der obigen Situation erhalten wir ein kommutatives Diagramm

OHHMOX(}-, g)xHMoX(O%ag)x Mox(ogog)x

| ] ]

0—> Homoxﬁm (‘F'E? gﬂﬁ) - Homox,z (Og(,xgx) - HOmOX,z (O§(7x7 g:v)
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mit exakten Zeilen (da die Hom-Funktoren linksexakt sind und die Halmabbildung exakt
ist). Es folgt, dass die linke Abbildung ebenfalls ein Isomorphismus ist, also (a) fiir n = 0.

Sei nun G < J° eine injektive Auflosung. Wegen der Exaktheit der Halmbildung ist dann
G, — J, eine Auflosung von Ox,-Moduln. Ist G, — I' eine Auflésung durch injektive
Ox ,-Moduln, so gibt es ein kommutatives Diagramm

T

xT

wobei h eindeutig bis auf Homotopie ist. Hieraus erhalten wir
Homy (F,J ). = Homoy , (Fe, J,) = Homoy  (Fu, I)
und durch Nehmen der n-ten Kohomologie die Abbildung
(11.9.4) Eaty (F,G)e = Extty, (Fe,Go) -
Diese ist kanonisch, da h eindeutig bis auf Homotopie ist. Sei
(11.9.5) 0—->F =0y =>F—=0

die zu (11.9.1) assoziierte exakte Sequenz von kohérenten Ox-Moduln. Da Extp, (O%,G) =
0 fiir n > 0 (11.7 (a)), und Ewtf (O%,,G.) = 0 fir n > 0 (da Homo, ,(O%,, —) exakt
ist), erhalten wir ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen

Homgy, (0%, G)y —— Homg (F,G)y —2— Exth (F,G), 0

alll anl (*) asl

Homoy (0% 4,G:) — Homoy ,(F;,Go) —> Exty, (Fo, G —7) —0.

Die Kommutativitdt von () folgt leicht aus den Konstruktionen von 11.8 und (11.9.4).
Nach dem Fall n = 0 sind «; und as bijektiv, also gilt dies auch fiir a3. Fiir n > 1 folgt der
Induktionsschritt aus dem kommutativen Diagramm

Bty (F,G) —>— Eaty [ (F,G)

j |

Bxty, (FiGe) —2= Bty (Fr, Ga) -

(b) Der Beweis ist dhnlich: Mit obigen Bezeichnungen haben wir eine exakte Sequenz
0— Homp (F,G) = G" — G°,

die zeigt, dass Hom,, (F,G) fiir (quasi-) kohdrentes G wieder (quasi-) kohdrent ist, eine
exakte Sequenz

G" — Homy (F,G) % Exth, (F,G) =0,
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die zeigt, dass M}QX (F,G) (quasi-) kohérent ist, und Isomorphismen fiir n > 1
Bty (F,G) =2~ Bty (F,G)
die induktiv zeigen, dass Ezt"(F,G) fir alle n > 1 (quasi-) kohérent ist.

Wir wollen nun Paarungen (bilineare Abbildungen)
(11.10.1) H™(X,F) x Extg, (F,G) — H™™(X,G)

von Modulen iiber R = I'(X, Ox) definieren. Eine solche Paarung (11.10.1) ist Aquivalent zu
einem R-Modulhomomorphismus

(11.10.2) v Baty (F,G) — Homp(H™(X,F),H"(X,G))

(vermoge ¢(a,b) = (a)(b)). In der letzteren Beschreibung kann man die Konstruktion
sehr allgemein formulieren: Satz 11.10 (Yoneda-Cartier) Sei F' : A — B ein linksexakter

Funktor zwischen abelschen Kategorien, wobei A geniigend viele Injektive hat. Dann gibt es
ein eindeutig bestimmtes System von Abbildungen

™" Exty (A, B) = Homg(R™FA, R"™"FB)

mit den folgenden Eigenschaften:
(i) Fiir n = 0 ist die Abbildung durch Funktorialitéit der Rechtsableitungen gegeben:

O™ Homu(A,B) — Homg(R™FA, R"FB)
f = fi=R"F(f).

(ii) Die Abbildungen sind funktoriell in A und B.
(iii) Ist 0 - B’ - B — B” — 0 eine kurze exakte Sequenz in A, so ist

Ext"(A, B") —""> Homg(R"F A, R"*"FB")

| Js
n+1,m

Ext™ (A, B') S Homp(R™F A, R+ FB')

kommutativ, mit den offensichtlichen Verbindungsmorphismen (rechts steht der von ¢ :
R™MEFB" — R™™ 1 F B’ Morphismus).

(iv) Ist 0 = A" - A — A” — 0 eine kurze exakte Sequenz in A, so ist

(_l)nqpnfl,m#»l

Ext" ' (A, B) Hompg(R™F A", R""FB)

) |

Bzt (A", B) —"~ Homz(R™FA", R""FB)

kommutativ, mit den offensichtlichen Verbindungshomomorphismen (rechts steht der von:
§: RmFA” — R™'F A’ Morphismus).
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Die Eindeutigkeit folgt leicht: Fiir n = 0 ist ¢o™"™ durch (i) festgelegt. Ist B’ ein Objekt in
A und

(11.10.3) 0B —-I1—-B"=0
eine exakte Sequenz in A mit injektivem I, so ist der Verbindungsmorphismus
Ext"(A, B") 2 Ext'(A, B')

surjektiv fiir n = 0 und ein Isomorphismus fiir n > 0, so dass wegen der Eigenschaft (iii) die
Abbildung "1™ in jedem Fall durch ¢™™ festgelegt ist Dasselbe Argument kann auch zur
induktiven Konstruktion der ™™ benutzt werden: Die %™ sind durch (i) festgelegt, und
es gibt genau eine Abbildung ¥, die das Diagramm

o™ Homy (A, I) Homp(R™FA,R"FI)

|

o™ Homy(A, B") —— Hompg(R"FA, R"FB")

1 J{é*

om : Bxtl (A, B') — Homg(R™FA, R" FB')

0
kommutativ macht. Dies folgt daraus, dass die linke Spalte exakt ist und die rechte Spalte
jedenfalls ein Komplex.

Ist ™™ fiir n > 1 definiert, so folgt die Definition von ¥""™ aus dem Diagramm (iii), da
fiir B = I injektiv sowohl ¢ als auch d, Isomorphismen sind.

Man muss dann allerdings die Eigenschaft (iv) noch zeigen.

Ein eleganterer Beweis ergibt sich mit den folgenden Standardkonstruktionen der Ho-
mologischen Algebra.

Lemma/Definition 11.11 Seien C" und D" zwei Komplexe in einer additiven Kategorie C.
Dann ist der Hom-Komplez Hom' (C", D") (von abelschen Gruppen) wie folgt definiert: Fiir
n € Z definiere

Hom™(C',D’) = ] Home(C™, D™1)

mEeZ

und das Differential
d: Hom™(C',D) — Hom""(C", D)

durch
du="dou+ (=1)""uod",

d.h., du™) = (du™ + (—1)" w1 d) ez
Beweis dass d*> = 0: Fiir u € Hom™(C", D") ist
d*(u) = d®u + (—=1)" " dud + (—1)""*(dud + (—=1)" ?ud®) = 0.
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Bemerkung 11.12 (a) Fiir einen Komplex (C",d') kann die Familie (d"),ez der Differen-
tiale auch als ein Element d € Hom!(C",C") gedeutet werden, und man hat offensichtliche
Kompositionsabbildungen

Hom™(C',D') x Hom™(D',E') — Hom™"(C",|E)
(f,9) = gof.

Mit diesen Konventionen ist dann tatséchlich
du) =dou+ (=1)""uod

fiir u € Hom"(C", D").
(b) Es ist offenbar

ker(d : Hom"(C',D') = H'(C", D)) = Homc(c)(C", D)
(Gruppe der Homomorphismen von Komplexen) und
H°(Hom (C", D)) = Hompgc)(C", D)
(Gruppe der Homotopieklassen von Morphismen von Komplexen).

Definition 11.13 Fiir einen Komplex C" in einer additiven Kategorie C und m € Z sei
C'[m] der Komplex mit
(C[m])" = v
dom) = (=1)"do- .

Anschaulich entsteht C'[m] aus C", indem man um m Stellen nach links verschiebt und die
Differentiale mit (—1)™ multipliziert. Beispiel:

Bemerkung 11.14 Offenbar gilt:

(a) Es ist C"'[m][n] = C"'[m + n].

(b) Es ist kanonisch Hom'(C", D'[m|) = Hom'(C", D")[m)].
(c) Ist C abelsch, so ist kanonisch H"(C"[m]) = H"*™(C").

Beweis von 11.10; Existenz: Betrachte F': A — B und Objekte A, B in A. Seien
AST und BT
injektive Auflésungen in A. Das Kompositum

p™ s Homeay(I', J'[n]) = Homew)(FI, FJ) = Homg(H™(FI'),H™(FJ"))
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n,Mm
*

faktorisiert nach 5.17 iiber Homotopie und induziert daher einen Homomorphismus (p
in dem Diagramm

(P™™)

H(Hom (I, J'[n]))
11.14 (c)

H"(Hom (I',J"))

|

H"(Hom(A, J)) = Ext%(A, B),

Homp(R™FA, R"FB)

wobei €* der von ¢ induzierte Homomorphismus ist. Es gilt nun
Lemma 11.15 £* ist ein Isomorphismus.

Damit konnen wir dann definieren

YT = Mo (e¥) 71 Ext’y (A, B) — Homp(R™FA, R™"FB)

Beweis von 11.15 Sei .
0—-A—=I—1-—=0

exakt. Da J injektive Komponenten hat, ist dann auch
(11.15.1) 0— Hom (I', J') — Hom (I', J') — Hom(A, J) = 0

exakt. Da I exakt ist, geniigt es, zu zeigen:

Lemma 11.16 Sei A eine abelsche Kategorie. Sei C" ein exakter Komplex in A, und J° ein
Komplex mit injektiven Komponenten, der nach unten beschrénkt ist (J" = 0 fir n << 0).
Dann ist Hom'(C", J') exakt.

Beweis Wegen Bemerkung 11.14 (b) und (c) gentigt es zu zeigen, dass
0= HHom (C",J)) = Homca)(C', J)/ ~ .

Sei J" = 0 fiir n < N € Z, und betrachte einen Morphismus von Komplexen f : C" — J
und den induzierten Morphismus g von Komplexen

0 0 JN JN+1*>"'

e e

Nach Satz 6.14 (b) ist g nullhomotop. Damit ist auch f ~ 0 (da f* =0 fiir i < N).

Mit der Definition ™™ = (p™"),(e*)~! folgen nun die Eigenschaften 11.10 (i) und (ii) leicht.
Fiir 11.10 (iii) benutzen wir die folgende

Konstruktion 11.17 Sei ‘
0-C 5D B E -0
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eine kurze exakte Sequenz von Komplexen in einer abelschen Kategorie A, die komponenten-
weise zerfdllt, d.h., fiir jedes n € Z ist

0 c":/Dn Pry g 0

zerfallend exakt, d.h., es gibt die angegebenen Morphismen 7, (eine Retraktion fiir 4,,) und
$p, (einen Schnitt von p,,) mit

Tnin = tdcn ,  PpSp =1tdpn ,  1yTp + Sppn = idpn.
Definiere den Morphismus von Komplexen (!)
A E — C1]
durch A" = r,11d,s, : E™ — C™"1. Dann gilt fiir den Verbindungsmorphismus
§=H"(A): H(E) — H"(C'[1]) = H"™(C").

Beweis selbst! (Siehe die Konstruktion in 5.11).

Sei nun 0 - B" — B — B” — 0 exakt in A. Dann gibt es ein kommutatives Diagramm

0 B’ B B’ 0

1

0 Ji Js Js 0,

wobei 7', n und 1" injektive Auflésungen sind, und unten eine exakte Sequenz von Komplexen
steht (siehe 6.16). Wegen der Injektivitédt der J* haben wir zerfallende Sequenzen

0 J7 Jy J3 0.

Sei x € Ext’ (A, B"), repréasentiert durch f € H"(Hom'(I',J;)) = Homg (I, Ji[n]). Dann
ist

Ext?(A,B") —Y" ~ Homg(R™"FA, R"""FB")

:
Hompay(I', J3[n]) ———= Hom(H™(FI'), H™(F J;[n]))
|
§| S
\
n 1,m
Homua(I', Ji[n + 1)) Hom(H™(FI'), H"(FJ;[n + 1]))
\ EZEtZ_H (A, B/) gyntlm HomB(RmFA, RernJrlFB/)
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kommutativ. Dies ist klar fiir das obere und das untere Rechteck, und in der Mitte haben
wir die Abbildungen
fr———(Ff)

I |

Aofi—?F(A)*oFf* )
Analog hat man fiir eine exakte Sequenz
0A—>A—-A"=0

ein Diagramm von injektiven Auflésungen

0

A" 0

T
0——1 =1, ~~1

7'" S'

mit komponentenweisen Spaltungen. Wir erhalten eine exakte Sequenz mit Spaltungen

0 —— Hom' (I3, J') 2> Hom'(Iy, J') — Hom' (I, J) 0.

s* r*

Ist nun f € Hom™ (I}, J) mit d(f) = 0, so folgt mit Konstruktion 11.17
o(lf]) =I(s"dr)(f)] = [(dfr + (=1)"frd)s]
= [(=1)"frds] = (=1)"[f o A],
wobei A = rds : I; — I;[1]. Es folgt
e (o([f])) = (=1)"H™(F(f[1] o A))
= (=)"H™(F(f[1]) o H™M(F(A)) = (=1)"¥r=tmHi(f) o 0.

Dies zeigt 11.10 (iv).
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12 Grothendieck-Serre-Dualitit

Die Grothendieck-Serre-Dualitéit hat viele Anwendungen, insbesondere im Zusammenhang
mit dem Satz von Riemann-Roch. Zunéchst betrachten wir die Dualitéit auf dem projektiven
Raum.

Satz 12.1 Sei k ein Korper, d > 1, n > 0 und P := P¢ der d-dimensionale projektive Raum
tiber k. Fiir jeden kohérenten Op-Modul F ist dann die Yoneda-Paarung (siche 11.10)

10.3(c)

Exth(F,0p(—d — 1)) x H™"(P,F) = HY(P,0(—d - 1)) = k

—~

eine perfekte Paarung von endlich-dimensionalen k-Vektorrdumen, induziert also einen Iso-
morphismus

Exth(F,0p(—d — 1)) = H""(P, F)*

wobei V* = Homy(V, k) der Dualraum eines k-Vektorraums V' sei.
Dazu zeigen wir zunéchst

Lemma 12.2 Sei (X, Ox) ein geringter Raum und £ ein invertierbarer Ox-Modul.
(a) Ist J ein injektiver Ox-Modul, so ist J ®e, L ebenfalls injektiv.
(b) Der Funktor F v F ®p, L induziert Isomorphismen

Eaty (F,G) = Eatyy (FQL,GR L)
Eaty, (F,G) = Exty (F®L,G® L)

fir alle Ox-Moduln F und G und alle n > 0.

Beweis (a) folgt sofort daraus, dass — ®p, L ein exakter Funktor und eine Kategori-
endiquivalenz (mit Quasi-Inversem — ®p, £7') ist (vergleiche auch 11.2!).

(b) Die Morphismen sind induziert von

Homo, (F,G) = Homo(F®L,GRL)
o feid.

Ist nun G — J' eine injektive Auflosung, so ist nach (a) G ® L — J ® L eine injektive
Auflésung. Der Isomorphismus von Komplexen

Homoy (F,J) = Homo (FQ L, J @ L)

induziert die gewiinschten Isomorphismen.
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Beweis von 12.1 Wir fiithren Induktion iiber n. Sei n = 0:

1. Schritt: Sei F = Op(m). Wir haben ein kommutatives Diagramm
Homo,(Op(m),0p(—d—1)) x HYP,Op(m)) HYP,Op(—d—1)) =k
ZTIQ.Q, Tensorieren mit Op(m)

HOmOP(Op, Op(—m —d— 1))

l
HO<P, Op(—m—d— 1)) & ]{J[Xo,...,Xd]_m_d_l

wobei die linke vertikale Abbildung ein Polynom f € k[Xy,. .., X4]—m—4—1 auf die Abbildung
Op(—m) RN Op(—d — 1) (“Multiplikation mit f”) abbildet.
Die Paarung identifiziert sich also mit der von Satz 10.3 und ist daher perfekt.

2. Schritt: Sei nun F beliebig kohérent. Die Yoneda-Paarungen induzieren Morphismen

P = P Exty (F,Op(—d — 1)) —= Homy,(H* (P, F), HY(P, Op(—d — 1)))

HO"(P, F)*,

wobei wir die Isomorphie H¢(P, Op(—d—1)) = k benutzt haben. Nach Satz 9.13 gibt es eine
exakte Sequenz
E—>E—>F—0,

wobei & = Op(—m;)" mit geeigneten m;,r; € N (¢ =0, 1), und nach 11.10 (ii) erhalten wir
ein kommutatives Diagramm, wobei M := Op(—d — 1):

0—— Homo,(F, M) — Homo,(Ey, M) —= Home, (€1, M)
l%(}—) iwo(go) iwo(&)

0 HY(P, F)* HY(P &) HY(P &)

Die obere Zeile ist exakt wegen der Linksexaktheit des Hom-Funktors, und die untere auch,
da sie das k-Dual der exakten Zeile

HYP,&) — HYP &) — H(P,F) =0

ist: H4(P, —) ist rechtsexakt auf Modp,, da H'(P, F) = 0 fiir i > d und quasi-kohérentes F
(siehe (10.5.1) im Beweis von 10.5 (a)).

Nach dem 1. Schritt sind ¢y(&) und ¢(&;) Isomorphismen, also auch vg(F).

Sei nun die Behauptung fiir n > 0 bewiesen und F kohérent. Dann gibt es eine exakte

Sequenz
0—>F —=&—-F—=0,

wobei €& = Op(—m)" fiir geeignete m und » € N, m,r > 1, und F’ wieder kohérent ist. Wir
erhalten ein Diagramm mit exakten Zeilen

Ext} (€, M) —— Eat} (F', M) > Exty {(F, M) — Bxty (€, M)
lwn(‘g) \Ld’n(}—/) iwn-‘rl(}—) J{Qpn—kl(‘f)

* (_1\n+1
Hd_n<P, 5)* S Hd_n(P, f,)*é ) Hd_n_l(P, f)* Hd_n_l(P, 5)*
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welches nach 11.10 (iv) kommutativ ist.
Nach Induktionsvoraussetzung sind 1, (€) und v, (F’) Isomorphismen. Weiter ist fiir n > 0
He=1(P &) = 0 nach 10.3 (a) und (b), und zusammen mit 11.7 (b) ebenfalls

Ext"™ (&, M) = H"™(P,0Op(+m —d —1))" =0.

Es folgt, dass 1, 1(F) ein Isomorphismus ist. (Fiir n+ 1 = d ist H4(P, Op(m —d —1)) dual
zu H°(P,Op(—m) = 0; die letzte Gleichheit gilt wegen m > 0).

Die Behauptungen der folgenden beiden Lemmas sind leicht zu zeigen.

Lemma/Definition 12.3 (a) Sei A ein Ring und M ein A-Modul. Setze T°(M) = A, und
firn >0

T (M) =M®"=M®u... 04 M (m-mal).
Dann wird

T(M)= @ T"(M)

n>0

durch das Tensorprodukt, d.h., die Abbildungen
T™(M) x T"(M) — T™"(M) mit

(1 ® ... QU by ®...0b) > a1 ®...00, b ®...Rb,

zu einer assoziativen (nicht kommutativen) graduierten A-Algebra, die die Tensoralgebra
von M heift.

(b) Sei I; das (zweiseitige, graduierte) Ideal, welches durch die Elemente x @y —y®x erzeugt
wird. Dann heif3t
S(M)=T(M)/I, = & S"(M)

n>0

die symmetrische Algebra von M, und S™(M) heifit die n-te symmetrische Potenz von
M.

(c) Sei I, das Ideal, welches durch die Elemente 2 ® x fiir x € M erzeugt wird. Dann heif3t

AM) =T(M)/I, = & A"(M)

n>0
die duBere Algebra von M, und A™(M) die n-te &uere Potenz von M.
(c) Ist (X, Ox) ein geringter Raum und F ein Ox-Modul, so definiere T'(F) = @ T7(F) als
r>0

die Ox-Modul-Garbe, die zur Priagarbe U +— T'(F(U)) assoziiert ist. Entsprechend werden
die symmetrische Algebra S(£) = @ S™(€) und die duBere Algebra A(E) = & A™(E)
n>0 n>0

definiert.

Lemma 12.4 (universelle Eigenschaften) (a) Sei A ein Ring und seien M und N zwei A-
Moduln.
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Dann hat man eine kanonische Isomorphie von A-Moduln
Hom(S™(M),N) = Syms(M",N),

wobei rechts der A-Modul der symmetrischen A-multilinearen Abbildungen M™ — N steht,
sowie die A-Modul-Isomorphie

Hom(A"(M), N) = Alt4(M", N),

wobei rechts der Modul der alternierenden A-multilinearen Abbildungen M™ — N steht.

(b) Fiir my,...,m, € M sei m; ...m, das Bild von m; ®...®@m, in Sym™M. Ist M freier A-
Modul mit Basis eq, ..., e4, so hat man einen Isomorphismus von graduierten kommutativen
A-Algebren
AlXy,. .., Xg = Sym(M)
X; — e €M=Sym'(M).

Insbesondere ist Sym™(M) ein freier A-Modul vom Rang

rg(A[Xy, ..., Xdn) = ( d;ﬁzl ) ’

mit Basis {e]*...e}* | n1 +na+ ... +ng=n}.
(c) Fiir my,...,m, € M seim; A...Am, das Bild von m; ® ... ®@m,, in A"(M). Ist M freier
A-Modul mit Basis ey, ..., eq4, so ist A"(M) ein freier A-Modul von Rang (g), mit Basis

{61‘1/\.../\62‘”|i1<i2<...<in}.

Insbesondere ist A"(M) = 0 fiir n > d.

(d) Entsprechende Aussagen gelten fiir einen geringten Raum (X, Ox) und einen freien Ox-
Modul F.

Lemma 12.5 Sei (X, Ox) ein geringter Raum. Ist
(12.5.1) 0=E&—=F—=G—=0

eine exakte Sequenz von lokal freien Ox-Moduln mit Réngen e, f und g, so hat man einen
kanonischen Ox-Modul-Isomorphismus

n:AN(E) ®o, A(G) = A (F).

Beweis Da 7 kanonisch ist, geniigt es, den Fall von freien Ox-Moduln zu betrachten (Die
lokal gegebenen Isomorphismen verkleben sich dann). Sei

(ay,...,a.) eine Basis von &,
(c1,...,¢4) eine Basisvon G.
Seien ay, . .., a, die Bilder der a; in F, und seien ¢}, ..., ¢, irgendwelche Urbilder der ¢; in F

(wegen der angenommenen Freiheit von G zerfillt die Sequenz (12.5.1), also auch die Sequenz
der globalen Schnitte). Dann ist
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/ !/ /
Aps-eey Oey Cpyee s Cg

)y e

eine Basis von F. Weiter sind
a=ai N\...Nae, c:cl/\.../\cg,b:a/l/\.../\aé/\c/l/\.../\c'g

Basen von A°(€),AY(G) und A“T9(F) (diese Ox-Moduln sind alle frei vom Rang 1).

Definiere nun 7 als den eindeutig bestimmten O x-Modul Homomorphismus mit
nla®c)=>o.

Man zeigt nun, dass dies unabhéngig von der Wahl der Liftungen ¢j A ... A ¢} ist (da aj A
... Na, Aa, =0 fir alle 7). Weiter ist dies unabhéngig von der Wahl der Basen (ay, ..., a.)

und (cy, . . ., ¢,): Wihlt man andere Basen (@;) und (¢;), mit Ubergangsmatrizen A bzw. C,
soista=a;AN...Nac=detA-a; A...Nacund ¢ = A...AN¢;=detC - (c1 A... Acy),
und wir kénnen die Lifts ¢; so wéhlen, dass die Ubergangsmatrix fiir aj, ... ag, @, ..., ¢, die
Matrix

5=(0 o)

wird. DannistB:&QA...AEL’EAé’l/\.../\ég:detB~b:detA-detC’~b, so dass i auch
@ ® b auf ¢ abbildet.

Bemerkung 12.6 Sei P = P4 fiir einen Ring A und ein d > 1. Wegen der exakten Sequenz
0— Qb — Op(—1)™ = Op =0

(Satz 1.24) hat man einen Isomorphismus
Op(—=d—1) =2 AQL =04 = wp.

Wir konnen also Op(—d — 1) durch wp ersetzen. Weiter kann man zeigen, dass es einen
kanonischen koordinatenunabhdngigen Isomorphismus

tr: Hd(IP’fg,wP%) = A
gibt.

Satz 12.7(Grothendieck-Serre-Dualitét) Sei X eine glatte projektive Varietét der Dimension
d iiber dem Korper k und sei wy := ng/k = Adﬂﬁ(/k.

(a) Es gibt einen kanonischen Isomorphismus
tr: H(X,wx) > k

(Spur-Isomorphismus).

(b) Fiir jede kohérente Garbe F auf X ist die Paarung
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Ext}, (F,wx) x H(X, F) = H (X, wx) > k
perfekt und induziert eine Isomorphie

Exty (F,wx) = H7(X, F)*.

(c) Ist F lokal frei, so hat man eine perfekte Paarung
H"(X, Hom(F,wx)) x H™™(X, F) = HY(X,wx) 2 k
und somit einen Isomorphismus
H"(X, F' @wx) = H"™"(X, F)*
wobei F¥ = Homg  (F,Ox) das Dual von F ist.

Beweis (c) folgt aus (b), denn fiir lokal freies F gilt Exty (F,wx) = H"(X, Hom(F,wx))
(11.7 (b)), und weiter ist der offensichtliche Morphismus

MOX(FaoX) ®0X wx ;M(’)X<-F7WX)

ein Isomorphismus.

Die Strategie fiir (a) und (b) ist die Riickfiirung auf den Fall X = P, d.h., Satz 12.1:

Lemma 12.8 Sei i : X — Y eine abgeschlossene Immersion von Schemata, mit Idealgarbe
J. Dann sind die Funktoren

(Ox-Moduln) =(Oy-Moduln G mit JG = 0)

()

zueinander inverse Kategoriedquivalenzen.

Beweis Ist F ein Ox-Modul, so ist ,.F ein 7,Ox-Modul, und ein Oy-Modul mittels der
exakten Sequenz
0—J—0y —-1,0x —0;

es folgt Ji,F = 0. Der Adjunktionsmorphismus

iSH

a

1 F F

(Homoy, (G = i F,ixF) Homo, (i*G, F)
id  —  ad

1

1

—

[l

16

ist ein Isomorphismus: fiir die Halme bei x € X hat man
(Z*Z*-F>x = (OX ®i_10y Z*f>:v = OX,I ®Oy,w (Z*f)* = OX,m ®Oy’w J—:a: :> f:p .
Ist umgekehrt G ein Oy-Modul mit JG = 0, so ist die Adjunktionsabbildung

g — "G
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ebenfalls ein Isomorphismus: fir z € Y \ X ist G, = 0 = (4,i*G),, und fir z € X ist
(Z*Z*g)x = (Z*g):(: = OX,x ®Oy’$ gx = gI?
da J,G, = 0.

Corollar 12.9 Der Funktor

(Ox-Moduln)
i*Hom, (i.O0x, G)

N
.
ist rechtsadjungiert zum Funktor

ix 1 (Ox-Moduln) — (Oy-Moduln) .
Er respektiert Injektive.
Beweis Fiir 7 € Modp, und G € Modp, ist

Home, (i.F,G) = Homo, (i.(F ®o, Ox),G)

=~ Homo, (i.F ®oy 1.0x,G) (auf den Halmen nachrechnen)
nr.i

= Homo, (i.F, Homy, (i.0x,G))

12.8

= Homo, (i.F, 8" Home, (i.0x,G)) (da J - Home, (i.0x,G) = 0)
12.8

HOmOX (Fy /L'*M(’)Y (Z*)OX7 g))
Da das Linksadjungierte i, exakt ist, respektiert 7' nach 11.2 Injektive.

Wir wenden dies an auf die abgeschlossene Immersion i : X — P¥ = P mit Idealgarbe J.
Sei wp < I eine Auflésung von wp durch injektive Op-Moduln. Dann ist

Ju—
]

Def. 9

Extg, (i F,wp) =" H"(Homo, (ixF, 1))

1%

H"(Homo, (F,i'T)).

Wir untersuchen den Komplex K = 4'I", der nach 12.9 injektive Komponenten hat. Da
Hom, ,(i.Ox, I') von J annulliert wird, ist

H™(K') = H™(i* Homy, (i.0x, I')) = i* H"(Homy, (i.0x, I')) = i* Ext_(i,0x,wp) .

Nun gilt:

Satz 12.10 Es ist

m [ i*WX m=N-—d
ECEtOP (Z*OXawP) = { 0 sonst.

Beweis: Spiter.
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Der Komplex
dN—d—l _ dN_d _
0K =K .. "— KN Nt

ist also exakt in den Graden < N — d und > N — d, und seine (N — d)-te Kohomologie ist
1"i.wyxy = wy. Der Komplex

KN4 0K =K — . = KV im(dV ) — 0

ist also exakt. Da Ky, ..., KV~=9"1 injektiv sind, folgt induktiv, dass im(d¥~%"1) injektiv ist
(ein Ox-Modul [ ist genau dann injektiv, wenn Ext}, (F,I) = 0 fiir alle Ox-Moduln F und
alle i > 0). Der Komplex K<V~ ist also exakt mit injektiven Komponenten. Mit Corollar
6.15 folgt, dass der Komplex nullhomotop ist (X<~% ist eine injektive Auflésung von 0). Fiir
jeden Ox-Modul F ist dann auch Hom(F,K<¥~?) nullhomotop, also exakt. Andererseits
o L KN im(d@N ) — N7 o N2

cine injektive Auflosung von H¥~4(K) '22° wy und gleich K /K<N=¢[N —d]. Mit der exakten

Sequenz von Komplexen
0 = Homo, (F, KN = Homo, (F,K) = Homo, (F,K /KN "4) =0
folgt nun
Exty (i, F,wp) = H™(Homo, (F,K)) = H™(Homo, (F,K /K7
= H" N (Home, (F,L)) = Baty N (F,wx).

Sei nun F — I eine Auflosung von F durch injektive Ox-Moduln und wp < J* eine
Auflésung von wp durch injektive Op-Moduln. Dann ist i, F < i,I" eine Auflésung von i, F
durch welke Oy-Moduln. Die Yoneda-Cartier-Paarung

Exty (i.F,wp) x HN"™(P,i,F) — HY(P,wp)
lasst sich also auch durch die Paarung

H™Homy, (i1, J)) x HN"™(i,I'(P)) — HN(J(P))
([f], [z]) = HY"™(fu(x))

berechnen, wobei wir f als Element von Home, (i.I",J [m]) auffassen (fiir eine injektive
Auflésung i, F < [' hat man ein kommutatives Diagramm

z/]l
N

und « induziert Isomorphismen der Paarungen, wenn man 4, /" durch I" ersetzt).
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Man hat ein kommutatives Diagramm von Paarungen

HY(P,wp)
HN="™(Homp,, (i1, ")) x H™ (i, I'(P)) — HY(J(P))
(1) | fhe 32 fre L2
HN="(Homy, (i,I',J))  x H"(Homo,(Op,iuT)) — H*(Homo,(Op,.J"))
(2) I T @ 1
HN_m(Hom'OP(i*[', J)) x H™(Home,(i.0x,i.I)) — HY(Homoe,(i.0x,J))
(3) s i T e L1
HN="(Homy, (I',i'J)) x  H™(Homo,(Ox,I)) — HN(Homo, (Ox,i'J))
(4) I ve T ve T
HN="(Homy, (I'i'J))  x H™I'(X)) = HN (@ J(X))
(5) I I 1
HN="™(Homg, (I', K [KZN=1)) - % H™(I'(X)) = HY((K/KN) (X))
(6) [REERT: | 2 Det. [REER
Extd="(F,wy) x H™(X,F) — HY(X,wy)

Hierbei ist 1, vom Isomorphismus von Funktoren Modp, — Ab
p: HY(P,—) = Home, (Op, —)

induziert; dies zeigt die Kommutativitéit von (1), wobei in den Zeilen 2,3 und 4 die Paarungen
durch Komposition von Komplexmorphismen gegeben seien.

Ebenso ist v, vom Isomorphismus von Funktoren Modp, — Ab
v: HY(X, —) = Homo, (Ox, —)

induziert; daher ist (4) kommutativ.
(2) ist von ¢ : Op — i.Ox induziert und daher kommutativ.

In (3) ist ¥, von der Adjunktion
Y =vrg: Homo, (i, F,G) = Homo, (F,i'G)
induziert. Fir « € Home, (i.F,G) und g € Home, (F', F) gilt dabei
laoin(f)) =(a)o

Homo, (i.F,G) 2. Homo, (F,G)

) P

Homo, (i.F',G) v, Homo, (F',G)
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Dies zeigt die Kommutativitiat von (3).

Das Diagramm (5) kommutiert trivialerweise, und (6) kommutiert, wenn in der letzten Zeile
die Yoneda-Paarung steht (da K'/K>N =[N — d] mittels 12.10 mit einer injektiven Auflsung
L' von wy identifiziert wird).

Alle vertikalen Abbildungen sind Isomorphismen, aufler eventuell das rechte ¢* in (2). Dies
zeigt aber, dass die unterste Paarung nach Hinterschaltung von

trx : HY(X,wx) rechte Spalte HY (P, wp) LEN

~

nicht ausgeartet ist. Daraus folgt, dass try nicht trivial ist, aber auch, dass
HY(X,wx) = Homo, (wx,wx) = H(X,O0x) =k

eindimensional ist (wyx ist eine invertierbare Garbe!). Daher ist trx ein Isomorphismus.
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13 Koszulkomplexe und lokale Ext-Gruppen

Das Hauptziel dieses Abschnitts ist der Beweis von Satz 12.10, der noch zum Beweis der
Grothendieck-Serre Dualitét fehlt. Auf dem Weg dorthin lernen wir aber noch einige wichtige
Begriffe und Methoden der kommutativen und homologischen Algebra kennen. Sei k ein
Korper.

Lemma/Definition 13.1 Sei X eine glatte irreduzible k-Varietdt der Dimension d. Dann
ist Q% n lokal frei vom Rang d, und

wx = Adﬂﬁ(/k

heifit die dualisierende Garbe von X.

Beweis der Behauptung: Jeder Punkt z € X besitzt nach Definition (Koh. Sch., Definition
4.21) eine offene Umgebung U, so dass U — Spec(k) eine Faktorisierung U % A7* % Spec(k)
besitzt, mit étalem a und der kanonischen Projektion p. Dann ist n = a*Q}W s, frei vom

Rang m. Da X zusammenhingend ist, ist Q% Ih also lokal frei von einem konstanten Rang

m. Durch Basiswechsel zum algebraischen Abschluss & von k kénnen wir dann annehmen,
dass k algebraisch abgeschlossen ist, und die Gleichheit m = d folgt aus Koh.Sch. 1.16 oder
1.15.

Satz 12.10 folgt nun aus dem allgemeineren

Satz 13.2 Sei ¢ : X — P eine abgeschlossen Immersion von glatte k-Varietdten der Dimen-

sionen d bzw. N. Dann ist kanonisch
Exty (i.0x,wp) = {

wx , m=N-—d
0 , sonst.

Hierzu zeigen wir zunéchst, dass Ext-Gruppen, die wir iiber injektive Auflésungen des zwei-
ten Arguments eingefithrt hatten, in speziellen Féllen auch {iber gewisse Auflésungen im
ersten Argument erhalten werden kénnen.

Lemma 13.3 (a) Sei A ein Ring, und seien M und N A-Moduln. Ist P~ — M eine projektive
Auflésung von M, so gibt es kanonische Isomorphismen

Exty(M,N) = H"(Homa(P,N)),
funktoriell in N.

(b) Sei (X, Ox) ein lokal geringter Raum und seien F und G zwei Ox-Moduln. Ist P — F
eine Auflésung von F durch lokal freie O x-Moduln von endlichem Rang, so gibt es kanonische
[somorphismen

Eaxty (F,G) = H"(Homey, (P, G)).

Beweis (a): Sei N < I' eine Auflosung durch injektive A-Moduln. Dann ist

Exty(M,N) H"(Homa(M,I')) (Definition)
H™"(Homus (P, 1)) (11.16)

(121l
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da I' injektive Komponenten hat und P- — M — 0 exakt ist. Dual zu 11.16 folgt auch, dass
Homu(P,I') = Homa(P',N)

ein Quasiisomorphismus ist, da P projektive Komponenten hat und 0 — N — I' exakt ist.

(b) folgt aus (a), mit denselben Konstruktionen, da man fiir lokal freie O x-Moduln P kano-
nische Isomorphismen

Extyy (P.G)s = Extyy, (Pr,Gs)

,T

fiir alle z € X hat.

Definition 13.4 Sei A ein Ring und seien zy,...,x, € A. Der Koszul-Komplex K. :=
K (z1,...,2,; A) ist wie folgt definiert: Sei

Koy=A, K =A"=Ae;®...®Ae,, und allgemein K, = A K, = @ Ae; A...Ne;,,

11<...<ip

und d : K, = K,_; die eindeutig bestimmte A-lineare Abbildung mit

p
d(eil/\.../\eip) = Z(—l)”xiyeil/\.../\éiu/\.../\eip,

v=1

wobei é;, das Weglassen von e;, bedeutet. (Insbesondere ist d : K; — Kj bestimmt durch
d(e;) = z;. Es ist d* = 0: selbst nachrechnen).

K. ist also ein homologischer Komplex von freien A-Moduln, wobei K, = 0 fiir p > n. Es ist

Hy(K)=A/<uzy,...,2, > .

Definition 13.5 Fiir einen A-Modul M setze
K(xy,...,x0; M) := K(21,...2,;A) @4 M ,

H(zy,...,xp; M) = H(K.(z,M))

Beispiel 13.6 Fiir v € A ist K.(x; M) der Komplex M % M.
Definition 13.7 (a) z € A heifit Nullteiler fiir den A-Modul M, wenn m € M ~\ {0} existiert
mit x -m = 0.
(b) Eine Sequenz (x1,...,z,) in A heifit M-regulére Sequenz, wenn gilt
x71 ist kein Nullteiler fiir M,
i—1
x; ist kein Nullteiler fir M/ > x;M, fir i > 2.
1

v=

Fiir M = A sprechen wir auch von einer reguldren Sequenz.

Proposition 13.8 Ist (z1,...,x,) eine M-regulire Sequenz, so ist K.(xy,...,z,; M) eine
Auflosung von Ho(xq,. .., 20, M) = M/{xy, ..., x,) M.
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Beweis Die letzte Gleichheit ist klar. Es ist also zu zeigen, dass H;(z1,...,x,; M) = 0 fiir
1 > 0. Wir zeigen dies durch Induktion nach n: Der Fall n = 1 ist klar.

Fiir n > 1 betrachten wir die exakte Sequenz von Komplexen

| | |

OHKp(xl,...,xn;M)*a>Kp(:c1,...,an;M)L po1(T1, .o Ty M) ——0

00— Ki(xy,...,2y; M) —= Kq(21,...,Tps1; M) — Ko(1,. .., 2p; M) = M ——(

o’ B’
00— (21, ..., o) M ———— (21, ..., Tpy1)M

M/{@1, ... 2 M ——0

0 0 0

Hierbei ist « die offensichtliche Inklusion (die e;, A ... Ae;, auf e;, A...Ae;, abbildet), und
es gilt
B 0 , iy EFn 1
/6(611/\"./\6“))_{eil/\"‘/\eipl , Zp:n+1
Weiter ist auch o' die Inklusion, und g’ iiber den Isomorphismus
M/{xq,... ,:Bn>M.rn§rl<x1, ey Ty )M [y, )M
definiert (die Injektivitit dieser Abbildung folgt aus der M-Regularitiat von (z1,...,Zn41)).

Nach Induktionsannahme sind die beiden #ufleren Spalten exakt; es folgt H;(x1, ..., zpy1; M) =
0 fiir 7 > 0.

Satz 13.9 Wird das Ideal I C A von einer reguléren Folge x4, ..., x, erzeugt, so gilt

Exta(A/T, 4) = { ({ sonst

Beweis Nach 13.8 ist K.(x1,...,z,; A) eine freie Auflésung von A/I, also

13.3 (a) 0 fir ¢>r,

Exty(A/1, 4) AJT fiw i=r.

H'(Homy(K.(x1,...,1,;A),A)) © {

Beweis von (x): Der Fall i = r folgt aus der expliziten Beschreibung des Koszulkomple-
xes. Setze nun Ay = A, A, = A/{x1,...,2,),0 < v < r. Wir beweisen durch absteigende
Induktion nach v, dass

Exty(A/I,A) =0 fir i<r—v.
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Fiir v = r ist nichts zu zeigen.

Fiir den Induktionsschluss betrachte die exakte Sequenz (fiir v < r)
0—>A,13A4,_,—A,—0

(Beachte, dass x, wegen Regularitat der Sequenz kein Nullteiler in A, _; ist). Die zugehorige
lange Fxt-Sequenz liefert nach Induktion eine Injektion

(13.9.1) Ext' M (AL A, 1) =0 — Exty(A/I, A, 1) = Ext' (A1, A, 1)

firi —1 <r—v,alsoi <r — (v—1). Diese Abbildung wird aber auch induziert von der
Multiplikation A/I %% A/I (wegen der Eindeutigkeit der A-Modulstruktur auf Ext’,(M, N)
fir A-Moduln M und N — diese folgt aus der Eigenschaft von universellen J-Funktoren
vom Fall i = 0, d.h., Homa(M, N)). Diese Multiplikation ist aber die Nullabbildung (wegen
z, € I), also auch die Abbildung (13.9.1); es folgt Fxzty,(A/I,A,_1) = 0.

Proposition 13.10 Sei A ein regulérer noetherscher lokaler Ring mit maximalen Ideal m.
(a) Ist z € m ~m?, so ist A/(x) reguliir mit dim(A/{x)) = dim(A) — 1.
(b) Sind z,...,x, Elemente in m, deren Bilder 7y, ..., T, in m/m? linear unabhiingig {iber

dem Restklassenkorper k = A/m sind, so ist (z1,...,z,) eine regulire Folge.

Beweis (a): Sei §(A) die kleinste Zahl n € Ny, fiir die es Elemente a4,...,a, € m gibt,
so dass A/{ay,...,a,) endliche Liange hat. Nach der lokalen Dimensionstheorie gilt dann
d(A) = dim(A) (fiir jeden noetherschen lokalen Ring, sieche Alg. Geo. I, Corollar 8.25).
Offenbar gilt dann fiir jedes x € m

0(A) < 0(A/(x)) + 1,
also
(13.10.1) dim(A) < dim(A/(z)) + 1.

Weiter ist der Ring A = A/(x) lokal mit maximalen Ideal m = m/(z). Wir haben also eine
exakte Sequenz von k-Vektorrdumen

k' — m/m?>—m/m?>—0

(13.10.2) Lo s

Ist nun = ¢ m?, so folgt mit (13.10.1)

dimy,(m/m?) = dimg(m/m?) + 1
I \%

dim(A) < dim(A4)+1.
Hier gilt die linke Gleichung, da A regulér ist, und die rechte Ungleichung, da A noetherscher

lokaler Ring ist (Alg. Geo. I, Satz 8.23). Alle Ungleichungen miissen also Gleichungen sein,
und es folgt, dass A regulér ist, von der Dimension dim(A) — 1.

110



(b): Wir benutzen, dass ein regulédrer lokaler Ring integer ist (siehe z.B. Matsumura, Com-
mutative Algebra; S. 118, Theorem 34 und S. 120, Theorem 35). Hieraus folgt, dass x; kein
Nullteiler ist. Ist schon gezeigt, dass (z1,...,z;) eine regulédre Folge bilden (i < r), so ist das
Bild von z;41 in R; = R/{x1,...,x;) nicht null, da Zy,...,T;;; linear unabhingig in m/m?
sind (Fiir das maximale Ideal m; = m/(xy,...,z;) C R; ist m;/m? = (m/m?)/(T1,...,T;)).
Also ist auch x;;; Nichtnullteiler im reguldren Ring R;, und (z1,...,z;11) ist regulér; dies
liefert den Induktionsschluss.

13.11 Beweis von Satz 13.2: Fiir ¢ : X — P mit Idealgarbe J wie in 13.2 haben wir eine
exakte Sequenz von lokal freien Garben

0= J/J? = " Qpj, = Q= 0.

Wir zeigen zunichst Bty (i.Ox,wp) = 0 fiir m # N — d. Hierfiir kénnen wir, durch
Basiswechsel, annehmen, dass k algebraisch abgeschlossen ist. Fiir x € X abgeschlossen
haben wir dann eine exakte Sequenz (1.12)

(13.11.1) 0= J,/J2 Qoy, k(z) — mp,x/m;x — mX,x/m;x —0.

Es folgt, dass J, fiir # € X durch reguliare Parameter x4, ..., 2xy_4 € mp, erzeugt wird, und
mit 13.9 folgt
El’trgp (’i*Ox, (,Up)m = E.Z'ﬁgpm (Op’m/Jx, OX@)
= 0firm#N —d.
Fiir x € P — X verschwinden beide Halme. Es folgt die Behauptung, da die abgeschlossenen
Punkte x dicht in X liegen.

Wir betrachten nun m = N — d. Sei U C P offen so, dass J|y als Oy-Modul von N — d
Schnitten sy, ..., Sy_q erzeugt wird. Betrachte den Komplex von Op-Moduln (s; € J(U) C
OU(U))

N—-d
K = KA(Sl, .. -,SN—d;OU) . Kl = Og_d = @OUG,,
v=1

0— AN-dON~4 5 BAloN-d 4 o
e, — S;6;

p
dp:el-l /\.../\Gz‘p — Z(—l)”’lsiyeil /\/\ély/\/\e,p
v=1

Nach (13.11.1) und 13.10 (b) ist ($1)z,-- ., (Sn_a)e fiir € (X) N U eine regulire Folge in
Ox,. Nach Lemma 13.8 ist daher K. eine Auflosung von Hy(K.) = Oy /Imdy = Oy/Jy
durch freie Op-Moduln, Jy = J|y. Nach Lemma 13.3 ist daher kanonisch

Exty, (Ov/Ju,wplv) =2 H™ (Home,, (K., wp|v))

also hat man einen Isomorphismus

dx

N—d %N-g
Bty Oy o orle) Seoker | 0wk /7
PU s} - LTly v/Ju,Wp|u) — COKer - 3 = wp| wp|y
g v (tu)p — 2 (=D* lsutu ’ ’

p=1
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und damit einen Isomorphimus

% N—-d Nk

7 MOU (OU/JUaWPhj) — 1 wP|U .
Andererseits haben wir nach 4.9 eine exakte Sequenz von lokal freien Ox-Moduln

0— " J/J> = i*Qpp — Uy — 0
und somit einen kanonischen Isomorphismus

Fwp = ANt Qp), = AN TP © MO,
und nach Definition ist A%Q% I = Wx Es folgt durch Verkleben
Exty 4(i,.0x,wp) = i, [(A"4* T/ )Y @ i*wp] = dwx

q.e.d.
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