Lineare Algebra I
Prof. Dr. Uwe Jannsen Wintersemester 2005 /06

80 Inhalte und Fragestellungen

1) Losungen von linearen Gleichungssystemen: Ist das lineare Gleichungssystem in 4
Variablen
r 4+ 2y + 3z + 4w =1
20 + 3y + 4z + dw = 1
v + 4y + 5z + 6w = 1
dr 4+ Sy + 6z + dHw = 1

16sbar? Wenn ja, wieviele Losungen hat es? Welche Struktur hat die Losungsmenge?

Allgemeiner betrachte das Gleichungssystem mit n Variablen und m Gleichungen
(m und n beliebig!)

a1y + a12To+ +ai,ty, = b1
2171 + Q22X+ +ag,r, = by
Am1 21+ FUmnTn = bm
Formale Vereinfachung: schreibe
Az =0
mit einer (m x n)-Matrix
aiyp ... Qip
A= : : = (@ij)i=1,...m
7j=1,..,n
Qm1 Qmn

2) Formale (und praktische) Sprache: Vektorrdume und lineare Abbildungen zwischen
ihnen. V, W Vektorrdume iiber einem festen Grundkérper K (z.B. K = R oder
K =C).

Beispiel: R = {(z1,...,2,) | 1,...,2, € R} ist ein reeller Vektorraum (Vektor-
raum iiber R). Manchmal schreiben wir die Vektoren auch als Spalten wie oben

X1

T



Anschauliche Bilder fiir n = 2 und n = 3:
n = 2 : Ebene

(Vektoraddition)

n = 3 : Raum

~

Fiir hoherdimensionale Radume gibt es teilweise auch physikalische Bedeutung und
Anwendung;:

R* Raum-Zeit (Relativititstheorie)
R® Ort-Impuls (Klassische Mechanik)

Aber in Rechnungen (z.B. bei Optimierungsproblemen mit vielen Variablen, z.B.
den Materialien einer chemischen Produktion) braucht man oft beliebig hohe Di-
mensionen. Das macht nichts - die Rechnerregeln sind immer diesselben, z.B.

(X1, xn) + W1y Yn) = (T1 F Y1y, T+ Yn) -
Zuriick zu den Gleichungssytemen: Matrizen kénnen als lineare Abbildungen
p: V=W
zwischen Vektorrdumen gedeutet werden. Die Matrix A oben liefert

R* — R™
T — Az

Die Losbarkeit des Gleichungssystems wird zuriickgefithrt auf die Fragen: Ist A
injektiv, surjektiv, bijektiv?

Aulerdem werden wir einen Dimensionsbegriff entwickeln, mit Hilfe des Begriffs
einer Basis, und die Rangformel benutzen

dimV = dimkeryp+rg ¢
n = dimker A +rg A.



81 Mengen

Aussagen und logische Symbole

Eine Aussage kann entweder wahr (W) oder falsch (F) sein. Seien A, B, ... Aussagen.

A & B ist wahr genau dann, wenn A und B beide wahr sind oder beide falsch sind.

A A B ist wahr genau dann, wenn A und B wahr sind.

AV B ist wahr genau dann, wenn A oder B wahr sind. (kein ausschliefendes “entweder
oder”!)

—A ist wahr genau dann, wenn A falsch ist.

A = B ist wahr genau dann, wenn A falsch ist oder B wahr ist.

Wahrheitstafel
A B -A ANB AvB A= B A&B

w w F w w w w
w F F F w F F
FWw W F w w F
F F W F F w w

Corollar 1.1 (a) -(AA B) & (mAV —B)
(b) =(AV B) & (AN —-B)
(¢c) (A= B) < (-AV B)
= (—\B = —\A)
(d) (A< B) (A= BAB=A)

Beispiele 1.2 Betrachte die folgende Aussagen fiir eine natiirliche Zahl n:
A n ist gerade

B n ist ungerade

C n ist negativ
Dann gilt:

AV B ist wahr

ANB ist falsch

C ist falsch

(AVv B)VC ist wahr

Lemma 1.3 (a) (AVB)VC < AV (BVC)
(b) (ANB)ANC < AN(BAC)

(c) AN(BVC)< (ANB)V(ANC)

(d) AV(BAC)&= (AVB)AN(AVO)

Mengen

Wir halten uns nur an die folgende “naive” Definition, ohne grundlegendere Fragen der
Mengenlehre zu diskutieren.



Def. 1.4 (Georg Cantor, 1845-1918) Eine Menge ist eine Zusammenfassung bestimm-
ter wohlunterschiedener Objekte unserer Anschauung oder unseres Denkens — welche die
Elemente der Menge genannt werden — zu einem Ganzen

Die Zusammenfassung wird durch Mengenklammern { } bezeichnet.

Beispiele 1.5
N =1{1,2,3,4,5,...} ist die Menge der natiirlichen Zahlen.

Z=A...,-3,-2,—-1,0,1,2,3,4,...} ist die Menge der ganzen Zahlen.
Q={...,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,...} ist die Menge der rationalen Zahlen.
R={..,-3-2-1,0,1,2,3,4,...} ist die Menge der reellen Zahlen.
C={...,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,...} ist die Menge der komplexen Zahlen.

Beispiele 1.6
{1,1,2} ={1,2}
{1,{1},2} # {1,2}
(N2} #2

{{z}} # {=}

Bez. 1.7 (a) x € M heifit = ist Element der Menge M (oder x liegt in M).
b)yx¢ M & —(zeM)

Beispiele 1.8: (a) —1€Z, -1 ¢ N
(b) N e {N,Z}
(c) e {1, {1},2}, {1} € {1,{1},2}

Definition 1.9 Die leere Menge () ist die Menge, die kein Element enthilt.

Definition 1.10 Seien M, N, ... Mengen.
(a) Zwei Mengen sind gleich, wenn sie diesselben Elemente enthalten, also

M=N&@xeMszeN)
(b) M C N(M enthalten in N) wenn jedes Element von M auch in N liegt, also
MCN&((rxeM=zeN)
(c) Der Durchschnitt zweier Mengen wird definiert durch
MNN={x|zxeMANxeN}
(d) Die Vereinigung zweier Mengen wird definiert durch
MUN={z|ze MVzeN}
(e) Das Komplement von N in M wird definiert als
M~N={zxeM|z¢N}

(wir verlangen nicht N C M!)



Bild: ...

Hier haben wir, wie oft spéter, Mengen durch Aussagen definiert: Ist A(x) eine Aussage
die von einer Variable z abhéngt (oft x in einer Menge N laufend), so kénnen wir bilden

M = {x | Ax)},

die Menge derjeningen z fiir die A(x) wahr ist. Betrachtet man dies nur fiir die Elemente
von N, so schreibt man
M={zxeN|A(z)}.

Beispiele 1.11 (a) N C Z, aber N # Z.
(b) N e {N,Z} und {N} C {N,Z}, aber N ¢ {N, Z}.
() NNZ=N,NUZ=7Z,Z~N={0,-1,-2,-3,...}
(d) Fiir jede Menge M gilt
DCM, MCM, MUD=M, MNO=10.
Insbesondere ist also die leere Menge Teilmenge jeder Menge!

Def. 1.12 Die Potenzmenge B(M) einer Menge M ist die Menge ihrer Teilmengen:

PM) ={N|NCM}.

Beispiele 1.13 (a) P({1,2}) = {0, {1}, {2}, {1,2}}.
(b) {N,Z} C P(Z).

Lemma 1.14 Fiir Mengen L, M, N gilt

(a) (LNM)NN = LNn(MnNN)
(b) (LUM)UN = LU(MUN)
(c) LN(MUN) = (LNM)U(LNN)
(d) LUMNN) = (LUM)N(LUN)

Dies folgt sofort aus 1.3! (Warum?)

Bez. 1.15 (All- und Existenzquantoren)

Sei M eine Menge und A(z) eine Aussage iiber z(€ M)
v A(z) heifit: Fiir alle x € M gilt A(x).

xeM

3 A(z) heifit: Es existiert ein x € M, so dass A(z) gilt.
zeM

3! A(x) heifit: Es existiert genau ein x € M, so dass A(x) gilt.
zeM

1
(Manche Biicher schreiben A fiir v bzw. \/ fir 3 bzw. \/ oder I fir 3! ).

zeM rEM rEM €M zeM zEM zEM
Wir schreiben auch oft Vo € M : A(x), oder 3a € M : A(z), usw.

Beispiele 1.16 (a) vV x> 0 ist falsch
T EL

(b) 3 x> 0 ist richtig.

TEZ



(¢) 3! x>0 ist falsch.

TEZ

(d) V (xr>0=2z¢eN) istrichtig.
TEZ

(e) V (z>0=2¢eN) ist falsch.
zeR

Es gilt die folgende wichtige Regel fiir die Negation:

Regel 1.17 (a) ﬂ(m‘gM Az)) & erM —A(x)
() ~( 3, 40) Y, ~A(x).

Beispiele 1.18 (a) Das Gegenteil von “Alle Hérer der LA T haben die Vorlesung verstan-
den” ist “Es gibt einen Horer der LA I, der die Vorlesung nicht verstanden hat”.

(b) Die Aussage 1.16 (e) war falsch. Die Negation ist

3 =(x>0=2€N)
zeR

& Jr>0Ax¢N
zeR

und ist richtig (wéhle z = 0,5).

(c) Das Gegenteil von M C N ist =( ¥V x € N), und dies ist dquivalent zu 3 = ¢ N.
zeM zeM

82 Abbildungen

Def. 2.1 Seien M und N Mengen. Eine Abbildung
f:M—N

von M nach N ist eine Zuordnungsvorschrift, die jedem Element z € M genau ein y € N
zuordnet. Dieses y wird dann mit f(x) bezeichnet und heifit Bild von = unter f. M heifit
Definitionsbereich oder Quelle der Abbildung und N heifit Wertebereich oder Ziel der
Abbildung.

M und N sind hierbei fest vorgegeben! Insbesondere gilt

Def. 2.2 Zwei Abbildungen
f:M—N, f:M—N

heiflen gleich, wenn gilt:

M=MAN=NA(Y f(z)=f(z).

xeM

Beispiele 2.3 (a)
f: {Menschen} — {Menschen}

x +— Tochter von z



ist aus zwei Griinden keine Abbildung: nicht jeder Mensch hat eine Tochter (dann kann
ich kein Element zuordnen), und es gibt Menschen, die mehr als eine Tochter haben (dann
ist die Zuordnung nicht eindeutig).

(b) Nach 2.2 sind die Abbildungen

f: N - N
r — x?
g: R —- R
r — x?

verschieden; es gibt also keine “Abbildung f(x) = 2%”.

Def. 2.4 Sei f: M — N eine Abbildung.
(a) Sei x € M und y € N. Dann heifit  Urbild von y (unter f), wenn

y = f(r).

(b) f heiBt injektiv (und Injektion), wenn jedes y € N hochstens ein Urbild hat, wenn
also gilt

v v (fl@)=flz)=2=2).

xeEM zeM

(& v v (=#z=f2)# 1)

zeM zeM

(c) f heiit surjektiv (und Surjektion), wenn jedes y € N (mindestens) ein Urbild hat,
wenn also gilt

v 3 fle)=y.

yeEN zeM

(d) f heifit bijektiv (und Bijektion), wenn f injektiv und surjektiv ist, d.h., jedes y € N
genau ein Urbild hat, wenn also gilt

v 3! flz)=y.

yeEN zeM
In diesem Fall erhédlt man eine wohldefinierte Abbildung
f': N - M

y +— zmit f(x)=1y
d.h., das Urbild von y

! heift inverse Abbildung zu f oder die Umkehrabbildung von f.

Beispiele 2.5

(@) f: {abc} — {1,2}
a — 1
b — 2
c — 1

ist surjektiv, aber nicht injektiv.
(b) f: R — R ist bijektiv.

x — a3



(c) f: N — N ist

r — x

injektiv, aber nicht surjektiv.

Definition 2.6 Sei f : M — N eine Abbildung.
(a) Fiir U € M heifit

F0)={yeN| 3, @)=y} ={f@) €U}

das Bild von U unter f.
(b) Fiir V' C M heif}t
fV)={zeM] f(x) eV}
das Urbild von V unter f.
Wir schreiben auch f~*(y) statt f~'({y}) fiir ein y € N.

Beachte: In (b) setzen wir nicht voraus, dass f bijektiv ist und eine Umkehrabbildung f~*
existiert. Ist f aber bijektiv, mit Umkehrabbildung g = f~1, so ist fiir V C N

f~YV) (nach Def. (b))
=¢g(V) (nach Def. (a)).

Bemerkung 2.7 Fiir eine Abbildung f : M — N gilt

f surjektiv < f(M)=N.

Beispiele 2.8 Wir betrachten die Beispiele von 2.5
(a) Fir f: {a,b,c} — {1,2}
a — 1
b — 2
c — 1
ist f({a,b}) = {1,2}, f({a,c}) = {1}, 71 (1) = {a,c}, f71(2) = {b}.
(b) Fiir f: R — R, z — 2% und reelle Zahlen a < bist f(]a,b[) =]a®, v*[, und f~!(]a,b]) =
J/a, Vo[

(Hierbei ist Ja,b] : = {z € R|a <z < b} das offene Intervall zwischen a und b.
(c) Fir f: — Nist
r — 2?

t{1,2,3,...,10}) = {1,2}.

Satz 2.9 Sei [ : M — N eine Abbildung.
(a) Sind Uy, Us € M, so gilt

U1 - U2 = f(Ul) - f(UQ) .

(b) Sind V3, V4, C M, so gilt

VicVa= f (W) C f'(Va).

8



(c) Fiir alle U C M gilt

(d) f injektive v fTHAU)=U

UCM
(e) Fiir alle VC N gilt

(f) f ist surjektiv < VZN f(fH(v)) =V.
Beweis (a) Sei U; C Uy
yefliy= 3 y=1r@) 7 3 y=[@)=yefl)

€Uz zeUsy

(b) Sei V1 C Vp
e f1 (V)= fla) eVi= f(z) Vo= ae fH(Va).

(©)zeU= f(z) € f(U) =€ f(f(U))
(d) z.z. finjektive v fUf(U)) CU
UCM
“=” Sei f injektiv und U C M. Dann gilt: z € f~1(f(U)) = f(x) € f(U) e
3 fle)=f(2) = 2x=F=>2€U
zeUu f inj.
“<” Wir zeigen: f nicht injektiv = 3 f~1(f(U)) € U. Ist f nicht injektiv, so gibt es
VCM

x,& € M mit z # & aber f(z) = f(&). Sei U = {z}. Dann ist f~2(f(U)) = f~(f(z)) D
{z,z} und 7 ¢ U. (geht auch direkt)

(ye fFH VN 3 fla) =y Weiter gilt: x € f1(V)

zef~1(V)

Rl f(z) € V. Zusam-

men folgt y € V.
(f) “=” Sei f surjektiv und V. C N.y € V. = 3 y = f(z), und nach Def. folgt

[ osurjzeM

z € f74V) und damit y € f(f~1(V)). Es gilt also V C ff~(V).
“<” Seiye N. {y} C f(fHy)) = 3 Y= f(z) = y hat ein Urbild.

zef~1(y)

Satz 2.10 Sei f : M — N eine Abbildung, seien Uy, Us C M und Vi, Vo, C N. Dann gilt
(a) f'(MuUV) = fHV)U (V)
(b) ffVinVe) = fHVi)nf (V)
(c) f(LLiuls) = f(U)U[f(Us)
(d) f(U1NnUy) < f(Up)N f(Usy) (im Allgemeinen gilt keine Gleichheit).

Beweis (a): x € f~1(11 U V,)
& flr) e ViU,

& f(r) e ViV f(z) € Vs
e fH(Vi)vae fH(1h)
s xe fTH (V) Uf(Va)

(b): analog



(c):ye f(ULUlh)
& 3 y=f(v)

xeU1UU2
& Jy=fz)v I y=[f(z)
zel; x€Us

< ye f(Vi)u f(ls)
(d): Ubungsaufgabe!

Def. 2.11 Seien g : L — M und f : M — N Abbildungen. Dann ist die Komposition
(oder die Hintereinanderausfiithrung)

fog:L— N

von f und g definiert durch
(fog)(x) = flg(x)).

Manchmal schreiben wir nur fg.

Beispiele 2.12 (a) Fiir jede Menge M hat man immer die identische Abbildung (oder
Identitét)
T = x.

Diese ist offenbar bijektiv. Ist f : M — N eine Abbildung, so ist
foidy =f, idyof=f.
(b) Ist f: M — N eine bijektive Abb., so ist f~! bijektiv, und es gilt
flof =ida, fof ' =idy.
(c)Firg:R—Rund f:R—Rist fog=gof:R—R.

T — x2 T 3 z — 20

(d) Firg:R—Rund f: R —Rist fog(z)=e¢" und go f =€ also fog#go f.

T — x? T — et

(e)Sei f:Z—Rundg:R—Z

T x — [z]
wobei [z] := grofite ganze Zahl, die kleiner oder gleich x ist. Dann ist go f =idz : Z — Z
und fog: R—R

Satz 2.13 Seien g : L — M und f : M — N Abbildungen.

injektiv injektiv
Sind f und g < surjektiv 3, so ist auch fog < surjektiv
bijektiv bijektiv

10



Beweis 1) Seien f und g injektiv.

Fiir z, 2’ € L gilt: (fog)(z) = (fog)(@) & flg(z)) = f(g(z)) fﬁj_g(@") = g(a') T E
2’. Also ist f o g injektiv.

2) Seien f und g surjektiv. Dann ist
g(L)=M und f(M)=N,
also (fog)(L)= f(g(L)) = f(M) =N, d.h., fogist surjektiv.

3) Der dritte Fall folgt aus den ersten beiden.

Satz 2.14 Seien f : M — N und g : N — M Abbildungen. Ist g o f = idy, so ist f
injektiv und ¢ surjektiv.

Beweis Sei g o f = idy. Sind z,2’ € M mit f(x) = f(a'), so ist auch x = g(f(x)) =
g(f(2')) =a'. Also ist f injektiv.

Ist z € M, so ist x = g(f(x)), = hat also das Urbild f(z) unter g. Also ist g surjektiv.

Corollar 2.15 Eine Abbildung f : M — N ist genau dann bijektiv, wenn es eine Abbil-
dung g : N — M gibt mit

gOfZIdM und fogzldN

Beweis Die eine Richtung folgt aus 2.12(b): Ist f bijektiv, so leistet g = f~! das Verlangte.
Die andere Richtung folgt aus 2.14.

Beispiel 2.16 Sei M eine Menge. Fiir U C M heifit
Cu(U):=M~\U
das Komplement (oder die Komplementidrmenge) von U in M. Die Abbildung

Cyu: PM) — PM)

ist bijektiv, denn es ist Cps o Cyy = idgpry : Oy (Cyu(U) = M N (M \U)=U VYU C M:

(xeMNANzg(M\NU)) & (reMA-(xeMAnAnx¢gU))

S czeMAN(xgMVeel)

& (xeMANxgM)V(eeMAnAzel)
&S el

Def. 2.17 Sei f : M — N eine Abbildung und U C M. Dann heifit die Abbildung

f|U: U —- N
x =~ f(z)

die Einschriankung von f auf U.

11



83 Gruppen

Wie fafit man manthematisch Begriffe wie Addition oder Multiplikation (z.B. von natiirlichen
Zahlen oder reellen Zahlen, oder von Matrizen...)?

Def. 3.1 Eine (innere) Verkniipfung auf einer Menge G ist eine Abbildung
w:GxG—G.

Man wahlt dafiir auch oft Symbole wie o, -, + und schreibt zum Beispiel ¢, o go statt
(g1, g2), also fiir das Element, welches dem Paar (g1, go) zugeordnet ist.

Def. 3.2 Eine Gruppe ist eine Menge G mit einer Verkniipfung
0:GxG—(G

fiir die die folgenden Eigenschaften gelten

(i) (Assoziativitdat) Fiir alle x,y, z € G gilt

(zroy)oz=wmxo(yoz).

(ii) (Existenz eines neutralen Elementes) Es gibt ein e € G mit

eox=x=xo0e firallex e .

(ili) (Existenz von Inversen) Sei z € G. Dann gibt es ein y € G mit

yoxr=e=x0y.

Definition 3.3 Eine Gruppe (G, o) heifit kommutativ, wenn gilt

A Toy=yox.
z,yeG

Lemma 3.4 Sei (G, o) eine Gruppe.
(a) Das neutrale Element ist eindeutig.

(b) Fiir jedes x € G ist das inverse Element eindeutig bestimmt; wir bezeichnen es mit
x L.
Beweis (a): Seien e und ¢’ neutrale Elemente. Dann ist

IciolN

*
€E—=¢€co0e =¢

(%, da ¢ neutral, **, da e neutral).

12



(b): Seien y und ¥’ inverse Elemente zu x € G. Dann ist

y=yoe=yo(zoy)=(yox)oy =eoy =y

Beispiele 3.5 (a) Die Verkniipfung + auf N ist assoziativ, aber es gibt kein neutrales
Element, und keine Inversen. Auf Ny gibt es das neutrale Element 0, aber zu n € N kein
Inverses.

(b) (Z+) ist eine kommutative Gruppe. Das neutrale Element ist 0, das Inverse von z ist
—.

(c) Die Verkniipfung - auf Z ist assoziativ und kommutativ, die 1 ist ein links- und
rechtsneutrales Element, aber fiir x # 1 hat x kein Inverses beziiglich der Multiplikation.

(d) Sei Q die Menge der rationalen Zahlen. Die Menge Q* = Q . {0} ist beziiglich der
Multiplikation eine Gruppe.

(e) Die Verkniipfung
— L X1 — Z
(a,b) — a—1»>

ist weder assoziativ noch kommutativ; es gibt kein neutrales Element.

(f) Bei endlichen Gruppen wird die Verkniipfung manchmal durch eine Gruppentafel
(oder Verkniipfungstafel, oder Multiplikationstafel) gegeben; in Zeile z und Spalte y trigt
man x oy ein. Zum Beispiel erhélt man eine Gruppe mit 4 Elementen durch

QO T O

QO T o0
S>T0 0 Q|
QO o o
O [QTTO|0

Dies ist die sogenannte Kleinsche Vierergruppe. Sie ist kommutativ (dies sieht man an
der Symmetrie beziiglich der Diagonalen \). In einer Gruppentafel miissen in jeder Zeile
und jeder Spalte alle Gruppenelemente vorkommen (also jedes Element genau einmal)
(warum?).

(g) Sei G eine Gruppe mit 2 Elementen. Dann mufl die Gruppentafel wie folgt aussehen
(e ist das neutrale Element, und a ist das zweite Element)

ISEEQ
L O|®
o QR

Bemerkung 3.6 (a) Das neutrale Element einer Gruppe nennt man auch das Einselement
und bezeichnet es manchmal mit 1.

(b) Bei einer kommutativen Gruppe bezeichnet man die Verkniipfung oft mit +; dann
bezeichnet man das neutrale Element mit 0 und das Inverse von x mit —z (und spricht
von Nullelement bzw. dem Negativen von x).

13



(c) Oft lassen wir das Zeichen o fiir die Verkniipfung einfach weg und schreiben zy fiir
die Verkniipfung = o y von x mit y.

(d) Aus dem Assoziativgesetz folgt, dass man in einer Gruppe beliebig klammern kann;
z.B. ist

(zy)(at) = (x(yz))t.
(formaler Beweis fiir beliebig viele Faktoren: Ubungsaufgabe!). Deshalb kénnen wir auch
Klammern ganz weglassen, d.h., xyz schreiben, bzw.

zyzt

fiir den obigen Ausdruck.

(e) Ist (G, +) eine kommutative Gruppe, so kann man in einer Verkniipfung von meherern
Elementen diese Elemente beliebig vertauschen. Also ist z.B.

r+yt+z=z+yt+uw

(formaler Beweis fiir beliebig viele Elemente: Ubungsaufgabe!)

Lemma 3.7 Sei GG eine Gruppe. Dann gilt fiir alle Elemente a,b € G:

(a) (™)' = a.
(b) (ab)~ ' =b"ta" 1.

Beweis Vorbemerkung: Ist in einer Gruppe ba = e (e das neutrale Element der Gruppe),
so gilt b = a~ !, wie durch Multiplikation mit a~! von rechts folgt. Damit zeigen wir:

(a): aa™ = e = a Inverses von a™ .

(b): (b *a™ ) (ab) = b~ a ta)b =b"teb = b7'b = e, also ist b~ 1a~! das Inverse von ab.
Lemma /Def. 3.8 Fiir jede natiirliche Zahl n sei S,, die Menge der bijektiven Abbildungen
o:{1l,...,n} = {1,...,n}.

Diese bildet mit der Verkniipfung

Sp X S, — Sy
(0,7) — oo7 (Komposition von Abbildungen)

eine Gruppe, und heifit die symmetrische Gruppe von Grad n. Die Elemente heiflen Per-
mutationen der Zahlen 1,... n.

Beweis dass S,, eine Gruppe ist: Fiir jede Menge M ist die Menge Bij(M, M) der
bijektiven Abbildungen f: M — M eine Gruppe beziiglich der Komposition

Bij(M, M) x Bij(M, M) — Bij(M, M)

(f,g)— fog,

denn: Die Verkniipfung ist nach 2.13 wohldefiniert (f o g ist wieser bijektiv), und das
Assoziativgesetz gilt: Es ist (f o g) oh = f o (g o h) (Gleicheit von Abbildungen), denn
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fir alle & € M gilt ((f 0 g) o h)(x) = (f 0 g)(h(x)) = F(g(h(x))), und (f o (g 0 ))(z) =
f((goh)(x)) = f(g(h(x))). Ein neutrales Element fiir die Komposition ist ids, da

foidy = f=idpyof,
und inverses Element zu f ist die Umkehrabbildung f~! (siehe 2.12 (a) und (b)).

Bezeichnung 3.9 Fiir eine Permutation (=Vertauschung) o schreiben wir auch o in der

Form 12
(0(1)0(2) N a(nn)>

(unter ¢ steht das Bild o(7) unter o). Z. B. ist

die Abbildung
1—2
23
3—1.

Def. 3.10 Die Ordnung einer Gruppe G ist ihre Méachtigkeit und wird mit |G| oder (G : 1)
bezeichnet (sie ist oo oder in N).

Satz 3.11 Sei n € N. Die Ordnung der symmetrischen Gruppe S, ist n!(=1-2-3-...-
(n—1)-n).

Beweis Die Darstellung 3.9 zeigt, dass die Permutation in 5, gerade den verschiede-
nen Anordnungen der Zahlen 1,...,n entsprechen. Bekanntlich gibt es hiervon n! viele.
(Ausfiihrlicher Beweis mit vollstandiger Induktion).

Def. 3.12 Sei (G, o) eine Gruppe. Eine Teilmenge U C G heifit Untergruppe von G, wenn
U mit der Einschrankung der Verkniipfung von GG wieder eine Gruppe ist.

Beispiele 3.13 (a) Z ist eine Untergruppe von (R, +).

(b) Fiir jedes m € Z ist mZ = {m -z | x € Z} eine Untergruppe von (Z, +).

Lemma 3.14 Sei G eine Gruppe, und sei U C G eine nicht-leere Teilmenge. Dann sind
dquivalent

(a) U ist Untergruppe

(b) Es gelten die drei Bedingungen

(i) V x,y € U (Abgeschlossenheit unter der Verkniipfung)
z,yel

(ii) e € U, wenn e das neutrale Element von G ist.

(i) v z'eU.

zeU
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Beweis (a) = (b): Sei U Untergruppe. Dann gilt (b)(i) nach Definition. Weiter gibt es ein
¢ € Umit ¢z =x =z fiirallex € U. Dann folgt ¢ = e =¢'-¢'-(¢/) 71 =¢'- (/)7 =,
also (b)(ii). SchlieBlich gibt es fiir jedes x € U ein y € U mit yz = e = zy. Aus der
Eindeutigkeit des Inversen in G folgt z! =y € U, also (b)(iii).

(b) = (a) ist klar.
Lemma/Definition 3.15 Seien G, ..., G, Gruppen. Dann ist das Produkt

eine Gruppe beziiglich der Verkniipfung

(gla s 7gn) : <h17 o '7hn) = (91h17g27h27 cee 7gnhn)-

Beweis Die Assoziativitdt folgt sofort aus den Assoziativgesetzen fiir die Gruppen G;.
Das Element (e, ..., e,) ist ein neutrales Element, wenn e; € G; das Einselement von G;
ist. Schlieflich ist das Inverse von (gi, ..., gn) offenbar durch (g;,...,g;"') gegeben.

84 Ringe und Korper

Definition 4.1 Ein Ring ist eine Menge R mit zwei Verkniipfungen

+: RXxR — R
RxR — R
fiir die gilt:
(i) (R, +) ist eine kommutative Gruppe.
(i) Die zweite Verkniipfung - ist assoziativ.
(iii) (Distributivgesetze) Fiir alle x,y, z € R gilt:

(x+y)-z = z-24+y-2
r(y+z) = x-y+az-z.

Bemerkungen 4.2 Wir nennen + die Addition des Ringes R, und schreibn 0 fiir das
neutrale Element von (R, +), und —z fiir das inverse Element von z in (R, +). Die zweite
Verkniipfung - heifit die Multiplikation von R. Eigentlich hétten wir oben schreiben
missen

(y+2)-z=(x 2)+(y-2),

aber wir vereinbaren (wie bei Rechnungen mit reellen Zahlen), dass Multiplikationen vor
Addition ausgefiihrt werden. Weiter schreiben wir z — y fiir © + (—y), und xy fiir z - y.
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Definition 4.3 (a) Ein Ring (R, +, -) heifit kommutativ, wenn die Multiplikation kom-
mutativ ist, d.h., wenn gilt

r-y=y-x firallex,y€e R.

(b) Ein Ring R heit Ring mit Eins, wenn es ein neutrales Element 1 beziiglich der
Multiplikation gibt, d.h., wenn es ein Element 1 € R gibt mit

l-z=z=2x-1 furallex € R.

(c) Ein Ring R heifit trivial, wenn er nur aus der 0 besteht.
(d) Ein Korper ist ein nicht-trivialer kommutativer Ring, fiir den (K~ {0}, -) eine Gruppe
ist. Schreibe auch ¥ fiir vy =yl fallsx € K,y € K~ {0}.

Beispiele 4.4 (a) Z mit der iiblichen Addition und Multiplikation ist ein kommutativer
Ring mit Eins. Z ist kein Korper, da (Z~{0}, -) keine Gruppe ist (2 hat z.B. kein Inverses).

(b) Q und R sind Kérper.

(c) Bei der Matrizenrechnung werden wir spéter nicht-kommutative Ringe kennenlernen.
Lemma 4.5 In einem Ring mit Eins ist die 1 eindeutig.

Beweis Seien 1,1’ € R mit
lz=x-1l=x=1-2=1-2 VzeR.

Es folgt
1-1)z=1-2—1-2=0 VxeR

Firx =1folgt 1 —1"=0, also 1 =1".

Proposition 4.6 Sei R ein Ring.
(a) Firallez € Rgilt 0- 2 =0=z-0.

(b) Fiir alle z,y € R gilt (—z) -y = —zy = x - (—y). Insbesondere gilt (1) -z = —z =
x-(=1).

(c) Fiir alle z,y € R gilt (—x) - (—y) =2 -y.
Beweis (a): Aus dem Distributivgesetz folgt
r-x=0+z)-2=0-z+x -2

und
r-x=x-0+z)=2-0+z- 2
Es folgt die Behauptung, da (R, +) eine Gruppe ist (auf beiden Seiten —(x - x) addieren).

(b): Es ist zu zeigen
r-y+(—x)-y=0
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und
z-yta-(-y)=0

(sieche Vorbemerkung im Beweis von Lemma 3.7). Aber nach dem Distributivgesetz ist

(a
r-y+(—z) y=@—-2)-y=0-y=0

=

und
zoyta-(-y)=z-(y—y =z-0=0.

Lemma 4.7 In jedem Korper K gilt fiir x,y € K:
(a)xz-y=0=2=0V y=0.
(b)2?=1=2=1 V z = —1. (Hierbei ist 2° = x - z).
Beweis (a): Dies ist dquivalent zur Implikation
(z=0Vy=0) = (z-y=0),
also zur Implikation
r#0ANy#0 = z-y#0.

Dies gilt aber, da K ~\ {0} abgeschlossen unter der Multiplikation ist.

(b): Esist 1-1=1und (—1)-(-1) Oy =1 Umgekehrt gelte 22 = 1. Dann ist

(z+1D(z—1) = 2> +z(-1)+ 1z + 1(-1)
= 22—z+2-1=0

Nach (a) ist also z +1 =0 oder z — 1 =0, also = —1 oder x = 1.

Definition 4.8 Ein Teilkorper eines Korpers K ist eine Teilmenge L C K, die durch
die Einschrénkungen der Verkniipfungen + und - von K wieder ein Korper ist. (Analog
definiert man Unterringe von Ringen).

Definition 4.9 Der Korper C der komplexen Zahlen ist wie folgt definiert:
1. Definition (Physiker): C besteht aus allen Ausdriicken der Form a + bi mit a,b € R,

und die Ringoperationen sind definiert durch

(a+bi)+ (c+di) = (a+c)+ (b+d)i
(a+bi) (c+di) = (ac—>bd)+ (ad+ be)i.
Identifiziere die reelle Zahl a mit a + 07 und schreibe ¢ fiir 0 + 13.

Beobachtung: Dann ist i> = —1 und a + bi = a +b- i, wobei + und - die Ringoperationen
sind.

2. Definition (Mathematiker) Definiere auf der kommutativen Gruppe (R?, +) eine Mul-
tiplikation - durch
(a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + bc) .
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Der so erhaltene Ring ist der Kérper C der komplexen Zahlen. Identifiziere R mit einem
Teilkorper von C durch a +— (a,0), und schreibe 4 fiir (0, 1).

Beobachtung: Es ist i> = —1, und jedes Element 148t sich schreiben als a + b -7, wobei +
und - die Ringoperationen sind.

Wir kénnen also in jedem Fall die Elemente von C in der Form z = a + bi mit eindeutig
bestimmten a, b € R schreiben, wobei 2 = —1, und R ist der Teilkérper von C der Zahlen
z mit b = 0.

Beweis dass wir einen Korper erhalten:

1) Dass (C, +) eine Gruppe ist, ist klar (insbesondere bei der 2. Definition).

2) Man rechnet sofort nach, dass - assoziativ und kommutativ ist, und dass die Distribu-
tivgesetze gelten.

3) 1=(1,0) =1+ 0-1ist ein Einselement beziiglich der Multiplikation.
4) C \ {0} ist ein Korper: Beobachtung: Es ist

(a + bi)(a — bi) = a* — (bi)* = a® + 2.

Ist nun a + bi # 0, so ist a # 0 oder b # 0, also a® + b* > 0 in R, also a* + b* # 0. Dann
besitzt a® + b* das Inverse ﬁ in R, und wir haben

1

d.h., a + bi hat das Inverse

@byt P
a?+b2  a?+b> a+0b?

Definition 4.10 Fiir eine komplexe Zahl
z=a+b
heiBt Re(z) := a der Realteil von z und Im(z) := b der Imaginirteil von z. Die Zahl
Z=a—bi
heifit das komplex Konjugierte von z, und
2| = Va2 + b2

heifit der Betrag von z.

Oben haben wir gesehen:
z-Z=a*+b =|z*.

Weiter gilt fiir 2,29 € C
|21 - 22| = |21] - |2,
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wie man leicht nachrechnet (Zeige |21 - 22|* = |21]* - |22]?).

85 Vektorrdume

Die abelschen Gruppen R,R?, R3 kénnen als Mengen von Vektoren visualisiert werden,
und man kann diese Vektoren mit Skalaren multiplizieren. Die mathematische Axiomati-
sierung ist:

Definition 5.1 Sei K ein Korper. Ein Vektorraum iiber K (oder K-Vektorraum) ist eine
kommutative Gruppe (V,+) zusammen mit einer dufleren Verkniipfung

c KxV =V
(A v) — Ao

(genannt Skalarmultiplikation) mit folgenden Eigenschaften: Fir alle A\, A\, Ay € K und
v,v1,09 €V gilt

(i) A1+ X)) -v=A1-v+A-v (1. Distributivgesetz)

(i) A (v1 +v2) =A-v1 +A-ve (2. Distributivgesetz)

(iii) A\ - (A2-v) = (A1-Ag) v (“Assoziativitit”)

(iv) 1-v=v (Neutralitit der Eins).

Man beachte: es gibt zwei verschiedene Additionen 4+ und zwei verschiedene Multiplika-
tionen - : +in KundinV,-in Kund v fir A€ Kund v € V.

Generell lassen wir wieder einige Klammern weg, nach dem Motto “ geht vor +”. Die
Eelemente aus K werden oft Skalare genannt, die Elemente aus V' Vektoren.

Beispiele 5.2 Sei K ein Korper.

(a) Fiir n € N machen wir
K" ={(z1,...,2,) | x1,...,2, € K}

immer wie folgt zu einem K-Vektorraum:

e Die Addition ist die von + in K auf dem kartesischen Produkt induzierte (vergl. 3.15),
d.h., wir setzen

(1, @n) + Wy Un) = (21 F Y1, To+ Yoy oo, Ty + Yn) -
e Die Skalarmultiplikation ist definiert durch
Ay, xy) = (AT, AT, ..o, ATy,)
(b) Sei M eine Menge. Dann machen wir die Menge
Abb(M,R) :={f: M — R}
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zu einem R-Vektorraum wie folgt:

e Fiir f,g € Abb(M,R) definieren wir f + g € Abb(M,R) durch

(f +9)(m) := f(m)+g(m).
o Fiir A € R und f € Abb(M,R) definieren wir A - f € Abb(M,R) durch

(A-f)m) ==X f(m).

(c) Sei L ein Korper und K C L ein Teilkérper. Dann ist L mittels der Verkniipfungen +
und - von L ein K-Vektorraum. Insbesondere ist C ein R-Vektorraum (da R ein Teilkorper
von C ist).

Lemma 5.3 Sei K ein Kérper und V ein K-Vektorraum.
(a) Fir allev € V gilt 0-v =10

(b) Fir alle o € K gilt a- 0 = 0.

(c) Fiir alle v € V gilt (—1) - v = —wv.

Beweis (a): Fiir alle v € V gilt
0-v=(0+0)-v=0-v+0-v,

also 0 =0-wv, da (V,+) eine Gruppe ist.
(b)a-0=a(0+0)=a-0+a-0=0=a-0
(vt (—w=1v+(-1)-v=(1-1)-v=0-vZ0

Definition 5.4 Sei (V, +, -) ein Vektorraum iiber einem Korper K. Eine Teilmenge W C V/
heifit Untervektorraum (oder Unterraum), wenn die Einschriankungen von + auf - auf W
wieder die Struktur eines K-Vektorraums definieren.

Satz 5.5 (Unterraum-Kriterium) Sei V' ein K-Vektorraum und W C V' nicht-leer. Dann
sind dquivalent:

(a) Fiir alle v,w € Wist v +w € W und fur alle v € W und alle o € K ist av-v € W.
(b) Fiir alle v,w € W und alle o, § € K ist av + pw € W.

(¢) W ist K-Unterraum von V.

Beweis (c) = (b) ist trivial

(b) = (a): Setze (a, 3) = (1,1) und (a, ) = (a,0)

(a) = (c): Nach (a) ist W abgeschlossen beziiglich der Verkniipfungen + und - . Nach

Voraussetzung existiert ein v € W; dann folgt nach 5.3: 0 = 0-v € W. Weiter ist fiir
jedes v € W auch —v = (—1) -v € W. Also ist W auch eine Untergruppe von (V,+).

Beispiele 5.6 Sei K ein Korper.
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(a) Fir m,n € N mit m <n ist
W={(x1,...,0,) e K" |2; =0 Vi>n}

ein Unterraum von K".

(b) Betrachte die folgenden Untermengen von R?:

Wy = {(z,y) eR? | 3z+4y =0}
Wy = {(z,y) e R* | 3z +4y=>5}.

W ist ein Untervektorraum, W5 nicht (z.B. 0 = (0,0) ¢ W5)
(c) @* C R? ist kein R-Untervektorraum.
(d) Sei M eine Menge, und sei m € M. Die Menge

{f: M —=R[f(m)=0}

ist ein Untervektorraum von Abb (M, R).

(e) In der Analysis wird gezeigt: die Menge C([a, b], R) der stetigen reellwertigen Funk-
tionen auf dem Intervall [a, ] ist ein Unterraum des R-Vektorraums Abb([a, b]),R) aller
Abbildungen.

Satz 5.7 Sei V' ein K-Vektorraum, und seien W1, ..., W,, Unterrdume von V. Dann ist

wieder ein Unterraum von V.

Beweisn
rye W, = vV zeW, NyeW;
i=1 i€{1,...,n}
= Vv x+4+yeW, (daalle W; Unterrdume sind)
ie{l,...,n}

i=1 ie{l,....,n}
= VvV JAxeW;, (daalle W; Unterrdume sind)
te{1,...,n}
= Xxe W,

86 Gruppenhomomorphismen

Definition 6.1 Seien G und H Gruppen. Eine Abbildung

0:G—H
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heifit (Gruppen)homomorphismus, wenn sie vertriaglich mit den Gruppenstrukturen ist,
d.h., wenn gilt

(g1 92) = ¢(g1) - p(g2) fiir alle g1,g0 € G.

¢ heift Monomorphismus (bzw. Epimorphismus bzw. Isomorphismus), wenn ¢ injektiv
(bzw. surjektiv, bzw. bijektiv) ist.

Zwei Gruppen G und H heiflen isomorph, wenn es einen Gruppenisomophismus zwischen
ihnen gibt.

Bedeutung: Zwei isomorphe Gruppen GG und H konnen fiir die Zwecke der Gruppentheorie
miteinander identifiziert werden; insbesondere haben sie bis auf Permutation der Element
die gleiche Gruppentafeln.

Beispiele 6.2 (a) Sei G eine Gruppe. Fiir jedes g € G haben wir eine Abbildung

L,y G — G
h — g-h

(genannt die Linkstranslation mit g). L, ist bijektiv, denn ist L,(h) = Ly(h'), also gh =
gh', so folgt durch Multiplikation mit ¢g=' von links h = R'; also ist L, injektiv. L, ist
auch surjektiv, denn fiir h € G ist g~'h Urbild von h unter L,: L,(¢g'h) = g(g~'h) =
(997 )h =eh = h.

Die Menge Sqg = Bij(G,G) = {f : G — G | f bijektiv} ist eine Gruppe unter der
Verkniipfung

SG X SG — SG
(f,.f) — fof (Komposition von Abbildungen)

(siehe 3.8). Weiter haben wir einen Monomorphismus

p: G — Sg
g — L

Denn: ¢ ist Homomorphismus:
z.z.: Fiir g,¢" € G ist p(gg') = p(g) o p(g'),d-h., Ly = Ly 0 L.

Hierzu ist zu zeigen: Fiir alle h € G ist
Lgg(h) = (Lgo Ly)(h).
Es ist aber
Lyg(h) = (99")h
und
(Lgo Ly)(h) = Ly(Ly(h)) = Ly(g'h) = g(g'h) -
Die Gleichheit dieser Terme gilt nach dem Assoziativgesetz.

@ ist injektiv:
og)=¢l¢g)=L,=Ly= YheG:Lyh)=Ly(h)= YheG:gh=gh=g=¢
(setze h = e, das neutrale Element von G)
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Lemma 6.3 Sei ¢ : G — G’ ein Gruppenhomomorphismus. Die neutralen Elemente von
G und G’ seien e bzw. €. Dann gilt

(a) p(e) = €.
(b) Fiir alle z € G ist p(z71) = ().

Beweis (a): Es ist
Homom.
ple) = plee) "="ple)p(e)
Durch Multiplikation mit op(e)™! folgt

(b) Es ist
—1\ Homom. — (a)

p(x)p(z™h) =T plzrT) = ple) = ¢

Durch Multiplikation mit ¢(z)~! von links folgt
pla) = o).

Satz 6.4 Sei ¢ : G — G’ ein Gruppenhomomorphismus.
(a) Fiir jede Untergruppe U C G ist ¢(U) eine Untergruppe von G'.
(b) Fiir jede Untergruppe U’ C G’ ist ¢~ *(U’) eine Untergruppe von G.

Beweis (a): Seien 2',y' € p(U) = 3 ¢(z) =2"Ap(y) =y Dann ist
z,ycU

¢ Homom.

ey =) -ely) T = plx-y) € pU),

da z -y € U (U Untergruppe). Weiter seien e und €’ die neutralen Elemente von G bzw.

G'. Dann ist e € U, also ¢ 640 w(e) € p(U). SchlieBlich ist fiir ' = p(x) € p(U) wie

oben

(@) =) " pa) € o(U),
weil 271 € U. Nach 3.14 ist ¢(U) also Untergruppe.
(b): Seien x,y € ¢~ H(U’") also p(z), p(y) € U'. Dann ist

¢ Homom.

plz-y) " ="¢(x) ¢(y) €U (U" Untergruppe),
also -y € 1 (U"). Weiter ist ¢(e) = ¢ € U’, also e € o1 (U’), und

o0 "L p(a) €U (daple) €V,
also 7' € o1 (U"). Nach 3.14 ist also ! (U’) Untergruppe.

Corollar /Definition 6.5 Sei ¢ : G — G’ ein Gruppenhomomorphismus.
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(a) Dann ist
im (¢) == ¢(G) ={g' €| ER g'}
eine Untergruppe von G’ und heifit das Bild von ¢.

(b) Ist €’ das neutrale Element von G, so ist

ker(p) == ¢~ (¢/) ={g9€ G |plg) =}
eine Untergruppe von G und heifit der Kern von ¢.

Dies sind Spezialfille von 6.4, da G C G und {¢'} C G’ Untergruppen sind.

Satz 6.6 Ein Gruppenhomomorphismus ¢ : G — G’ ist genau dann injektiv (also ein
Monomorphismus), wenn ker(y) trivial ist, d.h., ker(p) = {e} (e das neutrale Element
von G).

Beweis Sei ¢’ das neutrale Element von G'. Sei ¢ injektiv. Es ist nach 6.3 (a) jedenfalls
p(e) = €, also e € ker(p). Ist nun = € ker(p), also auch ¢(z) = €', so gilt x = e wegen
der Injektivitit von ¢, also folgt ker p = {e}.

Sei umgekehrt ker(¢) = {e}. Seien x,y € G mit p(z) = p(y). Dann ist
play™) = p@)e(y) ' =e,

also xy~! € ker(ip), also 2y~ = e, also = y. Daher ist ¢ injektiv.

Lemma 6.7 Seien ¢ : G — G’ und ¢ : G' — G” Gruppenhomomorphismen. Dann ist die
Komposition

Ypop:G— G
ein Gruppenhomomorphismus.
Beweis Fiir z,y € G ist
(Wop)(zy) = v(e(zy)) (Def.)
= U(e(x)e(y)) (¢ Homom.)
(e(@)(e(y)) (v» Homom.)
= (Wop)(@)- (Yop)(y)

Lemma 6.8 Sei ¢ : G — G’ ein Gruppenhomomorphismus. Ist ¢ bijektiv (also ein
Isomorphismus), so ist die inverse Abbildung ¢! wieder ein Homomorphismus (also ein
[somorphismus).

Beweis: Seien 2/,y’ € G'. Wir haben zu zeigen
Beh. ™! (a'y') = ¢~ (a") oM (y).

Beweis Sei o~ (z') = z und ¢

“1(y') = y. Dies bedeutet: x und y sind die eindeutig
bestimmten Elemente in G mit p(z) =

) =" und ¢(y) = y/'. Es gilt
plry) = p(e)ely) = 2y’
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und xy ist natiirlich eindeutig mit dieser Eingenschaft. Daher ist

e @y ) =ay = (@) ().

87 Lineare Abbildungen

Def. 7.1 Sei K ein Korper. Eine Abbildung
o: V=V

zwischen K-Vektorrdumen heifit (K)-lineare Abbildung (oder (K —)Vektorraum-Homomorphismus),
wenn gilt:

(i) Fiir alle vy, vy € V gilt

p(v1 + v2) = p(v1) + @(v2)
(d.h., ¢ ist Gruppenhomomorphismus (V, +) — (V',+))
(ii) Fiir alle A € K und alle v € V gilt

p(Av) = Ap(v).

Ist ¢ injektiv (bzw. surjektiv, bzw. bijektiv), so heifit ¢ Vektorraum-Monomorphismus
(bzw. -Epimorphismus, bzw. -Isomorphismus). Ist V' = V’, so heiit ¢ Endomorphismus.
Ein Isomorphismus ¢ : V' — V heifit (Vektorraum-) Automorphismus.

Bemerkung 7.2 Da ¢ insbseondere Gruppenhomomorphismus (V,+) — (V', +) ist, gilt
nach 6.3
©(0) = 0

o(—z) = —p(z), furallex e V

Beispiele 7.3 Sei K ein Korper.
(a) Seien V und V' K-Vektorrdume. Die Nullabbildung

0: Vv — V/

v — 0

ist eine lineare Abbildung (auch Nullmorphismus genannt).
(b) Die Identitét idy : V' — V auf einem K-Vektorraum ist ein Automorphismus von V.

(c) Sei n € N Fiir jedes i € {1,...,n} ist die i-te Projektion

Di - K" - K
(X1, .. Tp) T

eine surjektive lineare Abbildung.
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(d) Sei V' ein K-Vektorraum. Fiir jedes a € K ist dann die Multiplikation mit «

M,:' V — V

r = a-x
ein Endomorphismus von V| denn:

Mo(z+y) = alz+y)=ar+ay = Ma(z) + Ma(y)
My(62) = o = Bz = AMa(x).
M, heifit auch Streckung mit dem Skalar a.

(e) Die Abbildung
Q: R? — R
(z,y) — 3z+4y

ist R-linear.

Proposition 7.4 Sei K ein Korper, und seien V', V/ und V" K-Vektorraume.
(a) Sind ¢ : V — V" und ¢ : V! — V" lineare Abbildungen, so auch ¢ o : V — V",

(b) Ist ¢ : V' — V' ein Vektorraum-Isomorphismus, so auch die inverse Abbildung ¢~

Beweis: Wir haben dies schon fiir Gruppenhomomorphismen gesehen (6.7 bzw. 6.8). Wir
haben also nur noch die Skalarmultiplikation zu untersuchen:

(a): Fiir v € V und A € K gilt

(o)) = ¥(phw

PR AW(e0) = My o))
(b) z.z. oY (W) = Xp~H(v') (fiir A € K, v € V')

b= W) & pw) =
v e(Av) = Ap(v) = A/
= W)= v =1 (V)

Lemma 7.5 Sei ¢ : V — V' eine lineare Abbildung zwischen K-Vektorraumen.
(a) Fiir jeden Untervektorraum W C V ist (W) C V' ein Untervektorraum.
(b) Fiir jeden Untervektorraum W’ C V" ist ¢! (W’) ein Untervektorraum von V.

(c) Insbesondere ist der Kern von ¢,

ker(p) = {z € V| p(x) = 0}

ein Untervektorraum von V', und das Bild von ¢,

im(p) ={yeV’'| 3, el@) =y}
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ein Untervektorraum von V.

Beweis Nach dem entsprechenden Sétzen fiir Gruppen (6.4 und 6.5) miissen wir nur noch
die Skalarmultiplikation betrachten.

(a): Seiv € ' (W) und X € K
= o) e W VEF o) e W
= () linear Ap(v) € W’
= e (W)

(b): Sei v € (W) und A € K
= Jve W mit p(v) =0
= v e W mit p(\v) o lnear
=  vepW)

(c) ker(y) = ¢~ 1({0}) und {0} C V"’ ist ein Untervektorraum; im(p) = (V) und V ist
UV R (Untervektorraum).

Ap(v) = A’ da W Untervektorraum (UV R)

Beispiele 7.6 (a) Betrachte die lineare Abbildung

P R? — R
(z,y) = 3z+4y

(Beispiel 7.3 (e)). Es ist
ker(p) = {(z,y) € R* | 3z + 4y = 0}

Dies ist der Untervektorraum W; C R? von Beispiel 5.6 (b).

(b) Betrachte das lineare Gleichungssystem (in reellen Zahlen)

3r + 4y + 5z = 0
-r + 2y + z =0

Die Losungsmenge

L= {(x,y,z) € R?

3r + 4y + 52 =0
-r + 2y + 2z = 0

ist der Kern der linearen Abbildung

QY R? — R?
(x,y,2) — (Br+4y+5z,—x+2y+ z)

und daher ein Untervektorraum von R3.

§8 Erzeugendensysteme und Dimension von Vektorrdumen

Bild
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Wie konnen wir die “Dimension” eines Vektorraums definieren — z.B. die Dimension des
Vektorraums L aus Beispiel 7.6(b)?

Sei K ein Korper (z.B. R oder C).

Satz/Definition 8.1 Sei V' ein K-Vektorraum und M C V eine Teilmenge. Dann ist

<M>g:={veV|IneNundvy,...,v, € M und ay,...,a, € K
mit v = vy + Uy + ... + UL}

der kleinste Unterraum von V', der M enthélt und heifit die lineare Hiille (oder der
Spann) von M. Wir sagen auch, dass <M> g von M aufgespannt wird (oder dass <M >
der von M erzeugte Unterraum ist). Setze <(>= {0}.

Beweis der Behauptung: 1): <M >k ist ein Unterraum, denn fiir v,v" €<M >k gibt

es v,...,v, € M und aq,...,0, € K mit v = > oyv;, sowie v},..., v, € M und
i=1

n
/ ’ . ; ’o .
A, .. .ap, € kmit o' = ) oo} Daher ist
i=1

/ ! / /
V+U =o0qv1 .. 0, oy .o,

Element von <M> . Weiter ist fir o« € K
a-v=aoa- (v + ...+ auu,) = (@ay)vy + ... + (aay,)v,

Element von <M>g. Nach dem Unterraumkriterium ist also <M> g ein Unterraum von

V.

2): M C<M>g, denn fiir v € M ist v =1-v €<M>f nach Definition.

3): Ist W C V ein Unterraum mit M C W, so gilt fiir vy,...,v, € M und ay,...,a, € K
n

auch v; € W fiir allei = 1,...,n, also ayv; € W fiir alle ¢ und schlieBlich > av; € W, da
i=1

W Unterraum ist. Also ist <M>C W.

Fir M = {vq,...,v,} schreiben wir auch <wvy,...,v,>k statt <{vq,...,v,}>x. Weiter

schreiben wir oft <M> fiir <M> g, wenn der Korper K vorgegeben ist.

Definition 8.2 Seien vy, ..., v, Vektoren in einem K-Vektorraum V und seien s, ..., €
K. Dann heif3t

n
Z U, = U1+ ... oy,
=1

eine Linearkombination der Vektoren vy, ..., v,.

Bemerkung 8.3 (a) <M >k besteht also aus allen Linearkombinationen von Vektoren
in M.
(b) Ist M = {wvy,...,v,} endlich, so ist

<M>p= {ZOQ'U,L"O(Z‘EK ‘v’z:l,,n}
=1
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Ist ndmlich J C {1,...,n} endlich und sind o; € K fiir ¢ € J, so ist mit
q = (073 1e€J
L0 ied{l,...,npNJ

n
> v = 231 QL .
1=

e

Definition 8.4 Eine Teilmenge M eines K-Vektorraums V' heifit Erzeugendensystem
von V, wenn V =<M>g. V heifit endlich erzeugt, wenn es ein endliches Erzeugenden-
system gibt.

Definition 8.5 Fiir i = 1,...n ist der i-te Einheitsvektor ¢; € K" definiert als
e; == (0,...,0,1,0,...,0), wobei 1 an der i-ten Stelle steht .

Es ist also e; = (0j;) =1

-----

_ 1 =1
5ji T { 0 7j 7é (3
das Kronecker-Symbol ist.

Beispiele 8.6 (a) {ey, es, 5} ist ein Erzeugendensysten von R?.
(b) {e1, €2} ist ein Erzeugendensystem der z —y-Ebene U = {(z,y,2) € R® | 2 = 0} C R3.
Lemma 8.7 Sei ¢ : V' — V”’ ein lineare Abbildung von K-Vektorrdumen, und sei M C V

eine Teilmenge. Dann ist
O(<M>p) =<p(M)>k .

Insbesonder gilt: Ist M ein Erzeugendensystem von V| so ist (M) ein Erzeugendensystem
von im ().

Beweis Die erste Aussage ist klar, da fiir vy,...,v, € M und a4, ..., qa, € K gilt
90(21 ;) = 21 aip(vi) -
Damit folgt auch die zweite Aussage.

Definition 8.8 Sei V ein K-Vektorraum. Dann ist die Dimension von V' (Bezeichnung
dimg V' oder einfach dim V') definiert als die minimale Méchtigkeit eines Erzeugendensy-
stems von V. Es ist also dim V' € [0, co], mit

dimV <oco <« V endlich erzeugt
dmV =0 & V =0.

Beispiel 8.9 Esist {e, ..., e,} ein Erzeugendensystem von K™ (denn fiir v = (z1,...,2,) €
K™ ist v = > x;e;). Also gilt dim K™ < n. Gilt Gleichheit?
i=1
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Lemma 8.10 Ist ¢ : V' — V’ eine surjektive lineare Abbildung, so ist dim V/ < dim V.

Beweis Dies folgt sofort aus 8.7, da fiir die Méachtigkeiten |M| und |[¢(M)| von M bzw.
p(M) gilt: [p(M)| < |M].

Beobachtung 8.11 Sei V ein K-Vektorraum und M C V ein Erzeugendensystem. Gibt
es ein v € M, so dass M ~ {v} immer noch ein Erzeugendensystem ist, so ist also
ve<M ~\{v}>, d.h., es gibt {vy,...,v,} €M~ {v}und ay,...,q, € K mit

V=V + ...+ QU .
Wir konnen dies auch schreiben als
V— 0V — QU] — ... — opUy, = 0.
Dies fiihrt auf:

Definition 8.12 Eine Teilmenge M C V heifit linear abhingig, wenn es Vektoren
v1,...,0, € M gibt, alle paarweise verschieden (d.h., v; # v; fiir i # j), und a, ..., a, €

K, nicht alle gleich 0, mit ) a;v; = 0. Andernfalls heifit M linear unabhingig (oder
i=1

frei).

I' M ist also genau dann linear unabhéngig, wenn gilt:

n
Sind vy, ..., v, € M paarweise verschiedene Vektoren und oy, ..., a, € K mit > a;uv; =0
i=1
sogilta,=0Vi=1,...,n.

Bemerkung 8.13 (a) ) C V ist immer linear unabhéngig, {0} ist linear abhéngig (da
1.0=0).

(b) Endlich viele Vektoren vy, ...,v, € V heiBlen linear unabhéngig (bzw. das Tupel
(v1,...,v,) heifit linear unabhéngig), wenn gilt

(¥*) Y au=0mitoy e K=a0;=0Vi=1,...,n.
i=1

(c) Vektoren vy, ...,v, € V sind also genau dann linear unabhéngig, wenn sie paarweise
verschieden sind, und wenn die Menge M = {v;,...,v,} linear unabhéngig ist. Sind
nédmlich vy, ..., v, linear unabhéngig, so ist fiir 7 # j auch v; # v;, denn fiir v; = v; wére
v; + (—1)v; = 0 eine nichttriviale Linearkombination zu null. Ist weiter I C {1,...,n}

eine Teilmenge mit
o =0 firo; € K,

el
so ist auch
n . o 1el
;a;vizo mltafi:{ Ol il

Gilt nun (%), so folgt o, =0 Vi=1,...,n, also auch o; =0 Vi € I. Damit ist M linear
unabhéngig. Die Riickrichtung ist klar.
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Bemerkung 8.14 (a) In K" sind die Einheitsvektoren e, ..., e, linear unabhéngig:

n Def.
0="> aie; = (ag,..., ) ap=...=a,=0.
i=1

(b) In R? sind ey, €5 und v = (1, 1) linear abhéngig, denn es gilt

e1+e—v=0.

(c) In R3 betrachte die drei Vektoren
v = (1,2,3), Vg = (4,5,6), Vg = (7,8,9)

Sind diese linear unabhéngig? Wir beobachten: vy — vy = (3,3,3) und vz — v = (3,3, 3).
Es folgt vy — v1 = v3 — vy, d.h.,

U1—202—|—03:O.
Also sind die Vektoren linear abhéngig!

Lemma 8.15 Sei V' ein K-Vektorraum und M C V eine linear unabhéngige Teilmenge.
Ist v € V mit v ¢<M>g, so ist M J{v} ebenfalls linear unabhéngig.

Zur Bezeichnung: A U B bezeichnet die disjunkte Vereinigung, also die Vereinigung
zweier disjunkter Mengen (A N B = (). Beachte dass oben v ¢ M.

Beweis Seien vy, . . . , v, paarweise verschiedene Vektoren aus M, und seien o, aq, ..., o, €
K mit
av + av; + . ..o, = 0.

Ist a # 0, so folgt
v=—3) % e<M>g .
i=1
Das ist ein Widerspruch zur Voraussetzung. Also ist a = 0. Es folgt > a;v; = 0, und

i=1
damit auch ay = ... = a,, = 0, wegen der linearen Unabhéngigkeit von M.

Satz/Definition 8.16 Sei V ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge B C V heifit Basis von
V', wenn die folgenden dquivalenten Bedingungen gelten:

(a) B ist Erzeugendensystem und linear unabhéngig.
(b) B ist minimales Erzeugendensytem.
(c) B ist maximale linear unabhéngige Teilmenge.

Zur Erklarung: “minimal” in (b) heiflt, dass keine echte Teilmenge B’ & B Erzeugenden-
system ist, und “maximal” in (c) heifit, dass keine echte gréBere Menge B’ 2 B linear
unabhéngig ist.
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Beweis der Aquivalenz:
(a) = (b): Es gelte (a). Dann ist B ein Erzeugendensystem. Angenommen, B ist nicht
minimal. Aus Beobachtung 8.11 folgt dann, dass B linear abhéngig ist — Widerspruch!

(b) = (c): Es gelte (b). Angenommen B ist linear abhédngig. Dann gibt es paarweise
verschiedene vy, ...,v, € B, und aq,...,a, € K, nicht alle null, mit

n
Z ;0 = 0.
=1

Sei etwa «; # 0 fiir j € {1,...,n}. Dann ist also

vj:—zz—;-vi €<UZ'|Z'#]'>,
i=1
i#]
und damit auch B \ {v;} ein Erzeugendensystem (Beweis: selbst!), im Widerspruch zu
(b). Also ist B linear unabhéngig.

Angenommen, B ist nicht maximal linear unabhéngig. Dann gibt es ein v € V, mit
v ¢ B, so dass B U {v} linear unabhéngig ist. Dass ist ein Widerspruch dazu, dass B
Erzeugendensystem ist (so dass v €<B>f).

(c) = (a): Es gelte (c). Angenommen, B ist kein Erzeugendensystem. Dann gibt es ein
v € V mit v ¢<B>, und nach Lemma 8.15 ist BlJ{v} linear unabhéngig — Widerspruch
zur Maximalitéat von B!

Beispiele 8.17 (a) {ej,...,e,} ist eine Basis von K™ (da Erzeugendensystem nach 8.9
und linear unabhéngig nach 8.14 (a)); diese heiBt die kanonische Basis von K™.

(b) {(1,1), (—1,1)} ist eine Basis von R?.
(c) {(1,1)}, {(1,0), (1,1), (0,1)} sind keine Basen von RZ.

Wir beweisen nun zwei wichtige Resultate iiber Basen. Sei V' ein K-Vektorraum.

Lemma 8.18 (Austauschlemma) Sei B eine Basis von V und E ein Erzeugendensystem
von V. Sei v € Bund w € F mit w ¢ <B \ {v}>g. Dann ist B \ {v} U{w} wieder eine
Basis von V.

Beweis Nach Lemma 8.15 ist B ~\ {v} U{w} linear unahéngig. Aber B \ {v} U{w} ist

auch ein Erzeugendensytem: Da B ein Erzeugendensystem ist, gibt es vy, ..., v, € B und

ap,...,0p € K mit w =) au;. Daw ¢<B ~\ {v} >k gibt es ein ig € {1,...,n} mit
i=1

v, = v und a;, # 0. Dann ist

1 LA
V=0 = W= Y
20 i=1 °
i#i0
Ist nun u € V, so gibt es paarweise verschiedene wy, ..., w,, € Bund 3i,..., 5, € K mit

m
U = Z ﬂjwj.
j=1
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Sind alle w; # v, so ist offenbar u e<B ~{v}>f. Gibt es ein jy, € {1,..., m} mit w;, = v,
S0 1st

u= > Bjw;+ B (ﬁw -2 Ui) €<B~\ A{v} U{wl>k

J#jo iFio

Satz 8.19 (Basisaustauschsatz von Steinitz) Sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum,

sei B = {vy,...,v,} eine n-elementige Basis, und sei E ein Erzeugendensystem von V.
Sei m € Ny mit m < n gegeben. Dann existieren m Elemente wy, ..., w,, € F, so dass
{U}l, cooy Wmy Umepdy - - 7Un}

wieder eine (n-elementige) Basis von V ist.

(man kann also die ersten m Elemente durch Elemente aus E austauschen und erhélt
wieder eine Basis. Fiir m = n erhalten wir {wy, ..., w,}).

Beweis durch vollstandige Induktion iiber m (< n). Fiir m = 0 ist nichts zu zeigen.
Sei die Aussage fiir m bewiesen, so dass wir eine n-elementige Basis

B = {wi, ..., W, Umit,---s0n}

mit wq,...,w,, € F erhalten. Falls m = n, so ist nichts mehr zu zeigen. Sei m < n.
Da B’ eine Basis ist, also ein minimales Erzeugendensystem, ist B’ \ {v,,41} kein Er-
zeugendensystem. Es gibt also ein w € E mit w ¢< B’ \ {v,51} > (denn sonst gilt
E C<B ~{vni1}>k und damit V =<E>gC<B’' \ {v,41}> — Widerspruch!). Nach
dem Austauschlemma ist B' \ {vy41} U {w} = {wy, ..., wp, w, om0, ..., v,} eine Basis
(n-elementig da w ¢ B’ \ {v;,41}), und wir kénnen w,, 11 := w setzen.

Corollar 8.20 Sei V' ein endlich erzeugter K-Vektorraum.

(a) Dann besitzt V' eine endliche Basis, und fiir jede Basis B gilt |B| = dim V. Insbeson-
dere haben alle Basen die gleiche Méchtigkeit.

(b) Fiir jedes Erzeugendensystem E gilt |E| > dim V.
(c) Fiir jede linear unabhéngige Teilmenge B gilt |F| < dim V.
Beweis Nach Definition gibt es ein endliches Erzeugendensystem Ej mit |Ey| = dim V.

Dieses ist dann minimal, also eine Basis. Aus dem Steinitzschen Austauschsatz (mit B =
Ey und m = n folgt:

Lemma 8.21 Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Ist £ C V ein Erzeugen-
densystem, so gibt es eine endliche Teilmenge £’ C FE, die eine Basis von V ist.

Dies zeigt, dass jede Basis B von V endlich ist, denn nach 8.21 enthélt B eine endliche
Basis B’ und wegen der Minimalitdt von B als Erzeugendensystem ist B’ = B.

Aus dem Steinitzschen Austauschsatz folgt weiter: Ist B eine Basis und E ein Erzeugen-
densystem so gilt

(*) |B| < |E|.
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Angewandt auf Ej erhalten wir |B| < dim V. Andererseits gilt, da B Erzeugendensystem
ist, |B| > dim V, und wir erhalten (a). Dann folgt (b) mit ().

(c) folgt aus (a) und:
Satz 8.22 (Basisergénzungssatz von Steinitz) Sei V' ein endlich erzeugter K-Vektorraum.

Ist /' C V eine linear unabhéngige Menge und ist £ C V' ein Erzeugendensystem von V/,
so gibt es endlich viele Vektoren wy, ..., w,, € E, so dass FU{wy, ..., w,} eine Basis von

V ist.

Beweis Zunichst ist £/ wegen 8.21 ohne Einschrénkung endlich. Wir wihlen die w; nun
induktiv. Ist F' schon Erzeugendensystem, so sind wir fertig. Seien bereit wy, ..., w, € E
gewihlt, so dass FU{wy, ..., w,} linear unabhéngig ist. Wenn diese Menge auch erzeugend
ist, so sind wir fertig. Andernfalls gibt es ein w, 1 € E mit w,1 ¢ <FU{wy,...,w,}>k.
Nach Lemma 8.15 ist dann F'U {wy, ..., w,41}, linear unabhéngig. Dieser Prozess muss
bei n = |E| abbrechen, da E erzeugend ist.

Fazit: Nach 8.22 kann man jede linear unabhéngige Menge zu einer Basis vergréffern, und
nach 8.21 kann man jedes Erzeugendensystem zu einer Basis verkleinern.

Corollar 8.23 Sei dimV =n < oco.

(a) Mehr als n Vektoren sind linear abhéngig.
(b) Weniger als n Vektoren sind nicht erzeugend.

(c) Fiir n Vektoren vy, ... v, ist dquivalent:
(i) Die Vektoren bilden eine Basis.
(ii) Die Vektoren sind linear unabhéngig.

(iii) Die Vektoren bilden ein Erzeugendensystem.

Beweis (a) Die maximale Méchtigkeit einer linear unabhéngigen Menge ist nach 8.20 (c)
gleich n.

(b) Die minimale Méchtigkeit eines Erzeugendensystems ist nach 8.20 (b) gleich n.

(c) (i) = (ii), (iil) nach 8.16(a). Gilt umgekehrt (ii), so ist {vy,...,v,} nach (a) maximal
linear unabhéngig, also eine Basis nach 8.16 (c). Gilt (iii), so ist {vy,...,v,} nach (b)
minimales Erzeugendensystem, also eine Basis nach 8.16 (b).

Definition 8.24 Sei V' ein K-Vektorraum. Ein n-Tupel (vq,...,v,) von Vektoren v; € V
heifit eine geordnete Basis von V', wenn es linear unabhéingig ist (8.13(b)) und erzeugend
(<Ul, e, Un> K= V)

Also ist (vy,...,v,) genau dann eine geordnete Basis, wenn die v; paarweise verschieden
sind und {vy,...,v,} eine Basis ist.
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Wir haben dann die folgende Kennzeichnung;:

Satz 8.25 (vy,...,v,) ist genau dann eine (geordnete) Basis von V', wenn jeder Vektor
v € V eine Darstellung

() V=01 F ...+ Uy,

mit eindeutig bestimmten ay,...,a, € K hat.

Beweis Offenbar bilden vy, ..., v, genau dann ein Erzeugendensytem, wenn es fiir je-
den Vektor v € V eine solche Darstellung (mit vielleicht nicht eindeutigen «;) gibt. Ist
diese Darstellung eindeutig fiir v = 0, so ist offenbar (vy,...,v,) linear unabhéngig. Ist
umgekehrt (v, ...,v,) linear unabhéngig, und gilt fiir einen Vektor v € V'

n n
v=>Y v =, B,
=1 =1

so folgt > (a; — B;)v; = 0, wegen der linearen Unabhéngigkeit also «; — 3; = 0 fiir alle
i=1
i=1,...,n,dh, ;=g firi=1,...,n. Also gilt die Eindeutigkeit der Darstellung (x).

Lemma 8.26 Sei V ein K-Vektorraum und seien vy, ...,v, € V Vektoren. Dann ist die
Abbildung
©: K" - V
(1, . ) — >
i=1

linear. Weiter gilt

(a) im (p) =<vi,..., 0, >k.

(b) ¢ surjektiv < (vy,...,v,) Erzeugendensytem.
(c) ¢ injektiv < (vy,...,v,) linear unabhéngig.
(d) ¢

d) ¢ Isomorphismus < (vy, ..., v,) Basis.

Beweis Die Linearitéit von ¢ rechnet man sofort nach:
w((alﬂ"'7an)+(51""7/6n)) :(p((al+ﬁl7"'7an+ﬁn))
= (al + ﬁl)vl +...+ (Oén + Bn)vn

=+ ...+ a,v, + Givr+ ..+ B,
=o((a1,...,an)) +@((B, ..., 0n)). Weiter gilt fiir A € K
P\, ) = p(a, ., Aa))

= av + ...+ Aau, = Magvy + .+ apoy,)

= do((aq, ..., an)).
(a) folgt direkt aus der Definition der linearen Hiille, und (b) folgt direkt aus (a).

(c): ¢ injektiv < ker(y) = 0. Letzteres ist aber offenbar dquivalent dazu, dass (vy,. .., v,)
linear unabhéngig ist.

(d) folgt aus (b) und (c).
Definition 8.27 Die Abbildung ¢ aus 8.26 nennen wir auch @, ... v,)-
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Bemerkung 8.28 (a) Sei ¢ : K™ — V eine beliebige lineare Abbildung. Dann ist ¢ =
O(vr,...0n) fiir eindeutig bestimmtes Tupel (vy,...,v,) von Vektoren in V. Setze ndmlich
v; = 1(e;), wobei e; der i-te Einheitsvektor in K™ ist. Dann gilt ¥ = @, )

(o, . an) = ¢<iiloqei)
> anile;) (da o linear)

=1
n

= > Qi
i=1

= Yoo ((a1,...,0y))  (Definition).

Il
M=

Natiirlich gilt auch ¢, v,)(€;) = v;; also ist (v1,. .., v,) eindeutig.

,,,,,

(b) Insbesondere folgt mit 8.26(d):
Es gibt eine Bijektion

{ geordnete Basen } . {Isomorphismen}

(v1,...,0,) von V p: K" SV
(Ul> C ,Un) = 90(1)1 ..... Up) ¢

Corollar 8.29 Jeder n-dimensionale K-Vektorraum V' ist isomorph zu K™ (d.h., es gibt

~

einen Isomorphismus ¢ : K" — V). .
Beweis: Es gibt eine Basis (vy,...,v,) von V.

Beispiel 8.30 Sei

U:{(x,y,z)G]R?’ y+32=0 }

dr —y+52=0

Dies ist der Kern der linearen Abbildung

p: R} — R2
N -, Y+ 3z
y dr —y+ 52
z
. _ " 0
Fiir welche v1,v2,v3 it © = Qv 00,05)7 Antwort: Fiir v; = p(e1) = <4> , vy = p(egy) =

( 11) und vz = @(e3) = (g), nach der Konstruktion in 8.28. Tatséchlich ist

) = = @) -6)

xr
P (v1,v2,v3) Yy
4
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(Hieraus folgt noch einmal, dass ¢ linear ist). Um eine Basis von U zu bestimmen, lésen
wir das lineare Gleichungsystem

y+3z = 0
dr —y+52z = 0.

Wir erhalten y = —3z und 4z 48z = 0, also z = —2z. Wir kénnen z € R beliebig wihlen
und erhalten eine Losung durch y = —3z, x = —2z. (Uberpriifung durch Einsetzen in das
Gleichungssystem!). Also ist

—2
U=<z-|-3||zeR} ,
1
d.h., U ist 1-dimensional mit Basis

-2
w= -3
1
Wir erhalten einen Isomorphismus von Vektorrdumen
Y=, R SU
-2
A = A3
1

Wir konnen U auch als Durchschnitt der beiden Vektorraume

X

Uy = y| eR3|y+32=0
z
und
x
Uy = y| eR¥|dx —y+52=0
z

beschreiben. Fiir U; ist zum Beispiel

1 0
0], (-3
0 1
eine Basis (warum?), und fiir Uy ist
0 1
51, (4
1 0

e: R = U

o 1 0
(al) — 0 —+ Qi -3
2 0 1



(“Parametrisierung” der Losung des linearen Gleichungssystems
y+32=0,
welches U; beschreibt). Entsprechend fiir Us.

Wir schlieflen diesen Abschnitt mit der folgenden wichtigen Eigenschaft von Basen.

Satz 8.31 (universelle Eigenschaft einer Basis) Sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum,

und sei (vq, . .., v,) eine Basis von V. Sei W ein weiterer K-Vektorraum. Zu jedem n-Tupel
(w1, ..., w,) von Vektoren w; € W gibt es dann eine eindeutig bestimmte lineare Abbil-
dung

b ) Ly

W1 ,...,Wn
mit (v;) = w;.

(Wir konnen also die Bilder auf einer Basis beliebig vorgeben. Dies verallgemeinert 8.26/27,
welches der Spezialfall V' = K™ und (vy,...,v,) = (e1,...,e,) von 8.31 ist. Tatséchlich

(e1,...,€n)) nach 8.31 dann Pwr,...;wn) nach 827)

ist SO(wl W,

Beweis Eindeutigkeit: Gilt ¢(v;) = w; fiir alle i = 1,...,n, so ist ¢ hierdurch bestimmt,

da (vy,...,v,) ein Erzeugendensystem ist: Fiir v € V gilt v = > au; mit oy, ..., «, € K,
i=1

und es muss gelten

o) = (L aw) = Saw) = £ aw,

i=1 =1

=1

Existenz: Definiere ¢) durch diese Formel! Wegen 8.25 ist die Darstellung
v = Zn:lozivi (o € K)
eindeutig, d.h., die «; sind eindeutig, und wir setzen mit diesen eindeutigen o
Y(v) = zé oWj .

Wir miissen noch zeigen, dass 1 linear ist. Dies kann man direkt aus der Definition
nachrechnen; ein anderer Beweis ergibt sich so: Nach Definition ist das Diagramm

¥
V W
90’0_90(1)1,4.4:77‘x %’wl ..... wn)_ww
K'I‘L
kommutativ, d.h., es ist
Y op, =y

Damit folgt, dass 1) = ¢y, 0 ¢, ' linear ist.
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89 Dimensionsformeln

Sei K ein Korper.

Satz 9.1 Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Dann ist jeder Untervektorraum
U C V auch endlich-dimensional, und es gilt

dimU <dimV'.

Weiter ist dim U = dim V' genau dann wenn U = V.

Beweis Sei F' C U eine linear unabhéngige Menge. Nach 8.20 gilt
|F| <dimV.

Insbesondere ist F' endlich. Also gibt es eine endliche (maximale lineare unabhéngige
Menge, und damit) Basis B’ von U. Damit ist dimU = |B’| < dim V. Nach dem Basi-
serganzungssatz 8.22, angewandt auf B’ und das Erzeugendensystem E = V', gibt es eine
Basis B D B’ von V. Gilt nun dimU = dim V', so ist |B’| = |B|, also B’ = B, also U = V.
Die Umkehrung ist klar.

Beispiel 9.2 Wir koénnen jetzt leichter sehen, dass der Untervektorraum

x
U= Y ER3y+3z:0 C R?
z
aus Beispiel 8.30 die Basis
1 0
o, -3
0 1
wie behauptet hat: Die Vektoren liegen in U; und sind linear unabhéngig, also ist dim U; >
0
2.Esist Uy #R3 (z.B. ey = [ 1| ¢ Uy), also ist nach 9.1 dim U; # 3. Es folgt dim U; = 2;
0

damit bilden die 2 linear unabhéngigen Vektoren eine Basis (siche 8.23 (¢)).

Satz/Definition 9.3 (Rangsatz) Sei ¢ : V' — V' eine K-lineare Abbildung, wobei V/
endlich-dimensional ist. Dann ist im(y) endlich-dimensional, und es ist

dim ker(¢) + rang(p) = dim V',

wobei rang(y) := dim im(y) der Rang von ¢ ist.

Beweis Da V endlich erzeugt ist, gilt dies auch fiir im(y) nach Lemma 8.7. Weiter

ist ker(y) endlich-dimensional nach 9.1. Sei (vy,...,v,,) eine Basis von ker(y), und sei
(w1, ..., w,) eine Basis von im(y). Seien @y, ..., w, Urbilder in V' von wy,...,w,, also
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Behauptung: (vy,..., vy, W1,...,W,) ist Basis von V. (Hieraus folgt dann dimV =
m + n, also die Behauptung des Satzes, da m = dim ker(¢) und n = dim im(p)).

Beweis: 1) Erzeugendensystem: Sei v € V. Dann gibt es (,...,5, € K mit ¢(v) =
Z ﬂjwj. Setze
j=1

n
0= B .
j=1

Dann gilt () = w(ilﬁﬂf?j) = ilﬁjsa(@j) = anlﬁjwj = ¢(v). Hieraus folgt (v —0) =

p(v) — () =0, also v — ¥ € ker(p). Also gibt es aq, ..., a,, € K mit
V=0 =) ;.
i=1
Zusammen folgt
v=Y v+ 0= apu + Y By,
i=1 i=1 j=1

also v €<V, ..., Uy, W, ..., W, > K-

2) linear unabhéngig:

Seien aq, ..., 0, 01, .., 3, € K mit
m n
ZO[Z"UZ'+ Zﬁjw]‘ =0.
i=1 j=1

Dann folgt
0=¢(0) = Zl a;ip(v;) + Zlﬁjw(@j)
1= Jj=

n
= > By,
j=1

da v; € ker(p) fir alle i = 1,...,m. Da (wy,...,w,) linear unabhéngig ist, folgt 3; =
... = [, = 0. Also haben wir

m
> =0,
i=1
woraus wegen der linearen Unabhéngigkeit der v; wiederum oy = ... = a,, = 0 folgt.

Beispiel 9.4 Wir kénnen nun noch leichter sehen (ohne Angabe einer Basis!), dass fiir

den Untervektorraum
T

Uy = y| eR3|ly+32=0
z

(Beispiele 8.30, 9.2) dim U; = 2 gilt: Es ist U; = ker(yp) fiir die lineare Abbildung

p: R — R
x
Y =y + 32
z
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(¢ = (04,3 fiir die “Vektoren” 0,1,3 € R).

Nach 9.1 kann dim im(y) gleich 0 oder 1 sein (da dimR = 1). Da ¢ # 0, ist auch
im(¢) # 0, also gilt dim im(y) = 1. Es folgt mit dem Rangsatz

dimU; = dimker(p) =3 —-1=2.

Bemerkung 9.5 Sind V und W isomorphe K-Vektorraume, so ist dim V' = dim W. Dies
folgt aus 8.10, angewendet auf ¢ und ¢!, falls ¢ : V= W ein Isomorphismus ist.

Lemma /Definition 9.6 Fiir K-Vektorrdume Vi, ..., V, definiere den K-Vektorraum
Ppv.=Vie...aV,
i=1

(direkte Summe der Riaume Vi,...,V,,), wie folgt:

DVi=1I1Vi={(v1,...,vn) |vi € Vi}
i=1 i=1
als abelsche Gruppe (siehe 3.15), mit der Skalarmultiplikation

Aoty ..o v,) = (Avg, .o ) (A EK).

Beweis, dass dies einen Vektorraum ergibt: selbst!

n

Satz 9.7 Sind Vi, Vs, ..., V, endlich-dimensionale K-Vektorrdume, so auch @ V;, und es

=1

gilt
n n
dm @V, => dimV;.
i=1 i=1
Beweis Sei zunichst n = 2. Ist (vy, ..., v,,) eine Basis von Vj und (wy, ..., w,) eine Basis

von V3, so sieht man leicht, dass
(v1,0), ..., (U, 0), (0, w1), ..., (0,w,)
eine Basis von Vi @ V5, bilden. Hieraus folgt
dmVieVo=m+n=dimV; +dimV;.

Den allgemeinen Fall beweisen wir nun per Induktion.

Sei n > 2 und die Aussage fiir n — 1 bewiesen. Wir haben einen Isomorphismus

n n—1
SV = (@ v;) &V,
=1 =1

(U1, .., 0n) — (V1,0 Vpe1), 0p) -
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Damit schlieflen wir

n n—1
mm@w‘ﬁdm(@m@m)
i=1 =1
n—1

= dim @V, +dimV, (Faln=2)

i=1

n—1
= > dimV;+dimV, (Induktions-Voraussetzung)
i=1

= > dimVj.

=1

Satz 9.8 (Dimensionsformel fiir Unterrdume) Seien Uy, Us Unterrdume des endlich-dimensionalen
K-Vektorraumes V. Dann ist

d1m(U1 + UQ) = dim U1 —+ dim U2 — dim U1 N UQ
(Hierbei ist Uy + Uy = {uy 4+ us | uy € Uy, ug € Uy}, vergl. Ubungsaufgabe 22).

Beweis Definiere die lineare Abbildung

@ UlEBUQ — V

(ug,us) +— g+ ug
(die Linearitét von ¢ ist offensichtlich). Es ist im(y) = U; 4+ U,. Weiter ist
ker(p) = {(u1,u2) € Uy ® Uy | uy + uy = 0},
und wir erhalten einen Vektorraumisomorphismus

v UynUy = ker(p)

u — (u,—u)

Denn offenbar ist ¢ wohldefiniert (¢(u) = (u, —u) € ker(yp) fiir u € Uy N Us), linear und
injektiv. Aber 1 ist auch surjektiv, denn fiir (u;,us) € ker(p) ist u; € Uy, uy € Uy und
uy + ug = 0, also u; = —uy. Damit ist uy € Uy N Uy und (ug, us) = ¥(uy). Es folgt

dim U; + dim U,

2 Qim(U;, @ Us)

= dimker(p) + dim im(p) (Rangsatz)

22 Jim Uy N Uy + dim(U; + Uy), woraus die Behauptung folgt.

Satz/Definition 9.9 Seien V und W zwei K-Vektorraume. Die Menge
Homg (V, W) ={p:V — W | ¢ linear}

der linearen Abbildungen von V nach W wird wie folgt zu einem K-Vektorraum: Fiir
f,g € Homg(V, W) und X\ € K definiere f + g : V — W durch

(f+9)(v) = fl) +gv) (veV).
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und Af : V — W durch
Af)w) == A flv)  (veV).

Beweis der Behauptung: Wir haben nur zu zeigen, dass die Verkniipfungen wohldefiniert
sind, d.h., dass die Abbildungen f + g und A\f wieder linear sind, d.h., in Homg(V, W)
liegen. Dann folgt mit dem Unterraum-Kriterium, dass Homg (V, W) ein Unterraum des
K-Vektorraums Abb(V, W) aller Abbildungen f : V — W ist (siehe Beispiel 5.2(b)). Es
gilt aber

(f +9)(v1 +v2) = f(v1 +v2) + g(v1 +v2)  (Definition)
= f(v1) + f(v2) + g(v1) + g(va) (f, g linear)

= f(v1) +g(v1) + f(va) + g(v2) (W, +) kommutativ)
= (f+9g)(v1) + (f +g)(v2) (Definition).

Weiter ist flir v € V und A € K
(f+9) (M) = f(A) +g(Av)  (Definition)

=A-fv) +A-g(v) (f, g linear)
=A-(f(0) +9() =A-(f +9)(v).

Also ist f 4 g linear. Ahnlich zeigt man die Linearitét von Af.

+
+

Seien nun V und W endlich-dimensional. Ist dann auch Homg (V, W) endlich-dimensional?

Wenn ja, was ist die Dimension? Das werden wir spéater mit Matrizenrechnung beantwor-
ten. Jetzt betrachten wir den Spezialfall W = K (d.h., W = K" mit n = 1).

Definition 9.10 Sei V' ein K-Vektorraum. Der Vektorraum
V* := Homg(V, K)
heifit der Dualraum von V. Seine Elemente, also die linearen Abbildungen
p: VoK

heifien die linearen Funktionale auf V.

Beispiele 9.11 (a) Die Abbildung
Q: R* — R

T
Y = y+3z
z

(siehe Beispiel 9.4) ist ein lineares Funktional auf R3.
(b) Fiir jedes feste i € {1,...,n} ist die i-te Projektion
pi:  R" — R
T
= X

Tn
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ein lineares Funktional auf R™.
(c) Allgemeiner seien ay,...,a, € R. Dann ist die Abbildung

R* — R

sl

= a1r]+ ...+ a,Ty,

T
ein lineares Funktional auf R" (genauso: fiir einen beliebigen Korper K an Stelle von R).
(d) Seien a,b € R, a < b. Fiir jedes g € [a,b] ist die Auswertungsabbildung

C(la,b],R) — R

f = f(xo)

ein lineares Funktional auf dem R-Vektorraum C([a, b], R) der stetige Funktionen auf dem
Intervall [a, b].

Satz 9.12 Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum, n < co. Dann ist der Dualraum V*
auch ein n-dimensionaler K-Vektorraum.

Beweis Sei (vy, . ..,v,) eine Basis von V. Dann definieren wir eine Basis (v, ..., v}) von
V* wie folgt: Nach der universellen Eigenschaft von Basen (8.31) gibt es zu jedem n-Tupel
(o, ...,0p) € K™ genau eine lineare Abbildung
PV K
mit
ov)=«qa; (i=1,...,n).
Wir setzen nun v} := gogfl """ U”), wobei e; der i-te Einheitsvektor in K™ ist. Explizit ist
also das lineare Funktional
vV =K
dadurch bestimmt, dass gilt
(9.12.1) vi(vj) = 6;; (Kronecker-Symbol)
Behauptung (v],...,v}) ist eine Basis von V*.

Beweis 1) Erzeugendensystem:
Sei ¢ : V' — K eine lineare Abbildung. Nach der Vorbemerkung gibt es dann ein n-Tupel
(aq,...,a,) mit p(v;) = a;. Dann ist aber

(9.12.2) o= oy,
i=1
denn es gilt fiir jedes j € {1,...,n}
p(vj) = o
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und

(Z:l Oéﬂ);k> (Uj) = Z:ICKZ‘U:(U]') = Z:IC(Z‘(SU = Oéj .

n
¢ und > a;vf stimmen also auf der Basis vy, ..., v, iiberein, sind also gleich nach 8.31.
i=1

2) linear unabhéngig:
Seien aq,...,q, € K mit

n
o =01in V™.
—

(2

Fiir jedes j € {1,...,n} gilt dann

n n
— * — —
0= (Z Oéz‘%') (v;) = 22 cudyy =
i=1 i=1
was zu zeigen war.

Definition 9.13 Sei (vy,...,v,) eine Basis von V. Dann heifit die in Beweis von 9.12
konstruierte Basis (v, ..., v:) von V* — die also durch

r n
vi (v3) = 0
bestimmt ist — die Dualbasis zu (vq,...,v,).

Beispiele 9.14 (a) Betrachte die kanonische Basis (eq, ..., e,) von K™. Wir bestimmen

explizit die Dualbasis (e}, ..., e}) dazu. Sei i fest. Nach Definition gilt e}(e;) = d;;, also

’» Cn 27

e;((w1,...,m,)) =€ (Z 5Uz'€j> = > xjei(e;) = > xj0 = x;.
=1 j=1 j=1
Also ist
e, =p K" = K

die i-te Projektion (oder Projektion auf die i-te Komponente).

(b) Betrachte das lineare Funktional
p: R} — R
x

Y — Y+ 3z
z

aus 9.11 (a). Nach Satz 9.12 muss ¢ Linearkombination der e} sein — tatséchlich ist

v =e5+ 3e;,
denn es ist
x x T T
eyl ]| =p|lyv]|]|=vellyv]|=m|lyv]]|==*
z z z z



(c) Allgemeiner seien ay, ..., o, € K und ¢ das lineare Funktional

P : K" — K

x
(9.14.1) '
= o ry+ ..oy,

Tn

(siehe 9.11.(c) fiir K = R). Dann ist

o fut (- o)
=1 =1

— und umgekehrt. Nach Satz 9.12 ist also jedes lineare Funktional auf K™ von der Form
(9.14.1), fiir geeignete (eindeutige!) a1, ..., a, € K.

810 Lineare Abbildungen und Matrizen

Matrizen entstehen zunéchst, wenn man lineare Gleichungssysteme wie

3r+4y+52=0

(10.0) 6r+T7y+82=1

in mehreren Unbekannten betrachtet.

Definition 10.1 Sei K ein Korper. Ein (inhomogenes) lineares Gleichungssystem iiber
K mit m Gleichungen und n Unbekannten ist ein Gleichungssystem

anTi + aipTy +...+ apT, = b
(10.11) A1 T1  + ATy +...+ AT, = b
Am1T1 + QpmaTs + ...+ QuaTn, = bn

mit a;; € K fiirallei =1,...,mundalle j=1,...,nund b; € K fir allei =1,...,m.
Das Gleichungssystem heifit homogen, wenn by = by = ... = b,, = 0. Eine Losung des
Gleichungssystems ist ein (x1,...,x,) € K", welches diese Gleichungen erfiillt.

Definition 10.2 Sei K ein Korper (oder ein Ring), und seien m,n € N.

(a) Eine (m x n)-Matrix iiber K ist eine Familie

A= (aij)izl,...,m

Jj=1,...,n

von m -n Zahlen a;; in K. Wir schreiben eine (m x n)-Matrix in der Form

a1 a12 . A1p

a921 929 Ce Qo
A=

Am1 Am2 ... Qmn
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Sei M(m x n, K) die Menge der (m x n)-Matrizen iiber K.
(b) Fiir j € {1,...,n} heifit

agj m
Si(A) = : = (aj)i=1,.m € K
Q5
der j-te Spaltenvektor von A, und fiir i € {1,...,m} heifit
Zi(A) = (an, aia, - .., i) = (a45) j=1,.n € K"

der i-te Zeilenvektor von A.

a3 a2 ... ai; ... QAip
g1 A22 : Q2n
1 — te Zeile — il oo eee Qi ool Qip
Am1 -+ oo Amg ... Gmp
J — te Spalte

(¢) Fir x = (xy1,...,2,) € K™ sei Ax (“Anwendung von A auf z”) der Vektor y =
(Y1, -y Ym) € K™ mit

n
Yi = D i -
=1

In Zukunft schreiben wir Vektoren in K" als Spaltenvektoren. Dann sagt diese Definition

ayl ... Qip I 111 + Q122 + ...+  QpTy
asy ... Qop 211 + QA922Ty + ...+  QAopTp

Ax = = . e K™
Am1 -+ Gmn T am1T1 + ... +  AuynTy

Bemerkung 10.3 Definiert man das (Standard-) Skalarprodukt in K™ durch

n L1 Y1
roy=y zyfire=1]: |,y=|: | € K, soistalso
= Tn yn
(Ax); = Zi(A) -z,

also die i-te Komponente von Az gleich dem Skalarprodukt des i-ten Zeilenvektors von A
mit x.
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Ist also A eine (m x n)-Matrix und b € K™ ein Vektor, so ist
Az =b

ein lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen und n Unbekannten. Umgekehrt kann
jedes solches Gleichungssystem so geschrieben werden.

Beispiel 10.4 Die Matrix zum Gleichungssystem (10.0)

3z +4y+52z = 0
6z +Ty+8 = 1

3 4 5
=575

ist die (2 x 3)-Matrix
Mit dem Vektor

schreibt sich (10.0) als

ausgeschrieben

Es ist
345 I\ (3—-4+10\ (9
6 7 8 -1 \6-74+16) \15)"
2

also ist (1, —1,2) keine Losung des linearen Gleichungssystems (10.0).
Wir kommen nun zum Zusammenhang mit linearen Abbildungen.

Satz 10.5 Sei K ein Korper. Ist A € M(m x n, K), so ist die Abbildung

pa: K" — K™
r — Az

eine lineare Abbildung. Ist umgekehrt
p: K" — K™

eine lineare Abbildung, so gibt es genau eine Matrix A € M(m x n, K) mit ¢ = @4; wir
schreiben A = M ().

Beweis Fiir die erste Behauptung miissen wir zeigen

Alx+y) = Az+Ay Ve,ye K"
AN-7) = A-Ar VAEK, Voe K"
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Dies ist klar; zum Beispiel ist

A+ = oy +u);= 3 ay(e; +)

= Z ATy + Z a;;y; = (Az); + (Ay);
= (Aw + Ay)

Sei nun ¢ : K™ — K™ linear. Wie mufl A aussehen, damit ¢ = @4 ist?

Antwort: Sei (eq,...,e,) die Standardbasis des K". Dann ist

Aey, = (Z%(%)j)
=1 i=1,....,m

.....

.....

= Sk(A) = k-ter Spaltenvektor von A.

Es muf also gelten
Sk(A) = p(ex)

Sei A die Matrix mit diesen Spalten, also

(die ¢(e;) als Spaltenvektoren geschrieben).

Behauptung ¢ = ¢ 4.

x
Beweis = | : | =) xie; € K™
j=1
T,
= ¢(z) = 21%90(6]) lejsj(A)
j= j=
J= J=
q.e.d.

Bemerkungen 10.6 (a) Wir haben im Beweis gesehen: Ist A € M(m x n, K), so ist die

j-te Spalte von A
Sj (A) = A@j

also das Bild des j-ten Einheitsvektors (unter der Abbildung ¢4 : = +— Az).
(b) Wir kénnen die Matrix A = M () auch so beschreiben: Es ist

ai; = ¢(ej)i,
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d.h., A ist bestimmt durch

(10.6.1) p(el”) = ; agel"
wobei (egn), e e%n)) bzw. (egm), . ,e&T’) die kanonischen Basen von K™ bzw. K™ sind.

Man beachte den Unterschied zur Formel

(10.6.2) (Az); = 3 aijz;
j=1

in der die Summation iiber den ersten Index ist.

Nach Satz 10.5 haben wir eine Bijektion

M(m xn,K) — Homg(K" K™)
A — pyu.

mit Umkehrabbildung ¢ — M(p). Genauer gilt:
Satz/Definition 10.7 Mache M (m x n, K) zu einem K-Vektorraum durch
(aij) + (big) = (ai; + bij)
A-(aij) = (Ray)
fir A= (a;j), B = (bjj) € M(m x n,K) und A € K. Dann ist die Abbildung

M(m xn,K) — Homg(K" K™)
A > (pA

ein Vektorraum-Isomorphismus, also auch die Umkehrabbildung ¢ — M (y).

Beweis Man sieht leicht, dass die angegebenen Verkniipfungen M (m x n, K) zu einem
K-Vektorraum machen, und wir wissen schon, dass die Abbildung A — ¢4 bijektiv ist.
Weiter ist offenbar

varp(r) = (A+ B)r = Az + Bz
= palz) + () = (a+ ¢5) (@)
und
eaalz) = (A)z = A-(Az)
= A-pal@) = (A-pa)(z)
Dies zeigt, dass die Matrizenaddition und -Skalarmultiplikation gerade der Addition und

Skalarmultiplikation in Hompg (K™, K™) entspricht, d.h., dass die Abbildung A — ¢4
linear ist. Es folgen die restlichen Behauptungen.
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Lemma 10.8 Eine Basis von M (m x n, K) ist gegeben durch die Matrizen
Ers = (5Ti5sj);:11,...,m 5

fir r € {1,...,m} und s € {1,...,n}. Ausfiihrlich geschrieben

0O ... 0 ... ... 0
Ers: . . .
0O ... 1 ... ... 0 |+ r—teZelle
0 .0 . 0
7
s — te Spalte

Insbesondere ist dim Homg (K™, K™) = dim M (m x n, K) = m - n.

m n
Beweis Dies ist klar: es ist gerade (a;;) = > > a4 - Eij.
i=1j=1

Was entspricht der Komposition von linearen Abbildungen auf der Seite von Matrizen?
Antwort: das Matrizenprodukt:

Definition 10.9 Seien A = (a;;) € M(m x n, K) und B = (b;;) € M(n x r, K). Dann ist
das Matrizenprodukt A- B € M(m x r, K) definiert als die Matrix C' = (¢;;) mit

n
Cik = 2 ijbjk
=1

(= Zi(A) - S(B) = Skalarprodukt von i-ter Zeile von A mit j-ter Spalte von B).

n T T
A\ o \\ A ~
b1k
. LM : —m . ,
i-te Zeile — L R 70 n Cik | <« i-te Zeile
‘ 1
bnk k-te Spalte

/

1
k-te Spalte

Also: (m x n)-Matrix -(n x r)-Matrix =(m x r)-Matrix.

Beispiel 10.10 Es ist

A B C

1 2 01 -1\ 21 5
3 4 (1 0 3> - 4 3 9
5 6 6 5 13
7 8 8 7 17
4x2 2x3 4 x 3.
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Manchmal ist es niitzlich, die Matrizen so anzuordnen:

01 —1

(1 0 3) =5
|

_3_
|
|

=C.

~ Ot W+~
Q0 O = N

Bemerkung 10.11 Sind wy, ..., w, die Spalten von B, so sind Awy, ..., Aw, die Spalten
von C"
o | | | |

Al v wy ... w, | =| Aw; Awy ... Aw,

Satz 10.12 Das Matrizenprodukt entspricht der Komposition von linearen Abbildungen,
d.h., es ist

(10101) ©YAOPB = PA.B -
Mit anderen Worten: Fiir x € K" gilt
(10.10.2) A(Bz) = (A- B)x.

Beweis Die Aussagen sind dquivalent, denn fiir x € K" gilt

(pacpp)(r) = palpp(r)) = A(Bz)
und  pap(r) = (A Bz

Die Gleichheit (10.10.2) folgt nun so: Sei i € {1,...,m}; mit C' = A - B gilt dann

(A(Bzx)); = > a;j(Bx);=>a E bjpxy = E > ;b
j=1 j=1 k=1 j=1k=1
= > > aijbjay = Z (Z aij Jk> x = ) cipxy = (Cx);.
k=1j=1 k=1 =1 k=1

Lemma 10.13 Fiir Matrizen

AA € M(mxn,K)
B,B" € M(nxrK)
C € M(rxsK)
und A\ € K gilt
(0) (Kommutativitdt) A+ A'= A"+ A.
(i)  (Distributivitdt) A-(B+B)=A-B+A-B’
(A+A)-B=A-B+ A" -B.
(i)  (Assoziativitit) A-(B-C)=(A-B)-C.
(i) (Linearitét) (M) -B=XA-B)=A-(\B).

23



Beweis: durch einfaches Nachrechnen: Zum Beispiel ist

(ii): (A-(B-C)e =

-

aij(B - C)je

<
I
—

T
aij Y bjkCre
k=1

)

I

<
Il
—

I
Mﬁ

i
I

I
Mﬂ

i
I

Ein anderer (eleganterer) Beweis ergibt sich aus 10.7 und 10.12, indem man das Lemma
10.17 (siehe unten) auf V.= K", W = K™, U = K" und T = K*® anwendet.

Corollar 10.14 M, (K) := M(n x n, K) ist mit + und - ein Ring, der Ring der qua-
dratischen (n x n)-Matrizen.

Lemma/Definition 10.15 Der Ring M,,(K) hat ein Einselement, ndmlich die n-te Ein-
heitsmatrix

d.h., E,, = (d;;). Es ist also
E, - A=A=A-FE,

fir alle A € M,,(K).

Beweis: direktes Nachrechnen, oder: Es ist £, = M (idg» ), d.h., E,x = z fiir alle z € K",
und Satz 10.7 sagt: Ax = A'z fir allex € K" = A=A,

Bemerkung 10.16 Allgemeiner gilt fir A € M(m x n, K)
E, A=A=A-E,.

Die entsprechenden Sitze fiir beliebige Vektorrdume lauten:

Lemma 10.17 Fiir k-lineare Abbildungen

o, VoW
v, s U—V
p T —=U und A € K gilt:

(0) (Kommutativitét) <,0 + ¢ =¢' + .

(i)  (Distributivitét) o(p+1)) =pop+ o)
(Wrs@)o =poP+¢ oy

(ii)  (Assoziativgesetz) @ o (Y op) = (por))op.

(i) (Linearitét) Ap)otp =X-(poth) =po(A-1).
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Beweis (0) wissen wir schon: Homg (V, W) ist kommutative Gruppe beziiglich +.

(i): Fiir alle u € U ist

(po(@+yv)N(u) = e((¥+¢)(u)
= p(¥(u) +¢'(u))
= o(¥(u) + ¢@'(u) (p linear)
= (po)(u) + (pot)(u)
= (pop+ypor))(u).

Der zweite Fall ist analog.
(ii) gilt allgemein fiir Verkniipfungen von Abbildungen.
(iii) selbst!

Corollar 10.18 Fiir jeden K-Vektorraum V ist
Endg (V) := Homg(V,V)
mit + und o ein Ring mit Eins — der Endomorphismenring von V.

Fiir endlich-dimensionale Vektorrdume gilt der folgende bemerkenswerte Satz:

Satz 10.19 Seien V, W K-Vektorrdume mit dimV = dim W = n < oo. Fiir eine lineare
Abbildung

p:V-W
sind dquivalent:
(i) Es gibt eine lineare Abbildung ¢ : W — V mit ¢ o p = idy.
(ii) Es gibt eine lineare Abbildung ¢’ : W — V mit ¢ o ¢’ = idy.
(ili) ¢ ist injektiv.
(iv) ¢ ist surjektiv.
(

v)  ist ein Isomorphismus.
Beweis Es gilt (i) = (iii) und (ii) = (iv) (siehe Satz 2.14). Weiter gilt nach dem Rangsatz
ker(p) =0 < dimim(p) = dimV = dim W < im(¢) = W,

also (iii) < (iv) & (v).
Aus (v) folgen aber auch (i) und (ii), mit ¢ = ¢/ = ¢~ 1.

Angewendet auf V =W = K" ergibt sich sofort das Folgende:

Lemma /Definition 10.20 Fiir eine quadratische Matrix A € M,,(K) sind dquivalent:
(i) Es gibt ein B € M,,(K) mit B- A = E,,.

(ii) Es gibt ein B' € M, (K) mit A- B' = E,,.

(iii) @4 ist injektiv.
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(iv) @4 ist surjektiv.
(V) ¢4 ist ein Isomorphismus.

Gelten diese Bedingungen, so heifit die Matrix A regulér oder invertierbar, esist B = B’
und wird mit A~! bezeichnet; A~! heifit die inverse Matrix zu A.

Wir verbinden nun beliebige endlich-dimensionale Vektorrdume mit Matrizen:

Definition 10.21 Sei K ein Korper. Seien V und V' K-Vektorrdume mit Basen B =
(v1,...,0,) bzw. B" = (v],...,v},) (es ist also dimV = n und dim V' = m). Fiir eine
lineare Abbildung

o: V-V

definiere dann die Matrix

durch die Beziehung

o(v;) = > ai;v; J=1,...,n.
i=1

Dies ist sinnvoll: Da B’ eine Basis ist, kann jedes ¢(v;) als Linearkombination der v
dargestellt werden, mit eindeutigen Koeffizienten a;;. M B (o) heift die Matrix von ¢
beziiglich der Basen B und B'.

Satz 10.22 Die Abbildung

M(m xn, K)
ME (¢)

ist ein Vektorraum-Isomorphismus. Insbesondere ist dim Homg (V, V') = m - n.

ME" . Homg(V, V)
¥

—
—

Beweis 1) M%' ist linear, d.h.,

ME (¢ +v) = Mg (o) + M§ ()
Mg (M) = A-Mg ().
Dies ist klar.
2) Die Umkehrabbildung ergibt sich aus der universellen Eigenschaft von Basen (8.31):

Gegeben A = (a;;) € M(m x n, K), so gibt es genau eine lineare Abbildung ¢ : V' — V'
mit

m
p(vy) = w; = ;%‘Ué-
1=
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Bemerkungen 10.23 (a) Wir kénnen ME (¢) = (a;;) auch anders interpretieren: Wir
haben ein kommutatives Diagramm

v V—sy v}
P owh e
(n) n m m)

€. K - K e,
J ME' (¢) ’

wenn wir Homg (K™, K™) mit M (m x n, K) identifizieren. Ganz genau ist

ME () = M(¢p o popp).

Denn:
(50 powr) (™) = vt e(er(e™) = w5He(v)))

m

= 905/1(; i;V;)
= > aye™
i=1
Hieraus folgt die Behauptung, nach Bemerkung 10.6 (b): M(p5' o ¢ 0 ¢g) = (ai;) <
(v5' 0w own)(e) = Layel™.

(b) Offenbar ist fiir ¢ € Homg (K™, K™) gerade M(p) = MEE(($)<QO), wobei E) die Stan-
dardbasis von K" ist; d.h., die vorigen Uberlegungen iiber Matrizen sind nur Spezialfille,

fiir die kanonischen Basen von K™ und K™.

Beispiele 10.24 (a) Betrachte die Standardbasis (ej, €5) zu R? und die zwei Vektoren

[

1
wy, = 2 , Wo =
3

in R3. Wir wissen (8.31): es gibt genau eine lineare Abbildung
0:R* - R?

mit p(e;) = wy und @(ey) = wy. Nach der Konstruktion in 10.5 ist dies ¢4 fiir die Matrix
1 1
A=12 0
3 1

deren Spalten die Bilder w; und wy von e; und ey sind (Bemerkung 10.6 (a): die j-te
Spalte von A ist das Bild von e;).

(b) Jetzt betrachte die Basis B’ = (vq,v;) von R?, mit v; = (_11) Uy = (1) Berechne

die Matrix .
3
A/ = Mg[ (QD) .
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Es ist

11 1 0
o(vy) = 2 0 (—1) = 2| = 0e; + 2e5 + 2es3,
31 2
11 (1) 2
e(vy) = (2 0 1 = | 2] =2¢e +2¢ey + 4des.
31 4
Also ist
0 2
A=12 2
2 4
Lemma 10.25 Ist V" ein weiterer K-Vektorraum, mit Basis B” = (v{,...,v]) (also

dim V" = r), so ist fiir eine lineare Abbildung ¢ : V! — V"

ME (Yop)=ME (¥)- ME (¢).

Beweis: Dies folgt leicht aus der Definition 10.21, mit denselben Schliissen wie fiir 10.12.
Oder es folgt so aus 10.12:

" 10.23 (a)
ME (poyp) =

10.12

[\

M(@éiowwow) 1

M(ppgn o) opp opy opopp)
M(ppnotopp)  M(pp opopp)
ME () - ME () .

10.23 (a)

Was ist, wenn wir von einer Basis B zu einer anderen Basis B’ iibergehen? Wie verdandern
sich die Matrixdarstellungen einer linearen Abbildung?

Definition 10.26 Sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum mit Basen B = (vy, ..., v,)
und B = (v},...,v)). Definiere die Transformationsmatrix (oder Basiswechselma-
trix) von B nach B', M5 € M(n x n, K), als die Matrix (c;;) mit

n
U;:ECUUZ' ,jzl,...,n.
i=1
Sie beschreibt also, wie die neue Basis B’ durch die alte Basis ausgedriickt wird. Mit der

Definition 10.21 ist gerade

Lemma 10.27 MZ, ist invertierbar; es ist

(ME)™ = ME".

Beweis Nach 10.25 ist

ME -ME = ME(idy) - M§ (idy)
= Mg(idy) = Mg = E,.
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Beispiel 10.28 Betrachte die Standardbasis £ = (e, e5) von R?, sowie die Basis B’ =

(v1,v2) mit
o 1 o 1
V1 = -1 , Ug = 1 .
Es ist
V1T = €1 — €9
Vy = €1 + €9,
also ist

(2 1 1

Umgekehrt ist, wie man sofort nachrechnet,

1
e = §U1 + 51}2
1 1
€2 = —3U1 + U2

also

Wir rechnen nach

VRS
N [ =0 | =
i |
N |+
N~
VRS
(-
—_

— =
N~
Il
N\
O =
i)
~
Il
&

Satz 10.29 Sei ¢ : V. — W eine lineare Abbildung von K-Vekorrdumen. Seien B =
(v1,...,v,) und B' = {v},..., v} Basen von V, und seien C' = {wy,...,w,} und ¢’ =
{w},...,w,} Basen von W. Dann ist

ME/ (@) = ME o Mg () o Mp,

Beweis Nach 10.25 ist

M (idw) - M5 () - M (idv) = M5 () - Mg (idv) = Mg (¢) -

Beispiel 10.30 Betrachte die lineare Abbildung ¢ : R? — R3 aus Beispiel 10.24 (a). Die
zugehorige Matrix ist

Fir die Basis B’ = (v1,v2) aus 10.24 (b) ist, unter Benutzung von 10.29 und Beispiel
10.28
®) ®) &) ! L1 02
3 3 2
ME" (¢) = MEoy (9) - ME™ = | 2 -1 1) =12 2| =4
3 2 4

was mit 10.24 (b) iibereinstimmt.
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811 Lineare Gleichungssysteme

Sei K ein Korper. Fiir eine Matrix A € M (m x n, K) und einen Vektor b € K™ betrachte
das zugehorige lineare Gleichungssystem

Ax =0
fir x € K.

Definition 11.1 L(A,b) C K" sei die Menge der Losungen dieses Gleichungssystems,
also

L(A,b) :={x € K" | Az = b}.

Satz 11.2 (a) Die Menge L(A,0) der Losungen des homogenen linearen Gleichungssy-
stems
Arx =0

ist ein Untervektorraum in K™.

(b) Die Menge L(A,b) der Losungen des inhomogenen linearen Gleichungssystems
Ax =10
ist entweder leer oder von der Form
L(Ab) =v+ L(A0):={v+w|we LA 0},
wenn v eine Losung des linearen Gleichungssystems Az = b ist.

Beweis (a): 1. Beweis: Seien x,y € L(A,0) und A € K. Dann ist Az = 0 und Ay = 0.
Es folgt A(x +y) = Az + Ay =0+0=0und A(Az) = A- Az = X -0 = 0. Also sind
r+y,\x € L(A,0).

2. Beweis: L(A,0) = ker(pa).

(b): Sei v € L(A,b), also Av = b. Wir zeigen L(A,b) = v+ L(A,0):

O rxeL(A0)=Ar=0=>Av+z)=Av+Ar=b+0=b=v+x € L(AD)
“Thye LA =Ay=b=Aly—v)=Ay—Av=0—-b=0=y—v € L(A,0) =y
v+ (y —v) € v+ L(A,0).

Bemerkung 11.3 (a) (Unschone) Merkregel: “ Die allgemeine Losung des inhomogenen
Systems ist gleich einer speziellen Losung plus einer allgemeinen Lésung des homogenen
Systems”.

(b) Fiir b # 0 kann L(A,b) leer sein! Beispiel: Sei A = <(1) 8) b= ((1))

o 1'1:0
Ar =b & 0—1

Dagegen enthélt L(A,0) immer die 0.

nicht losbar!
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Definition 11.4 Sei V ein K-Vektorraum. Ein affiner Teilraum von V ist eine Teil-
menge von V von der Form

v+ W ={v+w|weW}
wobei v € V und W C V ein Untervektorraum ist.

Beispiel 11.5 In R? betrachte den 1-dimensionalen Unterraum

Go = {(Z) €R2|y:—x} — L((1,1),0) = R- (_11) .
Dann ist

6= (1) +Go={(3) 2 (1)) |rer} =z = {(%)

ein affiner Teilraum von R2.

x+y:2}

Bild

Lemma 11.6 Eine Teilmenge A eines K-Vektorraums V' ist genau dann ein affiner Teil-
raum, wenn fiir ein vy € A die Menge

Wy :=A—vg:={v—1,|veA}

ein Untervektorraum von V' ist. Dann gilt dies fiir jedes vy € A, und der Unterraum W,
héngt nicht von vy ab. Er heit der Unterraum W (A) zu A.

Beweis A affiner Teilraum = es existieren vy € V und ein Untervektorraum W C V' mit
A= Vg + W

Dann ist
Wvo =A-— Vo = W
ein Unterraum von V.

Sei umgekehrt vy € A und W,, = A — vy ein Unterraum von V. Dann ist
A= Vg + Wvo

denn vg + Wy ={vo+ x|z e Wy} ={vo+v—uv|veA}=A.
Also ist A affiner Teilraum. Ist schlieBlich vj € A, so ist u = vy — vy € W,, und damit
Wi=A-vyy=A—v—u=Wy, —u=W,.

Wir haben also gesehen:

L(A,0) bildet einen Unterraum von K™.
L(A,b) ist leer, oder bildet einen affinen Teilraum von K" (ndmlich v + L(A,0), wobei
v € L(A,b) beliebig ist.)

61



Es ergeben sich folgende Fragen:

1) Wie berechnet man dim L(A,0)?

2) Wie sieht man, ob Az = b losbar ist?

3) Wenn Az = b losbar ist — wie bestimmt man eine spezielle Losung?

zu 1): Nach dem Rangsatz ist

dim L(A,0) = dimker(pa) =n —rgpa

Corollar 11.7 Fir A € M(m x n, K) ist
dim L(A,0)=n—rgA,
wobei rg A == rgpa (= dim im(p,)) der Rang der Matrix A ist.

Satz 11.8 Fiir eine Matrix A € M(m X n, K) definiere den Spaltenrang (bzw. Zeilen-
rang) als die maximale Anzahl linear unabhéngiger Spalten (bzw. Zeilen) von A. Dann
ist

rg A = Spaltenrang von A

Es ist rg A < min(m,n).

Beweis: Fiir x € K" ist .
Ax =3 1;5;(A),
j=1

wobei S;(A) der j-te Spaltenvektor ist. Daher ist

im(pq) ={Az |z € K"} = {iijj(A) | z1,..., @, € K} =< 51(A),...,S,(A) >k .

Damit ist S1(A), ..., S,(A) ein Erzeugendensystem von im(p ). Ist M C {S1(A), ..., S.(A)}
eine maximale linear unabhéngige Teilmenge unter den Spalten, etwa M = {S;,,.. .,
so ist M nach dem folgenden Lemma eine Basis. Es folgt rg A = dim (im p4) = |[M| =r =
Spaltenrang.

Zur letzten Behauptung: Nach Definition ist rg A = dimim(A) < dim K™ = m. Anderer-
seits ist der Spaltenrang < n, da es nur n Spalten gibt.

Lemma 11.9 Sei V ein K-Vektorraum, £ C V ein Erzeugendensystem, und M C E eine
in F maximale linear unabhéngige Teilmenge. Dann ist M eine Basis von V.

Beweis: Z.z.: <M >g= V. Angenommen, <M >x# V. Dann gibt es ein v € E mit
v ¢<M>k (denn sonst F C<M>, also auch V =<FE>C<M>g, im Widerspruch zur
Voraussetzung.) Dann ist aber M U {u} linear unabhéngig nach Lemma 8.15 — Wider-
spruch!

Bemerkung: Wir werden spiéiter zeigen: Spaltenrang von A = Zeilenrang von A.
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Definition 11.10 Fiir ein inhomogenes Gleichungssystem Az = b heifit die Matrix
(A]0),

die aus A durch Anfiigen der Spalte b entsteht, die erweiterte Matrix des Gleichungs-
systems.

Satz 11.11 Das Gleichungssystem Ax = b ist genau l6sbar, wenn gilt

rg A=rg (A|D).

Beweis: Seien S;(A),...,S,(A) die Spalten von A. Ist Az = b, mit z € K™, so ist
be im (pa) =< S1(A),...,5.(A) >k,

also
rg (A|b) = dim < Si1(A),...,S.(A),
= dim < S1(4),...,5.(4

,Sn(A)
Ist umgekehrt rg (A|b) =rg A, so folgt b € <S1(A), ..., 5 (A)>k. Alsogibt es z4,...,x, €
K mit

V

b>k
>K = IgA

b= i x;S;(A) = i rjAe; = A (i :Bjej> = Ax
j=1 =1 j=1

J

wobel
T

Tn

Beispiel 11.12 Im Beispiel 11.3 (b) ist

100 10
rg (A[b) = 1g (0 0 1)22%12 rg (0 O)Z rg A,

also das Gleichungssystem unlosbar.

Wie berechnet man nun rg A und spezielle Losungen?

Voriiberlegung: Betrachte zum Beispiel das lineare Gleichungssystem

20 +y = 1
r+4y = 4

Was macht man iiblicherweise? Man vereinfacht die Gleichungen:

2 + y =1
2. Gleichung - 4. (1. Gleichung): — b = 0
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Es folgt x = 0 und y = 1. In Matrizenschreibweise schreibt sich der obige Prozess so:

A b
G ()
2. Zeile -4. (1. Zeile) <_25 (1)) (é)

Die Matrix wird einfacher (hat mehr Nullen). Ein etwas “automatischeres” Verfahren
(denke an 1000 x 1000-Matrizen) ist wie folgt: Elimination der 1. Variablen x:

2c + y = 1
2. Gleichung — 2. (1. Gleichung) 0 + 2,5y = 2,5

5

woraus wieder y = 1 und x = 0 folgt. In Matrizen:
2 1 1
3 4 4
2 1 1
. §. .
2. Zeile -5- (1. Zeile) <() 2’5> (2’5)

Dies fiihrt auf das Gaufische Eliminationsverfahren (siehe weiter unten). Zunéchst moti-
viert die Voriiberlegung die folgende Definition.

Definition 11.13 Sei A € M(m x n, K). Eine elementare Zeilen- (bzw. Spalten-)
Umformung (oder -Transformation) ist eine der folgenden beiden Operationen:

(a) Multiplikation einer Zeile (bzw. Spalte) von A mit einem A € K* = K ~\ {0},
(b) Addition einer Zeile (bzw. Spalte) von A zu einer anderen Zeile (bzw. Spalte).

Lemma 11.14 Durch Iteration dieser Operationen erhélt man die folgenden weiteren
Operationen:

(c¢) Addition einer mit einem A € K multiplizierten Zeile (bzw. Spalte) zu einer anderen
Zeile (bzw. Spalte).

(d) Vertauschung zweier Zeilen (bzw. Spalten).

Beweis: (fiir Zeilen, der Fall von Spalten ist analog) Fiir (c) sei ohne Einschréankung
A # 0. Dann erhalten wir (¢) durch die Hintereinanderausfithrung folgender elementarer
Umformungen:

Z,(A)
A=| | = @A), Z.)
Zn(A)
) (Zi(A), ... NZJ(A), ..., Z(A),..., Zn(A))
fiir i—tebZ)eile und A\
&) (Zu(A), ... AZi(A), ..., Z;(A) + \Zi(A),...Y
i-te Zeile a(uf) j-te Zeile

fiir i-te Zeile und A~1
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Weiter ergibt sich (d) durch die folgenden elementaren Umformungen:
A= (Z1(A), ..., Zi(A),.... Z;(A),.... Zn(A))
(b)
‘ = (Z(A),. . Zi(A), L Zi(A) + Zi(A), . Zi(A))
i-te Zeile auf j-te Zeile
(a)
o =Zi(A), ..., Z:(A)+ Z;(A),...)
fﬁri—tezzeund -1 ( ’ Z< >’ ’ j( )+ ,L( )’ )
(b)
— (
j-te Zeile auf i-te Zeile
(a)
— (
fiir i-te Zeile und —1
(b)
— (
i-te Zeile auf j-te Zeile

L ZJA), L Zi(A) + Zi(A), )
= Zi(A), . Z(A) + Zi(A), .Y
L Zi(A), . Zi(A), )

Definition 11.15 Alle durch Iteration von elementaren Umformungen (bzw. Zeilen-
Umformungen bzw. Spalten-Umformungen) erhaltenen Operationen nennen wir Umfor-
mungen (bzw. Zeilenumformungen bzw. Spaltenumformungen.

Satz 11.16 Seien A, B € M(m x n,K) und b,c € K™. Geht (B | ¢) aus (A | b) durch
Zeilenumformungen hervor, so ist

L(A,b) = L(B,c),

also die Losungsmengen von Az = b und Bx = c¢ gleich.

Beweis: Es geniigt, dies fiir elementare Zeilenumformungen zu beweisen.

Typ (a):
Wird die i-te Zeile

(11161) 1Ty + ...+ QppT, = bl
mit A € K, A # 0, multipliziert, also durch
(11162) )\ailxl + ...+ apr, = )\bl

ersetzt, so sind die Bedingungen dquivalent: Lost x (11.16.1), so offenbar auch (11.16.2),
und die Umkehrung gilt auch, indem man mit A~! multipliziert.
Typ (b): Seien k,¢ € {1,...,m}, k # ¢, und es entstehe (B | ¢) aus (A | b), indem man
die (-te Zeile auf die k-te Zeile aufaddiert. Ist nun z € K" eine Lésung von Ax = b, so
gilt

anxy + ...+ ajpr, = b;

fir alle s € {1,...,m}. Dann gilt fiir jedes A € K auch
(akl + )\agl)xl + ...+ (CL[m + )\agn)l"n = by + \by

also auch Bz = ¢ (Fall A = 1). Es gilt also L(A,b) C L(B,c). Da umgekehrt (A | b) aus
(B | ¢) entsteht, indem von der k-ten Zeile von (B | ¢) die {-te Zeile von (B | ¢) abgezogen
wird (Fall A = —1), so gilt auch L(B,c) C L(A,b).

Satz 11.17 Bei einer Umformung einer Matrix &ndern sich Spaltenrang und Zeilenrang
nicht.
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Beweis: Sei A € M(m x n, K).
1) Es gehe B aus A durch Zeilenumformungen hervor. Nach Satz 11.16 gilt

ker(pa) = L(A,0) = L(B,0) = ker(ps) ,
und mit dem Rangsatz gilt

rg A =n—dimker(p4) =n — dimker(pp) =1g B.

2) Nun gehe B aus A durch Spaltenumformungen hervor. Wir behaupten, dass ebenfalls
der Rang gleich bleibt.
Es geniigt, dies fiir elementare Spaltenumformungen zu zeigen.

Typ (a): Sei A € K ~ {0}. Erhalten wir B, indem wir die j-te Spalte S;(A) mit A

multiplizieren, so ist

im (pa) = <Si(A4),....8.(A) >k = <Si1(A4),...,A5(4),...,S.(A) >k
= <SI(B)7757L(B) > = Im (@B))
alsorg A =rg B.
Typ (b): Seien i,j € {1,...,n}, i # j. Erhalten wir B, indem wir die j-te Spalte S;(A)
auf die i-te Spalte S;(A) aufaddieren, so ist wegen
< Sl(A), . ,SZ(A) + S](A), cey S](A)7 Cey Sn(A) > =< Sl(A), cey Sn(A) >K

ebenfalls rg B = rg A.

Bei Umformungen dndert sich also der Rang nicht, nach Satz 11.8 also auch nicht der
Spaltenrang.

3) Fir den Zeilenrang betrachten wir die folgende Konstruktion:
Definition 11.18 Fiir eine Matrix A = (a;;) € M(m x n, K) wird die transponierte

Matrix definiert als
A" = (aj;;) € M(n x m, K).

Beispiel 11.19 Die transponierte Matrix zu

1 2 3
A:<4 5 6)€M(2><3,K)

1
A=1|2
3

eMBx2K).

S Ot W~

Die Zeilen (bzw. Spalten) von A werden also gerade zu den Spalten (bzw. Zeilen) von A’.

Insbesondere ist also der Zeilenrang von A gleich dem Spaltenrang von A'. Entsteht weiter
B durch Umformung aus A, so entsteht BY ebenfalls durch Umformung aus A’. Damit
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folgt nun:

Zeilenrang (A) Spaltenrang (A")

1

~—
n

)

Spaltenrang (B') = Zeilenrang (B).

Damit bleibt auch der Zeilenrang bei einer Umformung erhalten und Satz 11.17 ist be-
wiesen.

Wir kommen nun zum Haupthilfsmittel bei der konkreten Behandlung von linearen Glei-
chungssystemen.

Satz 11.20 (Gauf’sches Eliminationsverfahren) Sei A € M (m x n, K). Dann lésst sich
A durch Zeilenumformungen auf die folgende Zeilenstufenform bringen:

J1 J2 J3 Jk
0O ... 01 % ... ¥ 0 =% * 0 =% 0 x ... %
: : 1 * * 0 %
1 x
i 0
0 1 * *

0 ... 0

wobei x fiir irgendwelche Eintrige steht.
Dabei gilt
(a) rg A = k = Zeilenrang von A.

(b) Die Spaltenvektoren S, (A), ..., S; (A) bilden eine Basis von im(A) := im (¢4). (Ach-

tung: die Spaltenvektoren von A haben mit im(A) im Allgemeinen nichts zu tun!)

(¢) A ist eindeutig bestimmt.

Beweis Moglichkeit der Umformung: Sei A = (a;;). Sind alle a;; = 0, so ist die Behaup-
tung richtig. Sei S}, (A) die erste Spalte von A, die nicht null ist. Dann gibt es ein ¢ mit
a;;, # 0. Durch Zeilenvertauschung (Umformung von Typ (d)) lésst sich a;;, in die erste
Zeile bringen, also konnen wir annehmen, dass a;;, # 0. Nach Multiplikation der 1. Zeile
mit A = al_jll konnen wir dann annehmen, dass a;;, = 1. Nun kénnen wir die Spalte unter
ayj, wie folgt “ausrdumen”:

Ist i > 2 und a;;, = 0, so dndern wir die i-te Zeile nicht; ist a;;, # 0, so subtrahieren von
der i-ten Zeile die mit a;;, multiplizierte 1. Zeile. Hierdurch wird also a;;, = 0 fiir alle
7 > 2. Dann hat A die Gestalt
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0
Nun konnen wir die Teilmatrix A; genauso wie vorher A behandeln, wobei wir die Zeilen-
transformation fiir die gesamte Matrix A ausgefiihrt denken, wobei sich aber an den Stellen
auBerhalb von A; nichts d&ndert. Das heifit: Induktiv (z.B. Induktion iiber die Spaltenzahl)
kénnen wir annehmen, dass wir A; durch solche Zeilentransformationen auf Zeilenstufen-
form bringen koénnen, wodurch dann auch A insgesamt Zeilenstufenform erhalt, aufler
dass vielleicht in den Spalten {iber den a,;, (v = 1,..., k) noch keine Nullen stehen. Diese
Spalten konnen wir aber oberhalb von a,;, wie vorher unterhalb a,;, ausrdumen, wodurch
sich jeweils in den Spalten links davon nichts mehr &ndert.

Wir zeigen nun die restlichen Aussagen:

(a): Es ist nach Satz 11.17
rg A= rg A, Zeilenrang (A) = Zeilenrang (A).

Weiter gilt rg A > k, da die Spalten S;, (A) = e1, S;,(A) = e,...,S;,(A) = e lincar
unabhiingig sind. Es ist aber auch rg A < k, da nur die ersten k Zeilen # 0 sind, so dass
1m(%~1) C <eq,...,e>C K™ ist. Schlielich ist offensichtlich der Zeilenrang von A gleich
k: Es gibt nur k Zeilen ungleich null, und diese sind linear unabhéngig.

(b): Die Spaltenvektoren S;,(A),...,S;, (A) sind linear unabhingig, und die (m x k)-
Matrix (S, (A),...,S;, (A)) geht aus der (n x k)-Matrix (S}, (A),...,S;, (A)) durch Zei-
lentransformation hervor. Daher haben beide Matrizen denselben Rang, namlich k, wie
man an Sj,(A),...,S; (A) sieht. Also sind auch die Spalten S; (A),...,S; (A) line-
ar unabhéngig, wegen dim im(A) = rg A = k also auch eine Basis von im(4) = <
Sl(A)7 cey Sn(A) >K.

(c): Sei U =< Z1(A), ..., Zm(A) >k C K™ der von den Zeilen von A erzeugte Unter-
raum, und sei

pj: K" — KJ
(X1, xn) = (21,...,7))

die Projektion auf die ersten j Koordinaten. Da auch U =<Z1(A), ..., Z,(A) >k ist,
sind die Stufen ji,...,jx genau an den Stellen j € {1,...,n}, wo

dimp;(U) > dimp,_1(U)

(wobei wir Py(U) := 0 setzen). Daher sind ji, ..., jx eindeutig bestimmt. Ist nun A eine
weitere Zeilenstufenmatrix, die aus A durch Zeilentransformation hervorgeht, so sind we-

gen U =< Z1(A), ..., Zo(A) >=< Z1(A), ..., Zn(A)' > auch die Stufen von A an
den Stellen 71, ..., Jk.
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Insbesondere sind {Z;(A z) : (;1) } und {Z;(A ) oo Zi(A ) } beides Basen von U

(k = Zeilenrang (A) = Zellenrang (A) = Zellenrang (A) Zeilen von A und A sind 0 fiir
i > k). Daher gibt es A\, € K, p,v € {1,...,k}, mit
~ k ~
(11.20.1) Z,(A)' = > N Z,(A).
pn=1

Es folgt fir o € {1,...,k}

) fiir alle v, also A=A

Dsz

also A\, =9, fir alle g, v. Mit (11.20.1) folgt Z,,(;l) =7,
Corollar 11.21 Fiir jede Matrix A gilt

rg A = Spaltenrang von A = Zeilenrang von A.

Dies folgt sofort aus 11.20 (a) (und 11.8).

Corollar 11.22 Sei A € M(m x n, K). Dann l&sst sich A durch Umformungen auf die

Gestalt
1

1 — r — te Zeile

bringen, also D, = (d;;) mit

Es ist dann r = rg A.

Beweis Nach dem Gaufischen Eliminationsverfahren lasst sich A durch Zeilenumformun-
gen auf Zeilenstufenform bringen:
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Ji J2 J3 Ja Jk

O ... 01 ...« 0 x *x 0 %...x 0 * *
1 *%...x 0 =% 0
1 *x...x 0
1
0
1 % ... x | « k-te Zeile.

Durch Spaltenumformungen kénnen wir in jeder der ersten k Zeilen die Stellen neben der
ersten 1 ausrdumen, d.h., zu null machen. Jetzt sind nur noch die Spalten §j,, ..., 5, un-
gleich null, und sind gleich den Einheitsvektoren ey, ..., ex. Durch Spaltenvertauschungen
konnen wir diese nun nacheinander in die Spalten 1 bis £ bekommen, wodurch wir die
Form D, mit r = k = rg A erhalten.

Beispiele 11.23 (a) Wir berechnen den Rang der 3 x 4-Matrix

321 2
A=(0 1 1 0
3 3 2 2
durch Umformungen.
1) 3. Zeile -1. Zeile
3 1 2
0110
0110
2) 3. Zeile -2. Zeile
3 21 2
01 10
00 00
3) 1. Zeile -3
1 2 1 2
3 3 3
0110
00 0O

4) Durch Ausrdumen kénnen wir jetzt die Zeilen rechts neben den Einsen ausrdumen (das

70



geht immer, wenn man schon eine Form

1
*
1
0 0 . 0
0O ... 0
erreicht hat). Explizit zum Beispiel:
(i) 2. Spalte - 2- 1. Spalte
103 2
01 10
0000

(ii) 3. Spalte - % 1. Spalte, 4. Spalte - % 1. Spalte

1

o = O
S = O
o O O

(ilii) 3. Spalte - 2. Spalte

(a)
o = O
o O O
o O O

Es ist also rg A = 2.

(b) Damit ist insbesondere rg A < 3 und A (d.h., ¢4) nicht surjektiv. Das Gleichungssy-
stem

Axr =0

ist also nicht fiir alle b € R3 1osbar. Wir untersuchen die Losbarkeit fiir

b= 11
0

Wir berechnen den Rang der erweiterten Matrix

(A]1)=

W o W

2
1
3

N ==
N O DN
—_

indem wir zum Beisiel diesselben Schritte machen:

17) 3. Zeile - 1. Zeile

3 21 2 1
0110 1
0110 -1
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2) 3. Zeile - 2. Zeile

3 2 1 2 1
01 10 1
0000 -2
3) 1. Zeile -3
12 1 2] 1
3 3 3 3
01 1 0 1
00 0O -2
4’) 3. Zeile - (—%)
1 L 1 2 1
3 3 3 3
01 10 1
00 0O 1
5’) Vertauschen von 3. und 5. Spalte
13503
01 1 0 1
00 10 0
6’) Ausrdumen der Zeilen
1 000 0
0100 0
0010 0

Damit ist rg (A | b) = 3 > 2 = rgA. Das Gleichungssystem ist also nicht 16sbar.

(c) Jetzt 16sen wir das Gleichungssystem

mit dem GauBschen Eliminationsverfahren. Wir benutzen die Zeilenumformungen 1°) -
4’) von (b), weil wir dann schon wissen, was fiir A herauskommt — wir brauchen also nur
noch b betrachten:

3 2 1 2 2
(Alp)=[0 11 0|3
3 3 2 2 5
1) 3. Zeile - 1. Zeile
321 2| 2
01103
011073
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2) 3. Zeile - 2. Zeile

321212
011013
0 0] 0
3) 1. Zeile -3

12 1 22
3 3 3 3
01103
00000

4) 1. Zeile —2- 2. Zeile
4
10 -3 5| —3
(11.23.1) 01 1 0| 3
00 0 0] 0

Dies ist die Zeilenstufenform. Sie entspricht dem Gleichungssystem

1 2 _
1 — 31'3 +§$4 = —

To + T3 = 3.

ol

Wir erhalten eine spezielle Losung x, indem wir zum Beispiel z3 = x4 = 0 setzen; durch
Auflésen der Gleichungen nach x; und x5 erhalten wir dann z = 3, 1 = —%, also die
spezeille Losung

_4
3
3
0
0
Tatsachlich ist A
3 3 2 2
4
Ag:—50+31:3:b
0 3 3 5

Um die gesamte Losungsmenge L(A,b) zu bestimmen, miissen wir noch den Losungsraum
der homogenen Gleichung Az = 0 beschreiben. Wegen A € M (3 x 4,R) und rgA = 2 ist
dim L(A,0) = 4 — 2 = 2; der Losungsraum ist also 2-dimensional. Wir kénnen eine Basis
bestimmen, indem wir an Stelle von (11.23.1) das homogene System

10 -3 210
(11.23.2) 01 1 0 0
00 0 O 0
betrachten. Ausgeschrieben lautet es
X1 — %Ig —|—§£L'4 = O

i) + T3 =
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Wir koénnen x5 und x4 wihlen, und nach dieser Wahl sind x; und x5 bestimmt. Eine Basis

erhalten wir, wenn wir fiir (?) einmal e; = ((1)) und einmal ey = ((1)) nehmen. Dies
4

ergibt die Losungen
2

3

1

V1 =

1
3
1
0

_ o O

Es ist also

L(A,b): + < U1,V >p= + W )\,ILLGR

S O W
O = |O~'>I>—\
_ o O

8§12 Konkrete Verfahren

12.1 Wir diskutieren noch einmal die Berechnung des Losungsraums L( A, b) eines linearen
Gleichungssystems

Axr =0
mit dem Gaufl’schen Eliminationsverfahren.

1) Bringe (A | b) durch Zeilentransformation auf Zeilenstufenform

Ji J2 Jk
1 x 0 = 0 by
1 % ... ¢ x :
o *
(Afb) = 1 bi
bit1
b,

Wir wissen: L(A,b) = L(A | b).

2) Losbarkeit und _spezielle Losung: Ist eine der Zahlen by 1, ..., by # 0, s0 ist das System
nicht 16sbar (fiir Az sind immer die letzten m — k Komponenten null). Ist bgyy = ... =
b, = 0, so ist das System losbar, zum Beispiel durch

x5, = b, , v=1,...,k,
.ZU] = 0 ) ]¢{]177]k}

Dies ist also eine spezielle Losung.
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3) Losungsraum: Wir miissen noch L(A,0) bestimmen, wobei L(A,0) = L(A,0) ist ( es
ist 0 = 0, da alle Zeilentransformationen wieder auf den Nullvektor fithren).
Seien r; < ro < ... < 1, die Indizes in {1,...,n} ~{j1,...,Jx} (die Indizes der “nicht-

speziellen” Spalten von A), und sei

B = (5,,(4),5,(A),...., 8, (4))

) M Tn—k

die Matrix, die aus A durch Streichen der “speziellen” Spalten S, (A), ..., S;, (A) entsteht.
Dann gilt die Aquivalenz

o E, Ljy Lry Ljy, o Ty
0:Ax=< ) | +B : & | =-B :

m—k,k
Ljy, Lrp_p Ljy, Lry_g

wobei 0y, fiir die (m — k) x k-Nullmatrix steht, und B aus B durch Streichen der
letzten m — k Zeilen entsteht (die alle 0 sind).

Ty

Dies ist fiir beliebiges : € K" % lssbar. Eine Basis des Lésungsraums L(A, 0)
x’rnfk

erhilt man, indem man hier z.B. die Basisvektoren e, ..., e,_j in K™% wihlt.

Basisvektoren sind also vy, ..., v,_; mit

(v,); = —(S,(B)); .+ j=1Ja (j “speziell”)
o dvg , J=rp (j “nicht speziell”).

Etwas tibersichtlicher wird dies nach einer Spaltenvertauschung (= Umnummerierung der
Variablen!) in A, so dass wir die Gestalt

o N
|
oy

erhalten. Eine Basis von L(;l, 0) ist dann
—S1(B) —S,_k(B) bk
el O\ e pn—k

Das Gauf3’sche Eliminationsverfahren kann auch zum Invertieren von Matrizen benutzt
werden:

Konstruktion 12.2 Sei A € M,,(K) eine regulére (invertierbare) n x n-Matrix. Um die
inverse Matrix B = A™! von A zu bestimmen, miissen wir die Gleichung

A-B=F
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losen (F = E, die n x n-Einheitsmatrix).

Fiir die Spaltenvektoren v; = S;(B) von B bedeutet dies wegen A - B = (Avy, ..., Av,)
und S;(E) = e; gerade

(12.2.1) Av; =e; (j=1,...,n).

Wir kénnen also diese linearen Gleichungssysteme losen (die Losung ist eindeutig, verglei-
che unten), und es ist dann B = (vy,...,v,), also die Matrix, die die Spalten vy,...,v,
hat.

Umgekehrt ist A € M, (K) genau dann reguldr, wenn all die Gleichungen (12.2.1) lésbar
sind.

Die Gleichungsysteme (12.2.1) kénnen wir mit dem Eliminationsverfahren auf Losbarkeit
iiberpriifen beziehungsweise l6sen. Dies kénnen wir nach dem Schema 12.1 machen, und

zwar fiir alle e; gleichzeitig.

Beispiel 12.3 Wir bestimmen die Inverse der reellen Matrix

11
A=1|(3 2
21

— =N

Wir starten mit der “mehrfach erweiterten” Matrix (A | e; | e | e3):

112 100
321 010
211 001

Ausrdumung der 1. Spalte (2. Zeile - 3 - 1. Zeile, 3. Zeile - 2 - 1. Zeile) liefert

1 1 2 1 00
0O -1 -5 =310
0o -1 -3 -2 01

2. Zeile -(—1) und 2. Spalte ausraumen:

|
w

|
O
—
S

10
01 5 3 -1 0
0 0

3. Zeile % und 3. Spalte ausrdumen

0y P
00 1 i _2l 12
2 2 2
Damit ist
S 11
At=1 41 2 S]l=-|1 3 -5/,
b L1



denn die Losung eines Gleichungssystems

1 T by
1 T, by,
also Ex = b, ist
T b1
Tn b,

also x = b, wegen Fzr = .

Damit stehen rechts bereits die Spalten der Matrix B = A~!, d.h., die gesamte Matrix
B = A~'. Nachrechnen (wichtig!):

11 2 -1 -1 3 1 2

A-B=-13 2 1 1 3 =5 :§O

2 11 1 -1 1 0

Wir notieren noch die folgenden zwei niitzlichen Beobachtungen

Lemma 12.4 Sei A € M(m x n,K) und b € K™. Sei das Gleichungssystem Az = b
l6sbar. Dann sind dquivalent

(i) Die Losung ist eindeutig.

(ii) L(A,0) ={0}.

(iii) rg A = n.

Beweis Sei vy € K™ eine spezielle Losung. Dann ist L(A,b) = vo + L(A, 0) (siehe 11.2).
Dies zeigt die Aquivalenz der ersten beiden Bedingungen. Weiter gilt L(A,0) = {0} genau
dann wenn dim L(A,0) = 0, und dies ist nach den Rangsatz (bzw. 11.7) dquivalent zu
n—rg A =0, also zu (iii).

Lemma 12.5 Fiir A € M(m x n, K) sind dquivalent:

(i) Az = b ist fiir alle b € K™ losbar.

(i) rg A =m.

Beweis: (i) & A (d.h., pa) ist surjektiv < rg A = dim im(p,) = dim K™ = m.

Schlieflich ziehen wir noch eine Verbindung zwischen Matrizen und dem Thema von
Abschnitt 8 (Erzeugendensysteme, lineare Unabhéngigkeit, Basen).
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Seien vy, ..., v, Vektoren in K™ (hier sind m,n beliebig in Ny). Bilde die Matrix
A= (v1,...,v,) € M(m x n,K)
mit Spalten vy,...,v,. Dann ist nach dem Beweis von 11.8 im A =<uvy,...,v,>f, also
rgA=dim<wvy,...,v, >k .
Hieraus folgt

Lemma 12.6 Es gilt

(i) (v1,...,v,) Erzeugendensystem von K™ < rg A = m.
(ii) (v1,...,v,) linear unabhingig < rg A = n.
(iii) (vy,...,v,) Basis von K™ < rg A =m = n.

Beweis (i) ist unmittelbar klar nach der Vorbemerkung, und (ii) folgt aus 11.8 (rg A =
Spaltenrang (A)). (iii) folgt wiederum aus (i) und (ii).

Bemerkung 12.7 Das Gaufi’sche Eliminationsverfahren (Teil 11.20 (b)) , angewandt auf

A, kann benutzt werden, um unter vy, ...,v, eine Basis von W =< (vy,...,v,) >k zu
finden. So kénnen wir also fiir jeden Untervektorraum W C K™ und jedes Erzeugenden-
system vy,...,v, von W eine Basis von W unter den v; finden.

8§13 Die Determinante
Motivation: Betrachte 2 x 2-Matrizen
a b
A= (2 4)

d
Dann gilt, wie man leicht nachrechnet:

e A invertierbar < det A # 0

e Definiere det (Z b) = ad — bc.

e A invertierbar = A1 = 1 ( d —b)

T detA ¢ ¢
e det(A-B) =det A-det B

Verallgemeinere dies auf beliebige (quadratische Matrizen). Bei 3 x 3-Matrizen:

a b c
d e fl=aei+...+...—...—...—ceqg,
g h 1

78



also 6 Terme. Bei 4 x 4-Matrizen: 24 Terme! Es ist besser, dies konzeptioneller zu betrach-
ten.

Sei K ein Korper (z. B. R oder C).

Satz 13.1 Es gibt genau eine Abbildung
det : M,,(K) — K

mit den folgenden Eigenschaften

(i) det ist linear in jeder Spalte, d.h., fiir jedes j = 1,...,n ist
det(vy, ..., au; 4+ BV, ..., v,) = adet(vy, ..., v5,...,v,) + Bdet(vr, ..., 0V}, ..., 0,)

(hierbei sind vy, ..., v,, v} beliebige (Spalten-)Vektoren in K™ und a, 3 € K beliebig);
(ii) Ist der (Spalten-)Rang von A kleiner als n, so ist det A = 0;
(iii) det £ = 1.

Diese eindeutig bestimmte Abbildung det heifit die Determinante; det A heifit die De-
terminante von A.

Bemerkung: Fiir eine n x n-Matrix A gilt nach Lemma 10.20: A invertierbar < rgA =n
(denn offenbar ist A (d.h., p4) genau dann surjektiv, wenn rgA = n). Bedingung (ii)
bedeutet also

(ii) Ist A nicht invertierbar, so ist det A = 0.

Wir fithren den Beweis von 13.1 in mehreren Schritten.

Zur Eindeutigkeit:

Lemma 13.2 Sei det : M,,(K) — K eine Abbildung mit der Eigenschaft 13.1 (i). Die

Eigenschaft 13.1 (ii) ist dann dquivalent zu:
(i) det(vy,...,v,) = 0, falls v; = v; fiir ein Paar (4, j) mit ¢ # j.

Beweis (ii) = (ii’"): Ist v; = v; fiir ¢, j mit ¢ # j, so ist der Rang von (vy,...,v,) kleiner
als n, nach (ii) ist also det(vy,...,v,) = 0.
(ii") = (ii): Ist der Rang von A = (vy,...,v,) kleiner als n, so sind vy,...,v, linear

abhéngig. Es gibt dann also ein ¢ € {1,...,n} mit

v, = Z Oéj'Uj
J#i
firo; € b (j€{1,...,n} N {i}).
Dann ist nach 13.1(i)
det(vl, e ,’Un) = Z Q; det(Ul, ey U1, V5, Vg1, - - ,Un)
=1
G
= 0 nach (ii")
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Definition 13.3 Sei V' ein K-Vektorraum, und sei m € N.
(a) Eine Abbildung
p: V" =K

heifit (m-)multilinear (oder m-linear), wenn sie linear in jedem Argument ist, d.h., wenn
fir jedes j € {1,...,m} gilt

/
(V1,5 Vi1, 005 + BUS, v, V)
— /
- a¢<vla"'7vj—1avjvvj+lv'"7Um) +ﬁ¢(1}1,...,'Uj_17'Uj,Uj+1,...,’Um)
fiir alle vy, ..., v; 1,05, 0}, V11, ..., 0y € V und alle o, § € K

(dquivalent: Fiir jedes j € {1,...,m} und alle v1,...,vj_1,0j41,...,0y € V ist die Ab-
bildung
V — K

v gb(vh ey Uj—1, U, V541, - 7Um)

linear). Man nennt ¢ auch eine Multilinearform, oder m-lineare Form, oder eine m-
Form auf V.

(b) Eine m-lineare Abbildung ¢ : V™ — K heifit alternierend, wenn gilt ¢(vy, ..., v,) =
0, falls v; = v, fiir ein Paar (7, j) mit ¢ # j.

Bemerkung 13.4 (i) Eine 1-lineare Form ¢ : V' — K ist gerade eine Linearform auf V|
also ein Element aus dem Dualraum V* von V.

(ii) Eine 2-lineare Abbildung
p:VxV-—-K

heift auch bilineare Abbildung oder Bilinearform auf V. Zum Beispiel ist das Skalar-

produkt
p:R"xR" — R
(z,y) — <z,y>= ley

eine Bilinearform auf R™.

Definition 13.5 Eine m-lineare Form ¢ : V™ — K heifit symmetrisch (bzw. anti-
symmetrisch), wenn fiir alle ¢ < j gilt

A(U1, ey Vi Uy U,) = O(V1, U, U, )
(bzw. = —¢(v1,..., V), .., V.. Vp)) .

Bemerkung 13.6 (i) Das Skalarprodukt auf R™ ist symmetrisch.

(i) Eine alternierende m-lineare Form ist anti-symmetrisch: Fiir ¢ < j ist

0 = o(vr,..., 0 +0vj,...,0+vj,...,0,)
= O(U1,. . Vi Uy U) F (U1, U, Y Uy)

da ¢ m-linear und alternierend ist.
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(iii) Ist 1 +1 =0 in K (man sagt hierzu, dass die Charakteristik von K gleich 2 ist: char
K = 2), so sind die anti-symmetrischen Formen gleich den symmetrischen (—1 = +1!),
und nicht notwendig alternierend( Beispiel 7).

Ist char K # 2 (also 2 =1+ 1 # 0), so sind die alternierenden m-linearen Formen gleich
den anti-symmetrischen:

¢ anti-symmetrisch = 2-(vy, ..., V.., Ve, Uy) =0
= O(V1,-- 3 Vi s Viyeo oy V) =0 .
Proposition 13.7 Sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum, und sei b = (by,...,b,) eine

Basis von V. Dann gibt es hochstens eine alternierende n-lineare Form

p: V"= K
mit ¢(by,...,b,) = 1.
Beweis Seien ¢, ¢’ zwei solche Formen, und seien vy,...,v, € V. Dann gibt es a;; € K
mit
n
vi:Zaijbj, ’i:l,...,n7

j=1

und es ist

P svn) = @( 20 arjibyi,- -y 20 a,bs,)

=1 Jn=1

= Z a1j1 amnqﬁ(bﬁ,,bh),

(J1,--3n)€40,...,n 3"

entsprechend fiir ¢'. Also ist ¢ durch die Werte auf den Tupeln (b;,,...,b;,) bestimmt.
Es ist aber ¢(b;,,...,b;, ) = 0, falls dasselbe b; zweimal vorkommt, da ¢ alternierend ist;
dasselbe gilt fiir ¢'. Wir konnen also annehmen, dass die bj,,. .., b;, paarweise verschieden
sind. Da ¢ auch antisymmetrisch ist (13.6 (ii)), ist fir & < ¢

¢<bj17'"7bjk7"‘7bj[7"'7bjn>:_¢(bj17"'7bj27"'7bjk7"'?bjn)7

entsprechend fiir ¢', und durch endlich viele solche Vertauschungen kann man das Tupel
(bj,,...,bj,) auf die Gestalt (by,...,b,) bringen. Damit sind ¢ und ¢’ durch ihren Wert
auf (b, ...,b,) bestimmt, also gleich.

Hieraus folgt die Eindeutigkeit von ¢ in Satz 13.1: eine Abbildung ¢ : M, (K) — K mit

13.1 (i) und (ii) ist gerade eine alternierende n-Form auf K™ und nach 13.1 (iii) soll gelten
o(er,...,e,) =1 fir die Standardbasis (eq,...,e,) von K™.

Existenz von ¢:
Dies beweisen wir durch Induktion iiber n. Fiir n = 1 ist nichts zu zeigen: es ist det(a) = a.

Sei nun n > 1.

Definition 13.8 Sei A € M, (K). Fiir i,j € {1,...,n} bezeichne A;; € M,_,(K) die
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Matrix, die aus A durch Weglassen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte entsteht.

/
/
=\ S S S ey S S
/
/
/
/
I
J
Fixiere nun ein ¢ € {1,...,n}. Dann definieren wir rekursiv

det A= > (—1)"a;;det Ay,
j=1

wobei det A;; nach Induktionsannahme bereits definiert ist.

Wir zeigen nun, dass die entstehende Abbildung
det : M,(K) — K

die Eigenschaften 13.1 (i)-(iii) hat.

(i): Wir zeigen, dass jeder Summand (—1)"a;; det A;; linear in der k-ten Spalte ist (k
beliebig). Fiir k # j folgt, dies daraus, dass det A;; linear in den Spalten ist und a;; nicht
von der k-ten Spalte abhéngt:

k J

Fir k = j héngt det A;; nicht von der k-ten Spalte ab (diese wurde gerade weggelassen),
aber a;; = a;, (d.h., die Abbildung

My (K)
A

K

—
= Qi

ist linear in der k-ten Spalte von A).

(ii) Wir zeigen die Eigenschaft (ii’) aus 13.2. Sei die k-te Spalte vy von A gleich der ¢-ten
Spalte v, von A, k < £. Dann ist

det A = (=1)"ay, det Ay, + (—1)"a; det Ay,
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denn fir 5 # k,¢ ist det A;; = 0 nach Induktionsvoraussetzung, da A;; zwei gleiche
Spalten hat. Sei zundchst ¢ = k + 1 (benachbarte Spalten). Dann ist offenbar A; =
Ao, a;r, = ajp, und damit

det A (—1)**ay, det Ay, + (—1) ay, det Ay,

= 0.

Hieraus ergibt sich weiter wie in Bemerkung 13.6 (ii), dass
det(v1, ..., Uk, Uty -+, Un) = —det(vr, ..o, Vg1, Ugy - ooy Un) S

d.h., Vertauschung benachbarter Spalten fiihrt zu Vorzeichenwechsel. Ist nun k£ < ¢ be-
liebig, so kann man durch fortlaufendes Vertauschen von benachbarten Spalten — wobei
sich nur das Vorzeichen der Determinante &ndern kann — erreichen, dass zwei benachbarte
Spalten gleich sind; es ist also auch in diesem Fall det A = 0.

j=1
nach Induktionsvoraussetzung.

Damit ist die Determinante (mit den Eigenschaften von 13.1) definiert.

Definition 13.9 Die Berechnungsformel
det A = Z(—l)”jaij - det Aij
j=1

(fiir i € {1,...,n} beliebig, aber fest) heit die Entwicklung der Determinante nach
der i-ten Zeile (“Laplace’sche Entwicklungsformel”)

Das Schema der Vorzeichen (—1)"/ ist einfach; es sieht so aus

Beispiele 13.10 (a) Fiir eine 2 x 2-Matrix
a b
1= )

det A= (-1)"-a-d+ (-1)'b-c=ad — be,

ergibt Entwicklung nach der 1. Zeile

wie anfangs angegeben.
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(b) (Regel von Sarrus) Fiir eine 3 x 3-Matrix

A:

L Q<
>0 o
S-S 0

ergibt Entwicklung nach der 1. Zeile

det A = a-(ei — fh) —b(di — fg) + c(dh — eg)
= a-ei+b-f-g+c-d-h—c-e-g—b-d-i—a-f-h

Diese Formel 143t sich wie folgt verbildlichen

AN
AORN

9k ; g h

\\
\\

(im Geiste immer die Diagonalen zu 3er-Reihen ergéinzen)

bzw.

Da es nicht darauf ankommt, kann man eine beliebige Zeile zur Entwicklung wéahlen;
moglichst eine mit vielen Nullen:

Beispiel 13.11 Sei

1 2 3 4
4 3 21
A=1100 1
0110

Entwicklung nach der 3. Zeile:

S =
— W N
— N W

2 3 4
det A = detAs; —detAsy =det [3 2 1| —det
110
= 3+12-8-2)—(3+12—-8—
(S:u>A ist nicht regulér)

Satz 13.12 Fiir eine Matrix A = (a;;) € M, (K) sei A® = (a;;) die transponierte Matrix.

Dann gilt
det A' = det A.
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Beweis Betrachte die Abbildung

det: M,(K) — K
A — det A,

det erfiillt 13.1 (iii), denn es ist det F = det £' = det E = 1.
det erfiillr 13.1 (ii): rgeA <n=rgA' =rgA <n = det A = det At = 0.

det erfiillt 13.1 (i): die Spalten von A werden die Zeilen von A’; wir haben also zu zeigen:
Lemma 13.13 det ist auch linear in den Zeilen.

Beweis: Fiir die Abhéngigkeit von der k-ten Zeile betrachten wir die Formel (Entwicklung
nach der k-ten Zeile)

det A = Z(—l)k+jakj det Akj .
j=1

Hier héngt Ay; nicht von der k-ten Zeile ab (diese wurde gerade gestrichen) und a;j hingt
offenbar linear von der k-ten Zeile ab, fiir alle j. Dies zeigt die Behauptung. 0J

Ende des Beweises von 13.12: Da det 13.1.(1) — (iii) erfiillt, ist det = det. O
Corollar 13.14 Fiir jedes j € {1,...,n} ist auch
det A = i(—l)”jazj det A;;
i=1
(Entwicklung nach der j-ten Spalte).
Beweis Dies folgt durch Anwendung von 13.9 auf A*, zusammen mit 13.12.

Satz 13.15 Sei A € M,,(K) eine obere Dreiecksmatrix, also

(hier steht « fiir beliebige Eintrdge oberhalb der Diagonalen). Dann ist
det A = a1 - a9 ...0n, = HCL“
i=1

Entsprechendes gilt fiir untere Dreieckmatrizen
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auch hier ist det B = [] by;.
i=1

Beweis Durch Induktion iiber n, wobei der Fall n = 1 trivial ist.

Der Induktionsschnitt folgt durch Entwicklung nach der 1. Spalte: es ist

22

det A = ay;-det
0

ann

n
= aj; - [] @i nach Induktionsvoraussetzung
i=2

Der Fall von unteren Dreiecksmatrizen folgt analog (Entwicklung nach der 1. Zeile), oder

durch Betrachten der Transponierten.

Satz 13.16 (Multiplikativitdt der Determinante) Fir A, B € M,,(K) gilt

det(A- B) =det A-det B.

Beweis Fixiere A und betrachte die Abbildung

¢: My(K) — K

B — det AB.

¢ erfiillt 13.1 (i), d.h., ist linear in den Spalten:
Fiir

B = (v,...,v,) ist AB = (Avy,..., Av,).

—— —
Spalten von B Spalten von AB
Fiir feste vq,...,vj_1,v41,..., v, ist also die Abbildung
K" — K
v gb(vla ey Vi1, U, Vg1, -0 7?}71)

= det(AU1 N ,A’Uj_l, AU, AUj+1, N ,A’Un)
linear, als Komposition der linearen Abbildungen
K - K" — K
v — Av

w  — det(Avy, ..., Avj_1,w, Avjiq, ..., Avy)

(Linearitat von det in der j-ten Spalte).

¢ erfiillt auch 13.2 (ii"): ist v; = v, fiir i # j, so ist Av; = Av; und damit det(Avy, ..

0.
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¢ erfiillt im allgemeinen nicht 13.1 (iii), aber es ist
O(E) = det(A).

Ist nun det(A) = 0, so ist
det —¢ : M, (K) — K

eine Abbildung, die 13.1 (i) — (iii) erfiillt, also
det —¢ = det,
d.h., es ist ¢ die Nullabbildung und damit
det(A-B) = 0 = detA-detB  VB.
Ist det A # 0, so ist

1
— 0 M, (K K
eine Abbildung die 13.1 (i) — (iii) erfillt, also
1
dorA @ =0
also
-det AB=detB VB q.e.d

det A

Corollar 13.17 Eine Matrix A € M,,(K) ist genau dann regulér (< A hat den maximalen
Rang n < A ist invertierbar), wenn det A # 0.

Beweis Nach 13.1 (ii) gilt
A nicht regulir = det A =0
Nach 13.16 gilt aber auch:

A regulir = A besitzt ein Inverses A~' = A- A"l = F
= l=detE=detA- A!' =det A -det(A™).

Also muss gelten det A # 0.

Corollar 13.18 Ist A regulér, so gilt
det A' = (det A)'.

Dies folgt aus dem Beweis von 13.17.

Die Determinate erlaubt eine Berechnung der Inversen einer reguldren Matrix:
Definition 13.19 Fiir A € M, (K) definiere die komplementire Matrix A = (a;;)
durch o

C/L\i; = (—1)Z+] det Aji .
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Beachte: hier steht A;;, nicht A;;!

Es ist also
det AH —det A21 det A31

—det A12 det A22
det Alg —det A23

SN
I

Satz 13.20 Ist A € M, (K), so ist

A-A=detA-E.

Insbesondere gilt, falls A regulér ist (und damit det A # 0)
1 .
At = -A.
det A
Beweis Sei
A- A =: (Cij)
Dann ist .
Cik = Y Qij-

=1
n

= Z aij . (—1)j+k det Ak’j .

j=1
Fiir i = k ist (Entwicklung nach der i-ten Zeile)

Cii = Z (—1>i+jai]’ det Aij =detA.
=1

Fiir i # k behaupten wir, dass ¢;; = 0 ist. Betrachte ndmlich die Matrix A’ = (a;,,), die
aus A entsteht, indem man die k-te Zeile durch die i-te Zeile von A ersetzt. Dann gilt
(Entwicklung nach der k-ten Zeile, A" hat 2 gleiche Zeilen)

(

0 = detA = -1
(—1)]‘3”@25 detAkj

) *ay; det Ay

n
Z .
=1
n
Z .
j=1
= Cik,

denn die Matizen Aj; héngen nicht von der k-ten Zeile von A ab (diese wurde gestrichen).

Insgesamt ergibt sich

det A
A-A= —detA-E.

det A
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Ist nun A regulér, so gilt A - (ﬁ . fl) = FE,also A7l = deiA AL q.e.d.

b
d

A:(_dc —ab).

Ist det A = ad — be # 0, so ist also A € Gly(K) und

1 d —c
-1 _
A _detA(—b a) '

Beispiele 13.21 (a) Fiir A = (CCL ) € My(K) ist

(b) Fiir
1 2 3
A=11 0 1
3 2 1
st
det A=6+6—-2-2=8
5 -2 4 2
A= 2 -8 2
2 4 =2
Es ist
1 2 3 -2 4 2 —24+446 4—-16+12 2+4—-6 8 00
AA=|1 0 1 2 -8 2 = 242 444 2—-2 =10 8 0
3 21 2 4 =2 —6+4+2 12—-16+4 6+4—-2 0 0 8

Die Determinante erlaubt auch das Losen eines Gleichungssystems
(%) Ax =10

mit quadratischer Matrix A € M, (K) (also, z,b € K"), falls A invertierbar ist. Wir
erinnern uns, dass in diesem Fall das System (x) eindeutig losbar ist (fiir jeses b € K™).

Corollar 13.22 (Cramersche Regel) Sei A € M, (K) invertierbar, und seien vy, ..., v,
die Spaltenvektoren von A. Dann wird fiir b € K™ das System

Ax =10
gelost durch den Vektor
a1

o det(vl, e ,Ui_l,b, Viy - - - ,Un)

det A

r=1\: mit  x;

Tn
firi =1,...,n (Beachte, dass det A = det(vy,...v,)).

89



Beweis Es ist
-1 1 -

= Ab
det A™

also

1 "L
R . A-.bi

Jj=1

und > (—1)""7b; det Aj; ist die Entwicklung von det(vy, ..., v;—1,b, viy1, ..., v,) nach der
=1
i-ten Spalte.
Beispiel 13.23 Wir losen
1 2 3 T
1 01 i) =
3 21 xIs3

~ W Ot

Die Determinante der Matrix ist 8 (sieche 13.21 (b)), und damit folgt

52 3
rp = gdet [3 0 1| =3(14418-6-10)=2 =2
721
153
zg = gdet [1 3 1| =5B+15+21-27)=50=0
371
ZE3::]_
also
2
r=10
1
Nachrechnen!

Beispiel 13.24 (a) Manchmal werden 13.20 und 13.22 beide Cramersche Regeln genannt
(erste und zweite); wichtiger ist 13.20.

(b) Manchmal wird die Determinante einer Matrix A auch mit |A| bezeichnet, und fiir
eine Matrix

ayr ... QAip ayr ... QAip
schreibt man : : fiir die Determinante.

Ap1 ... Qpp aAp1 ... Qpp

Bemerkung 13.25 (Rechenregeln fiir Determinanten) Wir wissen schon

(a) det(vy, ..., A\, .., v,) = A-det(vg, ..., 04 ..., 0,)
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b) det(vy,...,v; + v}, ... v,) =det(vy, ..., 0. .. v,) +det(vy, ... 00 vy)

(a) + (b) < Linearitét in der i-ten Spalte), sowie

(
(
(c) det(vi, ..., 05y 05,y 0n) = —det(vr, .., 05,0, Ve, U
(vergleiche 13.6 (iii))

(a

), (b) und (c) beschreiben insbesondere das Verhalten bei elementaren Spaltenumfor-
mungen vom Typ 11.13 (a), (b) und 11.14 (c). Fiir Typ 11.14 (d) gilt

(d) Fiir i # j und A € K ist
det(vy, ..., v+ Avj, ..., v,) = det(vy, ..., 05,0, 0p)
Denn sei ohne Einschrénkung i < j; dann gilt wegen (a) und (b)

det(vy,...,v; + Avj, ..., vp)
= det(vy,...,v,) + Adet(vy, ..., 05, ..., 05, ..., 0p)
= det(vy,...,v,)
da det(vy,...,vj,...,0;,...,0,) = 0 wegen 13.2.
Entsprechendes gilt fiir Zeilen (wegen det A = det A?).

Dies erlaubt die Berechnung der Determinante durch Zeilen- und Spaltenumformungen.
7.B.

1 2 3 1 2 3

45 6|=(3 3 3|=0 ,und

7 89 3 3 3

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 92

4 56|=1333|=|33 3 :—1’33’:3.
7 8 8 3 3 2 0 0 —1

814 Permutationen und Leibnizformel

Erinnerung: Fiir n € N war die symmetrische Gruppe 5,, die Menge aller Bijektionen
o:{1,....,n} — {1,...,n}; diese werden Permutationen genannt (und S, auch die
Permutationsgruppe). Die Ordung von S, ist n!.

Definition 14.1 Eine Transposition ist eine Permutation 7 € .S,,, die zwei Zahlen i # j
vertauscht und alle anderen Zahlen festlafit; diese Abbildung wird mit (i j) bezeichnet.

Offenbar gilt (i j)* = id.
Satz 14.2 Es gibt genau einen Homomorphismus

sign : S, — {1}
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mit sign(7) = —1 fiir jede Transposition (Die Verkniipfung auf {41} ist die Multiplika-
tion). Die Abbildung sign heifit das Signum,; fiir o € S,, heifit sign(o) das Signum von
.

Beweis:
Eindeutigkeit: folgt aus

Lemma 14.3 Jede Permutation o € 5,, ist Produkt von Transpositionen.

Beweis: Durch Induktion iiber n, wobei der Fall n = 1 trivial ist. Wir haben einen
Monomorphismus

@:Snfl — Sn
o — ¢:{l,...,n} —={1,...,n}
o) = { #1) isn—l

n o, i1=n

der Transpositionen auf Transpositionen abbildet. Nach Induktionsannahme ist die Be-
hauptung richtig in S,,_1, also auch in im ¢ = {0 € S,, | 0(n) = n}. Sei nun o € S,,. Ist
o(n) = n, so sind wir fertig. Sonst sei o(n) =i < n. Dann ist ¢/ = (in) - ¢ € im ¢, also
Produkt von Transpositionen, und dasselbe gilt fiir (in)o’ = (in)%c = o.

Existenz in 14.2: Setze o
: Jj—1
sign(o) = || ———=
@ =1175=m
Fiir j # 4 ist auch o(j) # (i), also ist die rechte Seite wohldefiniert.

Erklirung: Es ist sign(o) = (—1)™ mit m = m(o) = Anzahl der (¢, j) mit 1 <i<j<n
und o(i) > o(j).

Denn es ist

i<j 1<j 1<j

o(i)<o(j) o(1)>a(j)
= (D" Ile@) =@ =(=1)"TI0{ —1),
1<j 1<J
dao:{l,...,n} — {1,...,n} eine Bijektion ist. Wir zeigen nun, dass sign ein Homo-

morphismus ist.

il j—i 1)~ ()
gn(oT) ) B i H(ﬂj)—r(i ' <’i)>
.
)



Es bleibt noch zu zeigen, dass sign(7) = —1, wenn 7 eine Transposition ist. Sei 7 = (k (),
ohne Einschrinkung k < ¢. Die Paare (¢, 7) mit ¢ < j aber 7(i) > 7(j) sind dann gerade

(k,0), (k +1,0) e (E—=1,0)
(ko k+1),(kk+1) ..., (k,0—1).

Ihre Anzahl ist m(r) =¢—1—(k—1)+¢—1—k = 2(¢ — k) — 1. Daher ist sign(r) =
(=)™ = —1.

Definition/Lemma 14.4 (a) Eine Permutation o € S,, heifit gerade, wenn sign(o) = 1
ist, und ungerade, wenn sign(o) = —1.

(b) Die Menge A,, = {o € S,, | sign(c) = 1} der geraden Permutationen ist eine Unter-
gruppe und heifit die alternierende Gruppe.

Dass A,, eine Untergruppe ist, folgt sofort daraus, dass sign ein Gruppenhomomorphismus
ist.

Satz 14.5 (Leibniz-Determinantenformel) Fiir A = (a;;) € M, (K) ist

det A = Z sign(a)ala(l)agg(g) «+ - Qpo(n) -
CTGSn

Beweis Wir zeigen, dass die durch die rechte Seite definierte Abbildung
det : M,(K)— K, detA = Z SigN(0)a15(1) - G20(2) - - - Gno(n)
oESH
die Bedingungen 13.1 (i) — (iii) erfiillt.

13.1 (i): Jeder Summand sign(7)a1,1) - 20(2) - - - Ano(n) ist offenbar linear in der A-ten
Spalte.

13.1 (ii’): Sei j # k und S;(A) = Sk(A) fiir die j-te und die k-te Spalte von A. Sei 7 = (j k)
die Transposition, die 7 und k vertauscht. Dann ist die Abbildung

f: Ay — {ungerade Permutation}
o — TO

eine Bijektion (mit Umkehrabbildung ¢’ — 70¢”), und daher

detA = > sign(0)aisa) - .- Gnom) + Y SIBU(TO)A1r0(1) - - - Anro(n) -
O'EAn O'EAn

Es ist aber fir o € Ay
sign(ro) = sign(r) - sign(o) = —sign(o)

und
A1o(1) - - - Cno(n) = Q1ro(1) - - - Anro(n) »

denn fiir o(v) # j, k ist 7o(v) = o(v), und fiir o(v') = j, o(V") =k ist apo@y = vy =
Ay = Quire(V) und ebenso Aytig(py = Quitro(v!)-
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Es ist also detA = 0.
13.1(iii): fiir A = E ist

detE = 3 sign(0)015(1) * Ono(n)
O'ESn
=1

)

da nur der Summand fiir ¢ = id ungleich 0 ist.

Beispiele 14.6 (a) Fiir n = 2 ist Sy = {id, (12)} und sign(id)= 1, sign((12)) = —1. Die
Leibniz-Formel zeigt also

@11 a2
det = 11022 — G120921
Q21 A22

wie bekannt.

(b) Fiir paarweise verschiedene Zahlen ki, ... k. € {1,...,n} definiere den Zyklus der
Lange r
(ky- o k) € S,

als die Permutation o € S,, mit
0'(]€1> = kQ, U(kg) = ]{?3, c. ,O'(I{JT_1> = kr, O'(]{?r> = ]Cl
und o (i) =i fir i ¢ {ki,...,k.}. Dann kann man leicht durch Induktion beweisen:

sign(o) = (=1)""t.

(c) Fiir n = 3 besteht die Gruppe S3 aus den Elementen id, oy = (23),00 = (13),03 =
(12),o=(123) und ¢* = (132). Es ist

a11 a2 i3

a11 Q22 A33 + @12 G23 G31 + A13 A21 G31
det | am am ans | = 33 3 a3 3 3

—a11 A23 32 — Q13 Q22 A31 — A12 G421 (33
31 dagzz G33

Dies ist die Regel von Sarrus. Allgemein erhalten wir fiir die Determinante einer n x n-
Matrix eine Summe von n! Produkten.

815 Die Determinante eines Endomorphismus

Sei K ein Korper.

Lemma 15.1 Fir A, B € M, (K), B invertierbar, ist

det(B'AB) = det A.
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Beweis: Nach 13.16 und 13.18 ist det(B~'AB) = det(B~!)- A-det B = (det B) ™' -det A-
det B = det A.

Bemerkung 15.2 Die Operation A — B~'AB heifit Konjugation mit B. Lemma 15.1
sagt also, dass die Determinante Konjugations-invariant ist.

Lemma 15.3 Sei f : V — V eine lineare Abbildung (also ein Endomorphismus von V).
Dann ist det f, die Determinante von f, wie folgt definiert: Sei b = (b,...,b,) eine
Basis von V, und sei A = M}(f) € M,(K) die Matrix von f beziiglich b [Erinnerung:

n

A = (a;;) mit f(bj) = > a;;b:i(j =1,...,n)]. Dann setze
i=1

det f :=det A.
Dies ist wohldefiniert.

Beweis der Wohldefiniertheit: Wir haben zu zeigen, dass dies unabhéngig von der gewahlten
Basis ist. Die Matrix A ist durch das folgende kommutative Diagramm definiert

vy S @by b
=1

b | L Pb j }

K" A>Kn (Il,...xn) €;

Ist nun ¢ = (cy, ..., ¢,) eine andere Basis von V und ist B = M?(= M?(id)) die zugehérige
Basiswechsel-Matrix [j-te Spalte von B=Darstellung von ¢; in der Basis b, d.h., ¢; =

n
> bijbi], so zeigt das kommutative Diagramm
i=1

vy

2ol I

K" —"> K"~ K" <= K"
dass die Matrix A’ = MS(f) von f beziiglich ¢ gleich B~'AB ist. (Dies ist die Formel
ME(f) = MEME(f)M? aus Satz 10.28, zusammen mit der Formel M¢ = (M?)~! aus Lem-
ma 10.27). Mit Lemma 3.1 folgt nun det M¢(f) = det(B~1AB) = det(A) = det MP(f).

Aus den Eigenschaften von Determinanten folgt sofort

Proposition 15.4 Es gilt

(a) det f #0 < f Isomorphismus
(b) det fog=det f-detg

(c) det id = 1.

Beispiel 15.5 Betrachte C als R-Vektorraum und die Abbildung (komplexe Konjugation)
c: C —- C

a=a+bi — a=a—0bi
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¢ ist R-linear (nicht C-linear!), und es ist detc¢ = —1 : R-Basis von C ist (1,%), und es
ist ¢(1) = 1, ¢(i) = —i; die Matrix von c¢ in dieser R-Basis ist also

(o).

mit Determinante —1.

8§16 Polynome

Sei K ein Korper.

Definition 16.1 (naive Definition) Ein Polynom iiber K (oder mit Koeffizienten in K)
ist ein Ausdruck
f(z) = ap + a17 + asx® + ... + ap2™,

mit n € Ny und ag, ay, . ..,a, € K. Hierbei heifit a; der i-te Koeffizient von f(z).

Wir vereinbaren noch, dass wir einen Ausdruck 0z’ nicht mitschreiben miissen. Also ist
zB. 1+ 2> =1+ 0z + 2° + 02°.

Definition 16.2 Fiir zwei Polynome f(z) = 3 ;2" und g(z) = > b;a? werde die Summe
i=0 =0
und das Produkt wie folgt definiert

max(m,n)
fl@)+g) = Y (a+b;)a’
=0
(wobei wir a; = 0 fiir j > m und b; = 0 fiir j > n setzen),

f(x)-gla) = (Z ai‘bj> z".

k=0 \i+j=k

Die Addition ist also einfach komponentenweise, und die Multiplikation ist gerade so
gemacht, dass gilt

Proposition 16.3 Die Menge K|x] der Polynome iiber K wird mit der obigen Addition
und Multiplikation ein kommutativer Ring mit Eins.

Beweis: selbst! Die Multiplikation folgt aus dem Distributivgesetz, also durch “Ausmul-
tiplizieren”.

Definition 16.4 Fiir ein Polynom
f(l') = anl'n + Clnfll'nil +...+aox+ag
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mit a, # 0 heift n der Grad von f (Bez.: deg(f)) und a, der Leitkoeffizient von f
(Bez.: amax(f)). Fiir das Nullpolynom 0 setze deg(0) := —00 und a@myax(0) := 0. Nenne f
normiert, wenn Guax(f) = 1.

Lemma 16.5 (a) deg(f - g) = deg(f) + deg(g)
(b) det(f + g) < max(deg(f), deg(g))
(€) max(f - 9) = amax(f) - Gmax(9)-

Beweis: selbst!

Satz 16.7 (Polynomdivision/Division und Rest) Seien f,g € K[z], g # 0. Dann existieren
eindeutig bestimmte Polynome ¢, € K[x] mit

f=a g+r, deg(r) <deg(g)
(Bedeutung: f geteilt durch g ist ¢ Rest 7).
Beweis: Eristenz: Induktion nach deg(f). Fir f = 0 setze ¢ =r = 0.
Sei nun f # 0. Fiir deg(f) < deg(g) setze ¢ = 0 und r = f. Fiir deg(f) > deg(g) sei

g =0bpx" + ... (niedrigere Potenzen von )
f=ankz"* + ... (niedrigere Potenzen von x)

mit n, k € Ny, b, # 0 und a,,.x # 0. Dann hat

Ap4k k
p— . .r .
/ b, g

kleineren Grad als f. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es ¢;,r € K[z] mit deg(r) <
deg(g) und

an
f— b+k ¥ g=q g+
Also ist f =¢q- g+ r, mit
An+k
¢=—a" +q € K[a].

Findeutigkeit: Sei f = q1-g+11 = qo- g+ ro mit g;,r; € Klz| und deg(r;) < deg(g) (i =
1,2). Dann ist
(1 —q)g=r1—r2.

Wegen deg(r; — ) < deg(g) folgt (¢1 — g2) = 0 (vergleiche 16.5(a)), also auch r; —ry = 0.
Beispiel 16.8 Wir teilen mit Rest wie beim Teilen von ganzen Zahlen:

2 -1 :2+1=2>—2+1Rest —2

x? + 22
—x?2—1
Sy —

r—1
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z+1
-2

alsoz? — 1= (22 -z +1)(z+1) — 2.

Definition 16.9 Fiir f,g € K|[z] sagen wir ¢ teilt f (in Zeichen g | f), wenn es ein
q € Klz| gibt mit

f=ay.
(Fiir g # 0 bedeutet dies also, dass beim Teilen von f durch g Rest 0 herauskommt).

Proposition 16.10 Sei f € K|z]. Ist A € K mit f(\) =0, so gibt es ein f; € K[x] mit
f=f-(x=X)
(d.h., (x — N) teilt f).

Beweis Sei
f=q-(x=X)+r

mit ¢, € K[z] und deg(r) < deg(z — A\) = 1. Angenommen, r # 0. Dann ist deg(r) = 0,
also r = a mit @ € K, a # 0 (ein konstantes Polynom). Es folgt

0=f(A\)=q\)-A=N+r=a.
Widerspruch! Also ist 7 = 0 und wir kénnen f; = ¢ nehmen.

Definition 16.11 Sei f € K|z|. Ein Element A € K heifit Nullstelle (oder Wurzel) von
f, wenn

FON) =0.

Corollar 16.12 Sei f € K[z| von Grad n, f # 0. Dann hat f hochstens n Nullstellen in
k.

Beweis Durch Induktion iiber n, wobei der Fall n = 0 trivial ist.
Hat f keine Nullstelle, so sind wir fertig.
Hat f eine Nullstelle A, so ist nach 16.10

f=f-(z—X)
mit einem Polynom f; € KJ[z|. Dann ist f; # 0 und deg(f1) = n — 1 (16.5(a)); nach
Induktionsvoraussetzung hat f; also hochstens n—1 Nullstellen. Ist weiter 1 eine Nullstelle
von f mit p # A, so ist
0=f(u)=fi(p) (p—A) mit u—A#0,

also p auch eine Nullstelle von f;. Dies zeigt die Behauptung.

Die folgende Tatsache wird in der Analysis bewiesen; wir werden sie hier benutzen.
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Satz 16.13 (“Fundamentalsatz der Algebra”) Jedes nicht konstante Polynom f € C[z]
besitzt eine Nullstelle.

Bemerkung 16.14 (a) Korper mit dieser Eigenschaft heiflen algebraisch abgeschlos-
sen.

(b) R ist nicht algebraisch abgeschlossen: das Polynom x? + 1 hat keine Nullstelle in R.

(c) Man kann zeigen (~ Algebra): Jeder Korper K ist in einem algebraisch abgeschlos-
senen Korper K’ enthalten. Es gibt einen “kleinsten”, den “algebraischen Abschluf3”, der
bis auf Isomorphie eindeutig ist. Der algebraische Abschlufl von R ist C.

Durch sukzessives Anwenden von 16.10 erhalten wir:

Corollar 16.15 Sei f € C[z] von Grad n. Dann ist
fza'iﬁl(x—/\z’)

mit \1,..., A\, € C, wobei die \; die Nullstellen von f sind.

Ein ); kann mehrfach auftreten. Genauer kann man jedes Polynom f € Clz| bis auf die
Reihenfolge eindeutig in Linearfaktoren zerlegen:

f:a-ﬁl(a:—ozi)"’i.

Hierbei sind ay, ..., «, die verschiedenen Nullstellen von f, nq,...,n, heien ihre Viel-
fachheiten, und a ist der fithrende Koeffizient von f.

Die Eindeutigkeit — bis auf die Reihenfolge — folgt aus der Polynomdivision; weiter ist

2

Dasselbe gilt offenbar fiir jeden algebraisch abgeschlossenen Korper K an Stelle von C.

n; = n = deg(f).
=1

817 Eigenwerte

Sei K ein Korper.

Definition 17.1 Sei ¢ : V' — V ein Endomorphismus eines K-Vektorraums V. Eine Zahl
A € K heifit Eigenwert von ¢, wenn es einen Vektor v # 0 (!) in V' gibt mit

o(v) = Av.

Ein solches v heifit Eigenvektor von ¢ zum Eigenwert .

Definition 17.1" Entsprechend definiert man Eigenwerte und Eigenvektoren von quadra-
tischen Matrizen A € M,,(K) (Spezialfall V- = K™) : v € K" ~\ {0} heiit Eigenvektor
von A zum Eigenwert A\, wenn

Av =M.
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Beispiele 17.2 (a) A = ((1) _01> € Ms(R) hat keinen Eigenwert (in R):
Av = \- firo= (") £0 = v = Au
v=A-v ro=|{, o = Ay

Es folgt v3 = —A\?vy und v; = —A\?vy, also A> = —1 (da v # 0). Dies gilt aber fiir kein
A€ R.

(b) Betrachte die Abbildung

D:C*R) — C>(R),
fo=f

wobei C*(R) die Menge der unendlich oft differenzierbaren Funktionen auf R ist. Dann
ist D linear, und fiir A € R ist f(2) = ** Eigenvektor von D zum Eigenwert \.

Lemma 17.3 (a) Ein Skalar A\ € K ist genau dann ein Eigenwert der linearen Abbildung
¢:V =V, wenn ker(p — A id) # 0.

(b) Ein Vektor v # 0 ist genau dann Eigenvektor von ¢ zum Eigenwert A\, wenn v €
ker(p — A id).

Beweis p(v) = v < p(v) —Av=0< (p—Aid)(v) =0
Definition 17.4 Fiir A € K heifit
V(A) =V (p,A) :=ker(p — A id)
der Eigenraum von ¢ zum Eigenwert ).
Nach 17.3 besteht dieser aus 0 und allen Eigenvektoren zum Eigenwert .
Wieder ldsst sich dies auf Matrizen A € M,,(K) umschreiben:

Lemma 17.3' (a) A € K ist Eigenwert von A < ker(A — A\E) # 0.
(b) v # 0 ist Eigenvektor zum Eigenwert A\ < (A — AE)v = 0.

Definition 17.4’ Der Eigenraum von A zum Eigenwert \ ist

V(\) = ker(A — AE) .

Dies ist also der Losungsraum des homogenen Gleichungssystems (A — AE)v = 0.

Satz 17.5 Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, und sei ¢ : V' — V ein Endo-
morphismus. Dann gilt fiir A € K

A Eigenwert von ¢ < det(p —A- id) =0
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Beweis: Wir wissen nach 10.19 und 15.4(a):

ker(p — Aid) #0 < — X id ist kein Isomorphismus
& det(p—A- id) =0.

Die Bedingung lautet fiir quadratische Matrizen A € M,,(K):
Satz 17.5’ )\ Eigenwert von A < det(A — AE) = 0.

Definition 17.6 Sei A € M, (K). Das (normierte) charakteristische Polynom von A
wird definiert als
xa(x) =det(zE — A) € K[z].

Dies ist wie folgt gemeint: Wir konnen z.B. die Leibniz-Formel nehmen und fiir A = (a;;)
definieren

det(wE — A) = Z Sign(a) ([B(Slo(l) — alg(l))(x(s%(g) — agg(g)) s ({L’(Sng(n) — ang(n))

O’GSn

Dies ist ein wohlbestimmtes Polynom in K[z]|. Genauer gilt

Satz 17.7 (a) xa(x) ist ein Polynom in K[z] vom Grad n.
(b) xa(z) = apz™ + an_12" ' 4 ...+ a1 + ap mit

a, =1 (d.h., xa(z) ist normiert),

ap—1 = —(a1+ax+...+am) == i,
i=1

ag = (=1)"det(A).

Beweis Jeder der Summanden

Sign(g> (37510'(1) - ala’(l)) e (x(sncr(n) - a'na(n))
ist ein Polynom vom Grad < n; also gilt dies auch fiir x4(z).

Fiir o # id ist mindestens ein d;,(;) = 0, und damit der obige Term vom Grad <n—1. Es
ist dann sogar fiir ein weiteres j auch 0,,(;) = 0, denn wére o(v) = v fiir n — 1 der Zahlen
{1,...,n}, so auch fiir alle Zahlen 1,...,n, wegen der Bijektivitéit von o. Es ist also

Z Sign(o) (xéla(l) - ala(l)) T (:E(Sno(n) - ana(n))

vom Grad < n — 2. Der verbleibende Term fiir o = id ist
(xr —ap)(x —ax) - (r— an) .

Nach Ausmultiplizieren und Zusammenfassen nach Potenzen von x ist hier der Koeffizient
vor 2" gleich 1, und der vor 2"~ ! gerade —(a11 + age + ... + apy); also gilt dies auch fiir
das Gesamtpolynom. Schliellich gilt

ap = xa(0) =det(—A) = (=1)" - det(A) .
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Definition 17.8 Fiir A = (a;;) € M,(K) heifit i a; die Spur von A (Bez.: tr(A) oder
Sp(4)).
Bemerkung 17.9 Fiir die Bestimmung von x4(z) kann man die iiblichen Determinan-
tenregeln benutzen; d.h., man schreibt formal

T —an —ai2 —ais —Qin

—a T — Q22 —Q23

B — A=

—al T — Qpn

und berechnet die Determinante in K[z], nach den tiblichen Determinaten-Rechenregeln
(Entwicklung nach Zeilen oder Spalten, Verhalten bei Spalten- oder Zeilenumformun-

gen...)

Offenbar gilt:

Lemma 17.10 Fiir A € M, (K) und A € K ist
Xa(A) =det(A\E — A) = (—1)" - det(A — \E)

Zusammen mit 17.5" folgt:

Satz 17.11 Fiir A € M, (K) sind die Eigenwerte von A gerade die Nullstellen des cha-
rakteristischen Polynoms y4(x), d.h., fiir A € K gilt

A Eigenwert von A < xa(A\) =0

Corollar 17.12 Eine Matrix A € M,,(K) hat hochstens n verschiedene Eigenwerte.
Dies folgt aus 17.11 und 16.12.

1 2

Beispiel 17.13 Wir bestimmen die Eigenwerte von A = <2 )

) € Ms(R). Es ist

-2 z-1
= (x—1)2—4:1‘2—2$—3

Ya(@) = det(wE — A) = det (x -2 )

Die Nullstellen sind
Xi2=1xvV1+3=1£2,

also \; = 3 und \y = —1. Dies sind die Eigenwerte von A.

Der Eigenraum V'(3) zu A\; = 3 ist ker(\ £ — A), also die Losungsmenge des homogenen

Gleichungssystems
2 =2\ (xz\ _ 0
-2 2 y)
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Der Losungsraum ist V(3) = R G) Entsprechend ist

V(—1) = ker (:; :g) =R (_11> :

Definition 17.14 Wir folgen in der Normierung Bourbaki und der englisch-sprachigen
Literatur. In vielen deutschen Biichern und in der Physik wird auch oft

det(A — 2E) = (—1)" det(¢E — A)

als charakteristisches Polynom von A bezeichnet. Der Nachteil ist, dass dies nicht normiert
ist.

Satz 17.15 Fiir A, B € M,,(K) mit invertierbarem B gilt

(@) Xp-148(2) = xa(7)

(b) Sp(B~'AB) = Sp(A).
(Das charakteristische Polynom und die Spur sind also Konjugations-invariant).
Beweis: (a): Es gilt

Yi-1ap(2) 2 det(zE — B1AB) L det(BL(zE — A)B) 2 det(zE — A) = v a(2).

Die Gleichung (1) folgt daraus, dass B~'2EB = tB~'EB = xB~'B = zE. Wir kénnen
aber nicht unmittelbar Lemma 15.1 anwenden (det(B~'C'B) = det(C)), um die Gleichung
(2) zu beweisen, da hier C' = xE — A Eintrége in Kz] hat und dies kein Korper ist. Dieses
Problem konnen wir aber auf zwei Arten losen.

1. Methode: Man kann Klz| in einen Koérper K(x) einbetten, den sogenannten Quoti-
entenkorper von K[x] (dieser wird so gebildet wie Q aus Z : KJz| besteht aus allen
“Briichen” % mit Polynomen p(z),¢(z) € K[z], ¢(x) ungleich dem Nullpolynom 0, und
man rechnet mit den iiblichen Regeln der Bruchrechnung). Dann kénnen wir im Korper

K(x) rechnen und Lemma 15.1 anwenden, so dass (2) folgt.

2. Methode: Fiir jedes A € K gilt nach Einsetzen
Yp-1a5(\) = det(B™'(AE — A)B) 'Z' det(AE — A) = ya()).

Das Polynom f(x) = xp-145(2)—xa(z) hat also alle A € K als Nullstelle. Ist K unendlich,
so folgt hieraus xp-145(x) — xa(z), da ein Polynom f(x) # 0 nur endlich viele Nullstellen
hat (16.12). Fiir (zum Beispiel) K = Q,R oder C sind wir also fertig. Fiir endliche
Koérper K kann man aber zeigen (Algebra), dass sie sich in einen unendlichen Kérper K’
einbetten lassen (z.B. den algebraischen Abschluss), und kann dann den obigen Schluss
in K’ benutzen.

(b) Dies folgt aus (a), da —Sp(A) der (n—1)-te Koeffizient (a,—1) von x4(z) ist (17.7(b)).
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Wie in Paragraph 15 konnen wir nun das charakteristische Polynom und die Spur auf
Endomorphismen ausdehnen.

Definition 17.16 Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, und sei ¢ : V — V
ein Endomorphismus. Dann sind das charakteristische Polynom x,(z) und die Spur
Sp(p) von ¢ definiert durch

Xe(x) = xalz)
Sple) = Sp(A),

wobei A = M} (y) die darstellende Matrix von ¢ beziiglich irgendeiner Basis b = (by, ..., b,)
von V ist.

Wie in 15.3 folgt aus der Konjugations-Invarianz von x4(x) und Sp(A), dass dies nicht
von der Wahl der Basis abhéngt.

Aus 17.11 und 17.12 folgt:

Satz 17.17 (a) A € K ist genau dann Eigenwert von ¢, wenn A Nullstelle von x,(z) ist.
(b) Ist dim V' = n, so hat ¢ hochstens n Eigenwerte.

§18 Euklidische und unitidre Skalarprodukte

Definition 18.1 Sei V' ein R-Vektorraum. Eine symmetrische Bilinearform
v :VxV—-R

(siche 13.4 (ii)) heift

(a) positiv definit, wenn ¢ (v,v) > 0 fiir alle v € V {0},

(b) negativ definit, wenn ¢(v,v) < 0 fiir alle v € V'~ {0}, und
(

c¢) indefinit, wenn ) weder positiv noch negativ definit ist.

Beispiele 18.2 (a) Das Standard-Skalarprodukt
(2,y) = &'y = ziy;
i=1
auf R™ ist eine positiv definite symmetrische Bilinearform, denn fiir z # 0 ist zfzx =

n
S > 0.
i=1

(b) Auf dem Raum C([a,b]) der stetigen Funktionen auf dem Intervall [a, b] ist die Bili-
nearform

(f.9) / F(t)g(t)dt

104



b
symmetrisch und positiv definit, denn fiir stetiges f(¢) % 0 ist [ f(¢)%dt > 0.

(c) In der Relativitéitstheorie betrachtet man den 4-dimensionalen Raum R?* mit 3 Orts-
koordinaten x, z9, x3 und einer Zeitkoordinate x4, sowie der “Minkowski-Metrik”

Y(x,y) = 2191 + Tayo + T3Ys — TaYa

die indefinit ist.

Definition 18.3 Sei K ein Korper, V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, und
VvV XV oK
eine symmetrische Bilinearform. Ist b = (by,...,b,) eine Basis von V| so heifit die Matrix
A= M) = (0lbi,by)) € My(K)
die Fundamentalmatrix von 1 beziiglich b.

Definition 18.4 Eine Matrix A = (a;;) € M,(K) heifit symmetrisch, wenn A = A?,
d.h., wenn a;; = aj; fiir alle 4, j.

Bemerkungen 18.5 (a) Die Fundamentalmatrix M,;(1)) ist symmetrisch und bestimmt
1, denn es ist ¥ (b;, b;) = ¢(b;, b;), und

0 (Z Jiibizyjbj) =Y wiy;(bi, by)
i=1 j=1

1,j=1

wegen der Bilinearitdt von . Umgekehrt gibt es zu jeder symmetrischen Matrix A =
(a;;) € M,(K) genau eine symmetrische Bilinearform ¢ mit M(¢)) = A, némlich ¢ :

V xV — K mit
v <Z wibis 3 yib; ) =D mayz; = a' Ay
i=1 j=1

ij=1
fir v = (x1,...,2,) und y = (Y1, ... Yn)-
(b) Insbesondere ist jede symmetrische Bilinearform ¢ auf K™ von der Form

Va: K" X K" — K
(z,y) — a'Ay

mit einer eindeutig bestimmten symmetrischen Matrix A € M, (K), ndmlich A = M, (¢) =
(9(e;, €5) ) fur die Standardbasis e = (ey, ..., €,) von K™. Beachte hierzu, dass e’ Ae; = a;;
fuir A = (Clij).

Definition 18.6 Sei A € M, (R) symmetrisch. Dann heift A positiv definit (bzw.
negativ definit bzw. indefinit), wenn dies fiir die zugehorige symmetrische Bilinearform

va :R"xR*" — R
(z,y) = 2'Ay
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gilt, d.h., wenn 2'Az > 0V € R* \ {0} (bzw. 2'Az < 0 Va € R" \ {0}, bzw. wenn es
z,y € R" \ {0} gibt mit 2" Az < 0 und y*Ay > 0.

Wir kommen nun zu komplexen Vektorrdumen.

Definition 18.7 Sei V ein C-Vektorraum. Eine hermitesche Form auf V ist eine
Abbildung
v:VxV—-C,

so dass fiir alle u,v,w € V und A, p € C gilt:

() YO+ a0, w) = Ab(,w) + (v, w),

(i) ¢ (v, w) = P(w,w).

Hierbei ist @ das komplex Konjugierte von o € C.

Eine hermitesche Form ist also linear im 1. Argument und anti-linear im zweiten Ar-
gument:

Wlw, ut po) € Y0+ jw,w) L X w) + 1o, w) 2 Xe(w,u) + mb(w, ).

Es folgt weiter aus (ii), dass ¥ (v,v) = (v, v), also dass ¥ (v,v) € R fiir v € V. Deswegen
macht die folgende Definition Sinn:

Definition 18.8 Eine hermitesche Form ¢ : V' x V' — C heift
(a) positiv definit, wenn ¢ (v,v) > 0 fiir alle v € V {0},
(b) negativ definit, wenn ¢ (v,v) < 0 fiir alle v € V'~ {0}, und

(c) indefinit, falls ) weder positiv noch negativ definit ist.

Beispiele 18.9 (a) Die Abbildung

<,> CrxCr — C
(z,y) = 2= ¥
i=1

ist eine positiv definite hermitesche Form auf C" und heifit das Standard-Skalarprodukt
auf C".

(b) Auf dem Raum C(]a, b],C) der komplexwertigen stetigen Funktionen auf [a, b] ist
b
vl = [ g

a

eine postitiv definite hermitesche Form.
Analog zum reellen Fall definiert und beweist man:

Definition/Satz 18.10 (a) Fiir endlich-dimensionales V' mit Basis b = (by,...,b,) sei
A= M) = (¢(bi,bj)) € M,(C). Dann ist die Matrix A hermitesch, d.h., es gilt

A=A,
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wobei fiir A = (a;;) die Matrix A = (@;;) die komplex konjugierte Matrix sei.

(b) Hierdurch erhélt man eine Bijektion zwischen hermiteschen Formen auf V' und her-
miteschen Matrizen A € M,,(C). Insbesondere ist jede hermitesche Form auf C" von der
Form
’(,b A . CrxC* — C
(z,y) — «'Ay

mit einer hermiteschen Matrix A € M,,(C).

Definition 18.11 (a) Ein euklidischer Raum ist ein reeller Vektorraum V' mit einem
euklidischen Skalarprodukt

<,> VxV — R
(v,w) — <v,w>,
d.h., einer positiv definiten symmetrischen Bilinearform auf V.

(b) Ein unitdrer Raum ist ein komplexer Vektorraum V' mit einem unitéren Skalar-
produkt,
<,> VxV — C

(v,w) — <v,w>,

d.h., einer positiv definiten hermiteschen Form auf V.
Wir verwenden hier eine vereinfachte Schreibweise, < v, w > statt ¢ (v, w).
Sei (V, <, >) ein euklidischer Raum und K = R, oder ein unitdrer Raum und K = C.

Definition 18.12 (a) Fiir v € V heifit

||| :== /< v,0>

die Norm von v (Hier nehmen wir die nicht-negative reelle Quadratwurzel; beachte, dass
< wv,v > reell und > 0 ist).

(b) Ein Vektor v € V' heifit normiert (oder Einheitsvektor), wenn ||v|| = 1.

(¢) Zwei Vektoren v,w € V heiflen orthogonal zueinander, wenn < v, w >= 0.

Definition 18.13 (a) Ein Orthonormalsystem in V' ist eine Familie (v;);c; von Vekto-
ren in V mit
< U,V >= L o=
A WY
(also < Vg,V >= (570)

(b) Ein Ortonormalsystem (v;);c; heift Orthonormalbasis (ONB) von V', wenn (v;);er
zusétzlich eine Basis von V' ist.

Bemerkung 18.14 (a) Die Vektoren in einem Orthonormalsystem sind offenbar normiert.

(b) Ein Orthonormalsysten ist immer linear unabhéngig: Sei

T
g a,v;, =0
v=1
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mit aq,...,a, € R bzw. C. Dann ist fiir jedes p=1...,r

0=< E Q0,5 U, >= Q.
v=1

Satz 18.15 (Gram-Schmidtsches Orthonormalisierungsverfahren) Sei dimV = n und
(w1, ..., w,) eine Basis von V. Dann erhélt man eine Orthonormalbasis (vy, ..., v,) durch
das folgende rekursive Verfahren: Setze

w1 1
v = (I: wl)
[Jwr ] [ ]
und fir 2 < k < n:
k=1
vy o= wp— Y, < Wk, v >
i=1
— Y
V. =
[|vkl]
Beweis Es ist wy # 0, also ||w;|| > 0. Weiter ist
w w 1
H H—< s > = e < wp,wy > =1
[Jwr ] [wr ] [Jwn ] [l ]
also v; normiert. Sei nun & > 1 und bereits bewiesen, dass (vq,...,v;_1) ein Orthonor-
malsystem ist. Dann ist fiir j =1,... k-1
<V, > = < wg, v > — < wg,v; > ||l
= 0.
Weiter ist v}, 7é 0, da vy,...,v,_1; Linearkombinationen von wy,...,w,_; sind, und die
Vektoren w1, . . ., wy linear unabhéngig sind . Nach dem selben Schluss wie oben ist dann
v = Hv T normiert. Es folgt, dass (vy, ..., vx) ein Orthonormalsystem ist, und damit linear
unabhéngig (8.14(b)). Fiir £k = n = dimV muss (v1,...,v,) dann auch eine Basis sein
(8.23).

§19 Hauptachsentransformation/Spektralséitze
Sei (V, <, >) ein euklidischer Raum und K = R, oder ein unitdrer Raum und K = C.

Definition 19.1 Ein Endomorphismus ¢ : V' — V heifit selbstadjungiert (beziiglich
<,>), wenn fiir alle v,w € V gilt

< v, o(w) >=< p),w > .

Beispiele 19.2 Betrachte R™ mit dem Standard-Skalarprodukt <, >. Eine bilineare Ab-
bildung
A:R"— R" (A € M,(R))
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ist genau dann selbstadjungiert, wenn A symmetrisch ist. Denn es gilt
<z, Ay >=<Ax,y > Vz,yeR"
& Ay = (Ax)ly = 2'Aly Va,yeR
& A=A

Fiir das letzte “=” beachte, dass e!Ae; = a;;. Weiter haben wir benutzt, dass offenbar
fiir einen beliebigen Korper K und Matrizen A € M(m x n, K),B € M(n,r, K)