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81 Transformation auf Dreiecksgestalt

Sei K ein Korper.

Definition 1.1 Zwei Matrizen A und A" € M, (K) heiflen dhnlich (oder konjugiert),
wenn es eine invertierbare Matrix B € M, (K) gibt (also B € GL,(K)) mit

A'=B'AB.

Bemerkungen 1.2 (a) Nach I 15.1 und I 17.15 haben #hnliche Matrizen dieselbe Deter-
minante und dasselbe charakteristische Polynom, also auch dieselbe Spur.

(b) Stellt man einen Endomorphismus durch zwei verschiedene Basen dar, so erhélt man
konjugierte Matrizen, nach I 10.27 und I 10.29. Weiter kann man in 1.1 B als die Transfor-
mationsmatrix My auffassen, wobei e die Standardbasis des K™ ist und b aus den Spalten
von B besteht. Dann ist A" die lineare Abbildung, die x — Ax beziiglich der Basis b
darstellt.

Wir wollen untersuchen, wann eine Matrix diagonalisierbar ist, d.h., dhnlich zu einer
Diagonalmatrix

A1

An

ist. Nach Hauptachsentransformation/Spektralsatz ist dies der Fall fiir reelle symmetrische
oder komplexe hermitesche Matrizen. Aber nicht jede Matrix ist diagonalisierbar — z.B.

nicht die Matrix
0 1
(_1 0) € My(R)

(siche Beispiel 1.6) oder die Matrix
11
(0 1) € M(C)
(siche Beispiel 3.7 (b)).

Wir untersuchen in diesem Abschnitt zuerst, welche Matrizen sich auf obere Dreieicksge-
stalt (vergl. I 13.15)



oder untere Dreiecksgestalt

transformieren lassen.

Satz 1.3 (a) Ein Endomorphismus
p: V=V

eines endlich-dimensionalen K-Vektorraums V' 148t sich genau dann durch eine obere
Dreiecksmatrix darstellen (d.h., es gibt eine Basis b von V, so dass M} (y) obere Drei-
ecksgestalt hat), wenn das charakteristische Polynom iiber K zerfillt, d.h., Produkt von
Linearfaktoren in K[z] ist.

(b) Eine Matrix A € M, (K) ist genau dann #hnlich zu einer oberen Dreiecksmatrix, wenn
xa(7) in K[z] zerfillt.

Dasselbe gilt fiir untere Dreiecksmatrizen.
Beweis Es geniigt, (a) zu zeigen: Zwei Matrizen sind genau dann dhnlich, wenn sie durch

einen Basiswechsel, d.h., Ubergang zu einer anderen Basis auseinander hervorgehen (siehe
Bemerkung 1.2(b)).

(a): Die eine Richtung folgt aus:

Lemma 1.4 Sei A € M, (K) ein obere oder untere Dreiecksmatrix mit Diagonalelementen
a; (i=1,...,n). Dann ist

—.

xa(z) = [[(x — ay).

=1

Insbesondere sind die a;; die Eigenwerte von A.

Beweis ©FE — A ist eine obere oder untere Dreiecksmatrix mit Diagonalelementen x —
a; (i = 1,...,n). Daher folgt die Aussage aus Satz I 13.15, bzw. analog dazu nach
Bemerkung I 17.9.

Die andere Richtung von 1.3 (a) folgt mit vollstandiger Induktion nach n = dim V': Der
Fall n = 1 ist trivial, also sei n > 1. Zerféllt x,(z) in K[z], so hat ¢ einen Eigenwert
A € K. Sei v # 0 ein Eigenvektor zu A und sei

b= (bl :U,bg,...,bn)
eine Basis von V. Die Matrix-Darstellung von ¢ beziiglich b ist dann von der Gestalt

/6\ ‘ a2 ... aln\
AM?(@O)L

0
2
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mit einer gewissen Matrix A" € M, _1(K). Durch Entwicklung nach der ersten Spalte
folgt:
Xo(x) = det(zE, — A) = (v — A) - det(zE,—1 — A') = (x — N xa ()
(B € M,,(K) die (m x m)-Einheitsmatrix).
Andererseits ist nach I 17.11 (A ist Nullstelle von xa(z)) und I 16.10 (dann ist xa(x)
durch (x — \) teilbar)
xa(®) = (z = A)-g(),

mit einem Polynom ¢(x) € K[z], und g(z) zerfillt nach Voraussetzung in Linearfaktoren.
Wegen der Eindeutigkeit der Polynomdivision folgt

Xar(x) = g(x);
dies zerfillt also in Linearfaktoren in K[x]. Wir kénnen A’ als Endomorphismus von
Vo =< by, ..., b, >k auffassen, mit A'(b;) = > a;;b; (j = 2,...,n). Nach Induktions-

i=2

voraussetzung gibt es dann eine neue Basis b’;, ..., b von V4 beziiglich derer A" obere
Dreiecksgestalt hat. Dann hat A in der Basis b’ = (b1, b}, ..., b)) obere Dreiecksgestalt

A a2 ... .. ... Qipn
0 *

: *

: 0 -

0 *

Der Fall unterer Dreiecksmatrizen ergibt sich durch Betrachtung der transponierten Ma-
trix.

Da iiber C jedes Polynom in Linearfaktoren zerfallt (I 16.15), erhalten wir:

Corollar 1.5 Uber C ist jede Matrix trigonalisierbar, d.h., #hnlich zu einer (oberen)
Dreiecksmatrix (d.h., 148t sich durch Basistransformation auf solche Gestalt bringen).

Beispiel 1.6 Fiir A = _01 (1)) ist das chrakteristische Polynom x4(z) = 2% + 1. Dies

hat keine reelle Nullstelle; daher ist A nicht iiber R trigonalisierbar. Nach 1.5 ist A aber
tiber C trigonalisierbar. Tatséchlich ist A iiber C sogar diagonalisierbar (siehe 3.7 (a)).

§2 Eigenridume

Sei K ein Korper.

Erinnerung 2.1 (siche 1.17.4) Fiir einen K-Vektorraum V, einen Endomorphismus ¢ :
V — V und ein A € K heifit

V(A :=ker(p—A- id) CV
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der Eigenraum von ¢ zu A. Um die Abhéngigkeit von ¢ auszudriicken, schreiben wir auch
Ve, A).
Bemerkung 2.2 (a) Manche Biicher verwenden die Bezeichnung V).

(b) Es gilt also:

V(A)#0 <« \ist Eigenwert von ¢

V(A) ~\ {0} ist die Menge der Eigenvektoren zu A.
)

(c) Fiir eine Matrix A € M, (K) und A € K ist entsprechend
V(A) == V(A,A) := ker(A—\-E).
der Eigenraum der linearen Abbildung A : K™ — K" (Spezialfall V = K™).
Definition 2.3 Sei ¢ : V — V ein Endomorphismus eines endlich-dimensionalen K-

Vektorraums und sei A € K.

(a) Die Dimension dimg V() des Eigenraums von A heifit die geometrische Vielfach-
heit von \ als Eigenwert von .

(b) Die algebraische Vielfachheit von A als Eigenwert von ¢ ist die Vielfachheit von A
als Nullstelle des charakteristischen Polynoms x.,(z) von ¢.

Hierbei definieren wir

Definition 2.4 Sei f(z) € K|z] ein Polynom iiber K. Die Vielfachheit von A € K als
Nullstelle von f(z) ist gleich m (m € Ny), wenn gilt

flx) = (z =)™ g(x)

mit g(A) # 0. Wir nennen A dann auch eine m-fache (einfache, zweifache...) Nullstelle von
f(z).

Bemerkung 2.5 (a) Die Nullstellen-Vielfachheit von A € K fiir f € K[z] ist < deg(f),
und 0 genau dann, wenn A keine Nullstelle von f ist.

(b) A € K ist kein Eigenwert von ¢ : V. — V
< die geometrische Vielfachheit von A ist 0
& die algebraische Vielfachheit von A ist 0.

Beispiel 2.6 Betrachte die Matrix

-1 0 0 6
0 10 -3
A= 0 01 1
0 00 1

Die Eigenwerte von A sind 1 und —1; das chrakteristische Polynom ist

xa(z) = (z+1)(xz — 1),



Die algebraische Vielfachheit ist also 1 fiir A = —1 und 3 fiir 1.
Was sind die geometrischen Vielfachheiten?

A = —1: Betrachte

000 6
V(1) =ker(A— (~1) - E) =ker | o o o
000 2
Der Rang dieser Matrix ist 3: die letzten 3 Spaltenvektoren sind linear unabhéngig, denn
es sind schon die 3 Vektoren g g _13 linear unabhéingig (die Matrix mit diesen
0 0 2

Spalten hat Det = 8 # 0). Nach der Rangformel ist also dimV(—1) =4 —-3=1
A=1

-2 0 0 6
0 00 -3
V(1) = ker(A — F) = ker 0 00 1
0 00 O

Diese Matrix hat Rang 2: der 1. und 4. Spaltenvektor sind linear unabhéngig; die mittleren
Spaltenvektoren sind null. Also ist dim V(1) = 2, die geometrische Vielfachheit von 1 ist
also 2 < 3 = algebraische Vielfachheit. Diese Vielfachheiten kénnen also verschieden sein.

Allgemein gilt aber:

Proposition 2.7 Die geometrische Vielfachheit eines Eigenwertes ist kleiner oder gleich
der algebraischen Vielfachheit.

Beweis Sei dimV(A) = m und wvy,..., v, eine Basis von V()). Ergédnze dies zu einer
Basis b = (v1, ..., Um, Uma1, - - -, Up) von V. Die Matrixdarstellung von ¢ beziiglich dieser
Basis hat dann wegen ¢(v;) = A -v; fur i = 1,...,m die Gestalt

m

A

A= M(p) = A

Durch iterierte Entwicklung nach den ersten m Spalten folgt

xa(z) = (@ =A™ - xa(z)



(exakter Beweis durch vollstdndige Induktion nach m). Damit ist die algebraische Viel-
fachheit m’ von A groer oder gleich m: ist xa/(z) = (z—A)"-g(z) mit > 0 und g(A\) # 0,
so ist m' = m + r > m= geometrische Vielfachheit von .

Lemma 2.8 (vergleiche auch I 19.22) Sind Ay, ..., As verschiedene Eigenwerte von ¢, so
bilden V(A1),...,V()\s) eine direkte Summe in V, d.h., es gilt:

(2.81) Istvy+...+v,=0mitv, € V(\;) (i=1,...,s),s0folgt vy =...=v;=0.

Insbesondere gilt » " dim V()\;) < dim V, und es ist V(A\;) N V(A;) = 0 fur ¢ # 5.

i=1
Beweis durch Induktion iiber s. Fiir s = 1 ist nicht zu zeigen. Sei s > 1 und
() v+ v+ ... Fus=0mit v; € V(N).
Durch Anwenden von ¢ erhalten wir die Gleichung
MU+ ...+ Agvs =0
Durch Multiplizieren von (x) mit Ay und Subtraktion folgt
(A= A)vr + (Mg — Ag)vg + ...+ (As1 — Ag)vs_1 =0
Wegen (A; — As)v; € V(A;) und (2.8.1) fiir s — 1 (Induktionsvoraussetzung) schliefen wir
N —A)v; =0 Vi=1,...,s—1

Wegen \; # A fiir ¢ # s folgt hieraus

vi=0 Vi=1,.. s—1.

Wegen (x) gilt dann auch v, = 0.

Die anderen Aussagen folgen sofort.

§3 Diagonalisierbarkeit

Die Gleichheit von geometrischer und algebraischer Vielfachheit gilt gerade bei den dia-
gonalisierbaren Matrizen:

Definition 3.1 Ein Endomorphismus ¢ : V' — V eines endlich-dimensionalen K-Vektorraums
heifit diagonalisierbar, wenn es eine Basis b von V' gibt, beziiglich derer die Matrixdar-
stellung von ¢ Diagonalgestalt hat, d.h., fiir die

A1
A2 0



mit )\1,...,)\n€K.

Bemerkung 3.2 Damit ist auch definiert, wann eine n x n-Matrix A € M,,(K) diagona-
lisierbar ist: wenn sie &hnlich zu einer Diagonalmatrix

A1

An
ist.

Denn die Beschreibung des Endomorphismus A : K™ — K", v +— Av, in einer neuen Basis
b = (by,...,b,) bedeutet grade Ubergang zu A’ = B~'AB, wobei B = M¢(:= Mg(id))
die Matrix ist, bei der in der j-ten Spalte gerade der j-te Basisvektor b; steht, also B =
(by | ... | by) = Matrix mit Spaltenvektoren by, ..., b, (vergleiche 1.2(b)).

Satz 3.3 Fiir einen Endomorphismus ¢ : V' — V eines endlich-dimensionalen K-Vektorraums
sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(a) ¢ ist diagonalisierbar.

(b) ¢ ist trigonalisierbar, und fiir jeden Eigenwert A von ¢ ist die geometrische Vielfachheit
gleich der algebraischen Vielfachheit.

(c) Das charakteristische Polynom y.,(z) von ¢ zerféllt in K[z], und fiir jeden Eigenwert
A von ¢ ist die geometrische gleich der algebraischen Vielfachheit.

(d) V besitzt eine Basis aus Eigenvektoren von ¢

(e) Sind Ay, ..., A\, € K die verschiedenen Eigenwerte von ¢, so ist dim V' = ) dim V'(\;).
i=1

(f) Sind Ay, ..., \, € K die verschiedenen Eigenwerte von ¢, so ist V =@ V(\;).
i=1

Wir zeigen zuerst:

Lemma 3.4 Sei b = (by,...,b,) eine Basis von V und ¢ : V' — V ein Endomorphismus.
Dann gilt: Die Matrixdarstellung MP(¢) von ¢ beziiglich b ist genau dann eine Diagonal-
matrix, wenn alle b; Eigenvektoren von ¢ sind.

Beweis: Dies ist klar, denn es gilt:
A1
ebi)=Ni-b Yi=1,....,n << M(p)=(6-N)=

An

Beweis von 3.3 (a) < (d) folgt aus Lemma 3.4 und (b) < (c) folgt aus Satz 1.3.



Seien nun Ag, ..., A, die verschiedenen Eigenwerte von ¢ in K. Nach Lemma 2.8 bilden
die V()\;) eine direkte Summe

— @V CV

und es ist dim V' = Z dim V' (\;) < dim(V'). Dies zeigt, dass (e) < (f), dennesist V' =V
genau dann wenn d1m V' =dimV.

(c) = (e): Zerfallt x,(x), so ist

—-

() Xo(z) = [T(x — A\)™ mit \; € K,

=1

wobei m; = algebraische Vielfachheit von \;. Ist m; = dim V'(\;), so folgt

ZdlmV( i) = Zmz )degxw(x):dimv

=1

(f) = (d): Wihle fiir jedes i = 1,...,r eine Basis b' = (b}, ..., b} ), n; = dim V();). Dann
ist b= (b},...,0, ,...,07,..., b ) eine Basis von V’. Ist also V' =V, so gilt (d).

) n17

i
(d) = (b): Sei b eine Basis aus Eigenvektoren. Wir konnen b so anordnen, dass

b= (by,...,b, b, ..., 02 ...t . b))

» Ynyo » Yoo s Yng

wobei bi,. .., bﬁli gerade Eigenvektoren zum Eigenwert \; sind, und \; # A; fiir ¢ # j.
Dann ist die Matrix von ¢ beziiglich b gleich

At
ni
M
A2
ng
A= Ay ,
At
At
also .
Xe(r) = xa(z) = [L(@ =A™
AL, ..., A sind also alle Eigenwerte von ¢, und n; ist die algebraische Vielfachheit von ;.

Andererseits ist fiir alle ¢ ‘ .

und damit n; < dim V(A;). Mit 2.7 folgt n; = dim V(\;) fiir i = 1,..., ¢ und wir erhalten
(b). Damit ist die Aquivalenz aller Aussagen in 3.1 gezeigt.
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Corollar 3.5 Sei V' ein K-Vektorraum der Dimension n € N, und sei ¢ : V. — V ein
Endomorphismus. Hat ¢ n verschiedene Eigenwerte in K, so ist ¢ diagonalisierbar.

Beweis Seien Ay, ..., A\, die Eigenwerte von . Dannist 1 < dim V' (\;) furalle: =1,...,n
und

)

dimV(\) <n
=1

wegen Lemma 2.8. Also gilt Gleichheit iiberall und damit @ V(\;) =V, d.h., V besitzt
i=1
eine Basis aus Eigenvektoren fiir ¢.

Bemerkung 3.6 Sei A € M, (K). Ist A diagonalisierbar, so sei vy, ..., v, eine Basis von
K™ zu den Eigenvektoren Ay, ..., \, (die nicht notwendig verschieden sind). Sei 7' = (v |
... | v,) die Matrix, deren Spalten die Eigenvektoren vy, ..., v, sind. Dann ist
At
1 0
(3.6.1) T1AT =
0
An

eine Diagonalisierung von A. Denn es ist

THAT = T'A(vy | ... |ve) =T YAvy | ... | Av,)
= T7'\wv | ... | \vn)  (v; Eigenvektor zum Eigenwert \;)
A
0
= (/\1€1|...|)\n6n): s
0o .
An
denn wegen T7'T = FE muss gelten (T'vy | ... | T7'v,) = E = (e1 | ... | en), also

T_IUZ' = €4, damit T_l)\ﬂ)i = )\Z-T_lvi = )\Zel

Die Matrix aus den Eigenvektoren liefert also eine Transformationsmatrix zur Diagonali-
sierung.

Ein anderer Beweis von (3.6.1) ergibt sich daraus, dass T-'AT die Darstellungsmatrix
von A (d.h., der linearen Abbildung A : K" — K") beziiglich der Basis v = (vy,...,vy)
ist (da T = M, fiir e = (ey, . .., e,) die Standardbasis von K™. Nun verwende (den Beweis
von) Lemma 2.3.

Beispiele 3.7 (a) Wir betrachten die Matrix
0 1
=4

aus Beispiel 1.6. Das charakteristische Polynom ist x 4(x) = 2%+ 1 und hat die komplexen
Nullstellen ¢ und —¢ (i = +/—1). Nach 3.5 ist A also tiber C diagonalisierbar.



Z) . Die Trans-

Diagonalisierung: Eigenvektor zu i ist (1), und Eigenvektor zu —i ist <1

formationsmatrix 7" besteht aus den Eigenvektoren

Esist T-1=1 ( 1. _Z> und

~
AN
o
~
I
DO [
| =
o~

—_
o~
e
[
O =
~~_
VR
SO
—
~

I
N
| =
-~
— |

-~
(S
—_
-
~.
~__

Il

N\
O .
| o
~.

~__

eine Diagonalisierbarkeit {iber C.

(b) Betrachte die Matrix

()

Eigenwert ist 1, mit algebraischer Multiplizitdt 2. Der Eigenraum zum Eigenwert 1 ist

ey - (o))

Also ist die geometrische Vielfachheit 1 und A ist nicht diagonalisierbar. Das gilt iiber
jedem Korper K, also K = Q,R, C,Fs, ... (vergleiche auch die spéteren Paragraphen iiber
die Jordansche Normalform).

(c) Nach Hauptachsentransformation/Spektralsatz (LA I) ist iiber R jede symmetrische
Matrix diagonalisierbar und iiber C jede hermitesche Matrix.

Satz 3.3 motiviert die folgende Definition:

Definition 3.8 Ein Endomorphismus ¢ : V' — V eines beliebigen (nicht notwendig
endlich-dimensionalen) K-Vektorraums V' heifit diagonalisierbar, wenn V' eine Basis aus
Eigenvektoren fiir ¢ besitzt.

Wegen 3.3. gibt dies fiir endlich-dimensionales V' die alte Definition!

Definition 3.9 Sei V ein K-Vektorraum und sei (V;);e;r eine Familie von Untervek-
torrdumen V; C V| wobei die Indexmenge [ nicht notwendig endlich sei.

(a) Die Summe }_ V; ist der von den V; erzeugte Unterraum, d.h., der kleinste Unterraum
der alle V; enthéliftl.

(b) Man sagt, dass die V; eine direkte Summe bilden (Bez. Z Vi= @ Vi), wenn fiir jede
Familie iy, ...,i, € [ und jede Familie v;,,...,v; mit v;; € ‘Z/i[ gilt <

Ui1+---+UiT:O = v, =0 ijl,...,T'.

J
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(c) Man sagt, dass V' die direkte Summe der V; ist (Bez. V. =@ V;), wenn >V, = PV,
iel il il
und Y V; =V.

el
Lemma 3.10 Ein Endomorphismus ¢ : V' — V ist genau dann diagonalisierbar, wenn

gilt
V=B VH
XeK

(wobei V/(A) := V(p, N)).

Beweis Nach dem ersten Teil von Lemma 2.8 bilden die V'(\) eine direkte Summe. Besitzt
nun V' eine Basis aus Eigenvektoren fiir ¢, so wird V' von den Eigenrdumen V'(\) erzeugt,

d.h., es ist @ V() gleich V. Ist umgekehrt €@ V(A\) = V, und wéhlen wir fiir jedes A
AeK AeK
ein Basis von V()), so erhalten wir insgesamt eine Basis von V', die nach Konstruktion

aus Eigenvektoren fiir ¢ besteht.
(Hier haben wir benutzt, dass jeder Vektorraum eine Basis besitzt — fiir unendlich-
dimensionale Vektorrdume ist dies dquivalent zum Auswahlaxiom)

Der folgende Satz ist wichtig in der Physik (verallgemeinert auf Hilbertriaume):

Satz 3.11 Sei V' ein K-Vektorraum, und seien ¢, : V — V zwei Endomorphismen, die
miteinander vertauschen, d.h., fiir die gilt

() o =g

(a) Sei A € K. Ist v € V ein Eigenvektor von ¢ zum Eigenwert A, so ist ¢(v) wieder ein
Eigenvektor von ¢ zum Eigenwert A, oder ¢)(v) = 0; d.h., es gilt ¥(V (¢, A)) C V(p, A).

(b) Sind ¢ und 9 beide diagonalisierbar, so sind sie simultan diagonalisierbar, d.h., es
gibt eine Basis von V', deren Elemente Eigenvektoren von ¢ und von v sind.

Beweis (a): p(v) = A-v = ¢(¥(v)) = (p¥)(v) =(¥@)(v) = ¥(p(v)) = p(A-v) = A-9(v).
Damit folgt die Behauptung (fiir die zweite Formulierung beachte, dass immer ¢ (0) = 0
gilt).

(b): Wir zeigen zuerst

Lemma 3.12 Sei ¢ : V' — V ein Endomorphismus, und sei W C V ein Untervektorraum
mit

VW) CW.

Ist ¢ diagonalisierbar, so auch die Einschriankung
Yw W — W
Beweis Nach Lemma 3.10 gilt

(x) V=@ VH) (V) =V 2N),

AEK



und wir haben zu zeigen

Behauptung: W = @ W(\)

AEK

Beweis: Die Summe ist direkt (wegen Lemma 2.8, oder wegen (x) und W(A) = WNV (X)),
also ist zu zeigen, dass W Summe der W () ist. Sei w € W ~ {0}. Dann gibt es nach (x)
verschiedene Eigenwerte Ai,..., A\, von ¢ : V — V und Eigenvektoren v; € V(1 \;) \
{0} (i=1,...,r) mit

T
w=> ;.
=1

Es geniigt zu zeigen, dass v; € W ist fiir alle i = 1,...,r; denn W(\;) = W NV (\). Fiir
r = 1 ist nichts zu zeigen, also sei r > 1. Fiir j € {1,...,r} gilt dann
[T —X)weW (wegen (W) C W)

i=1
i#£]

und andererseits

[T(0 = Mw =TT = Ay = [T = Ay
= 7 7

(wegen (¢ — A\;)v; = 0). Zusammen folgt

S

UjGW,

wegen [[(A\; — X)) #0,da X\, # \; Vi#j.
i=1
i#]

Beweis von 3.9 (b): Wegen V = @@ V (g, \) geniigt es zu zeigen, dass jedes V(p, \) #
AEK
{0} eine Basis aus Eigenvektoren fiir ¢) hat. Dies gilt aber wegen ¥(V(p,\)) C V(p, \)

(Teil (a)) und Lemma 3.12.

Bemerkung 3.13 (a) Es gilt auch die folgende Umkehrung: Sind die Endomorphismen
¢ und v simultan diagonalisierbar, so vertauschen sie (Beweis?).

84 Das Minimalpolynom eines Endomorphismus

Sei K ein Korper und sei ¢ : V' — V ein Endomorphismus eines K-Vektorraums.

Definition 4.1 Fiir ein Polynom
f(.%‘) = anxn + an—lxn_l +...+ax+ag
€ Klx] definiere

f(9) = an@" + an19" ' + ...+ ar0+ao € End(V)

12



wobei ¢’ = po...o0¢ (i-mal) und ay = ag- id).

Dies liefert eine wohldefinierte Abbildung

K[z] — End(V)

fx) = [flp).

Offenbar gilt fiir diese

(i) f+g0 flo)+9(0)

(i) f-g—= f() - 9(p)

d.h., die Abbildung ist ein Ringhomomorphismus. Weiter gilt

(iii) Af = Af()

d.h., die Abbildung ist ein K-Algebren-Homomorphismus. Hierzu:

Definition 4.2 Eine K-Algebra ist ein Ring R, der zusétzlich ein K-Vektorraum ist, so
dass gilt:
Af-9) = (Af)-g
= [-(Ag)
fir A€ K und f,g € R.

Ein Homomorphismus ¢ : Ry — Ry von K-Algebren ist ein Ringhomomorphismus,
der gleichzeitig K-linear ist (d.h., es gilt noch zusétzlich

¢(Af) = Ao(f)
fir A€ K und f € Ry).

Lemma 4.3 Ist V endlich-dimensional, so gibt es ein f € K[z] ~ {0} mit f(p) =0 (der
Nullhomomorphismus).

Beweis Ist dim V' = n, so ist dim End (V') = n%. Daher sind

n2
17¢7¢27g037"‘)¢

linear abhéngig; es gibt also eine nicht-triviale Linearkombination zu 0.

Lemma 4.4 Sei V endlich-dimensional. Es gibt ein eindeutig bestimmtes normiertes
Polynom kleinsten Grades p(z) € K[x] mit p(¢) = 0. Dieses heit das Minimalpolynom
von ¢. Ist f(z) € K[x] ein anderes nicht-triviales Polynom mit f(¢) = 0, so wird f von
p geteilt.

Beweis der Behauptung: Sei p(z) ein normiertes Polynom minimalen Grades mit p(p) =
0; dies existiert nach 4.3. Sei f(z) € Klz] \ {0} ein anderes Polynom mit f(¢) = 0.
Division mit Rest gibt

f(x) = q(z) - p(x) +r(z)

mit ¢,r € K|z], degr(z) < degp(z). Dann gilt
0= f(e) = alp) - plp) +r(p) = r(p).
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Wegen der Minimalitit von deg p(z) muss also r(x) = 0 sein, d.h., p teilt f. Hieraus folgt
auch die Eindeutigkeit von p: Ist deg f = degp und ist f ebenfalls normiert, so folgt aus
p | f die Gleichheit f = p.

Lemma 4.5 Die Nullstellen des Minimalpolynoms von ¢ sind gerade die Eigenwerte
von ¢. (Das Minimalpolynom p(x) und das charakteristische Polynom x.,(z) haben also
diesselben Nullstellen!)

Beweis 1) Sei A € K Eigenwert von ¢. Sei v # 0 ein Eigenvektor zum Eigenwert A:
YU = Av.
Dann ist fiir das Minimalpolynom p(z) von ¢ wegen ¢'v = A\

0=plp)v=pA)v,
also p(\) =0, da v # 0.
2) Sei A Nullstelle von p(x). Dann ist

p(r) = (= A) - g(z)

mit einem g(z) € K[z]. Angenommen, A ist kein Eigenwert von ¢ Dann ist ¢ — A id
injektiv. Andererseits ist

0=p(p)=(p—=Aid)-glp).
Es folgt g(¢) = 0, im Widerspruch zur Minimalitdt von degp(x).

Von nun an sei V endlich-dimensional.

Definition 4.6 Zwei Polynome f, fo € K|x] heiflen teilerfremd, wenn sie nur konstante
gemeinsame Teiler haben (g | fi A g | fo = g konstant).

Satz 4.7 (1. Zerlegungssatz) Sei f(z) € K[x] und
f(x) = g(x) - h(z)

mit teilerfremden Polynomen ¢ und h. Dann ist

ker f(p) = ker g(¢) D ker h(¢p).

Beweis 1) ker g(p) Nker h(p) = {0}.

Beweis: Der Untervektorraum U := ker g(p) Nker h(y) ist p-invariant, d.h., es ist ¢(U) C
U, denn aus v € U folgt g(¢)v = 0 und damit 0 = pg(p)v = g(p)pv, also p(v) € ker g(p);
entsprechend folgt ¢(U) C ker h(p). Betrachte nun die Einschrankung ¢ = oy : U — U
von ¢. Nach Definition ist g(¢) = 0 und h(@) = 0. Das Minimalpolynom p von ¢ teilt
also g und h, ist also konstant, da g und h teilerfremd sind. Dies ist nur moglich, wenn
W = {0} ist.

2) Sei W = ker f(¢); dann ist kerg(p) € W, denn mit g(¢)v = 0 ist auch f(p)v =
g(p)h(p)v = h(p)g(p)v = 0. Entsprechend folgt ker h(¢) C W.
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3) Wie in 1) folgt (W) € W. Definiere ¥ = ¢ : W — W. Dann ist ker g(¢) =
(kerg(p)) N W 2 Ker g(p) und entsprechend ker h(®) = ker h(y).
4) Auf W gilt f(¥) = 0 und damit

im g(p) C ker h(p)

denn fiir w € W ist h(9)g(@)w = f(®)w = 0.
5) Nach der Rangformel gilt

dimker g(¥) + dimim ¢(®) = dim W'.

6) Es folgt
ker g(@) @ ker h(p) = W,

denn ker g() und ker h(®) sind nach 3) und 2) Unterrdume von W und bilden nach 1)
eine direkte Summe; weiter ist die Dimension der linken Seite

dimker g(@) + dimker h()

> dimker g(¥) + dim im G(®)
= dimW .

4

Z Ve

Mit 6) und 3) folgt die Behauptung des Satzes.

Sei f(z) € K[z] mit f(¢) =0 (z.B. f(x) das Minimalpolynom). Angenommen, f zerfallt
iiber K, d.h.,
fx)=(x = )™ (x =)™ ... (x = A\)™

mit paarweise verschiedenen Ap,..., A\, € K und m; € N. Dann ist (z — ;)™ teilerfremd

zu H (x — A\;)™, und induktiv folgt aus Satz 4.7:

Lemma 4.8 V =ker f(¢) = ker(p — A\)™ @ ... ® ker(p — A\,.)"

Dies motiviert:

Definition 4.9 Sei )\ € K.

(a) Fiir ¢ € N heifit A A
V()\)(’) = V(ep, /\)(Z) = ker(p — /\)i

der i-te verallgemeinerte Eigenraum von ¢ zum Eigenwert .

(b) Sei ¢ € N. Ein Vektor v € V' mit
(o —=Nv=0und (p — A" w#0

heifit verallgemeinerter Eigenvektor i-ter Stufe von ¢ zum Eigenwert .

(c) Der Vektorraum
VI :=Vi]p, A :={v eV |3ieNmit (p — \)'v =0}

15



heifit der verallgemeinerte Eigenraum von ¢ zum Eigenwert A. Die Elemente aus
V[A] ~ {0} heiBen verallgemeinerte Eigenvektoren von ¢ zum Eigenwert \.

Statt verallgemeinerter Eigenraum /Eigenvektor sagt man auch Hauptraum /Hauptvektor.

Lemma 4.10 (a) Esist VIA) = VAW C VNP CcvWN® C...C V[N =1 VN,
€N
Dies zeigt, dass V[A] ein Unterraum von V ist.

(b) Es ist genau dann V[A] # 0, wenn \ ein Eigenwert von ¢ ist.

Beweis (a): Nach Definition ist V(\) = ker(p — \) = V(AWM. Weiter ist V(\)® C
V(A denn mit (¢ — A\)'v = 0 ist auch (p — A\) v = (¢ — A)(¢ — A)'v = 0. Die
Gleichheit V[A] = [J,cy V(M) gilt nach Definition, und dies ist ein Unterraum, denn fiir
v e V(AN)® und w € V(AU liegen v und w in V(X)) also auch v + w.

(b) Sei 49 € N minimal mit (¢ — A\)®v = 0. Dann ist (o — \)* v # 0 und
(=M= N)""v=0,
also (o — A)®~1y ein Eigenvektor von ¢ zum Eigenwert \.

Beispiel 4.11 (a) Betrachte den Endomorphismus von V = K?

A= <(1) }) € My(K) .

Es ist xa(x) = (z — 1), A hat also den Eigenwert 1 mit algebraischer Vielfachheit 2. Es

1st
0 1
A—lE-(O 0)7&0,

daher ist die geometrische Vielfachheit gleich 1. Weiter ist

(A—1E)* = (8 (1))2:0.

Daher ist das Minimalpolynom von A gleich p(z) = (z — 1)?  (fiir alle echten Teiler g
von p(z), ndmlich (x — 1) und 1, ist g(A) # 0). Es ist

V =K*=ker(A—1E)* =V(A,1)® = V[1]

d.h., der verallgemeinerte Eigenraum ist ganz K?, wihrend der Eigenraum zu 1,

yzo}:K.(é),

V(1) = ker(A — 1E) = { (Z) € K?

eindimensional ist.

(b) Betrachte

o~
— o o



Es ist xa(z) = (x — 1)3, aber das Minimalpolynom ist gleich p(z) = (x — 1)?, denn fiir

010
A—1E=10 0 0] #0
0 00
ist (A —1FE)? =0. Es ist
V(1) = ker(A—FE) = Ke & Kesz zweidimensional
V1] = ker(A—E)* = K3 dreidimensional

Sei wieder ¢ : V — V ein Endomorphismus eines endlich-dimensionalen K-Vektorraums,
und f(z) € Klz] ein Polynom mit f(¢) = 0 (z. B. das Minimalpolynom), welches iiber
K zerfallt. Wir schreiben

f(x) = H (= )™

mit paarweise verschiedenen \q,...,\, € K und m; € N.

Proposition 4.12 Es ist
V=VM&...eV[A].

Beweis Nach 4.8 ist

(%) V= ETBI ker(p — \; id)™ |
und es geniigt zu zeigen

Lemma 4.13 ker(¢ — A; id)™ = VI[\].

Beweis Die Inklusion C gilt nach Definition. Andererseits gilt fir m/,...,m. € N mit
m;, > m; auch g(p) = 0 fiir

T

g(x) =TI (@ =)™,

=1

also nach 4.8 auch

(%) V = @ker(p — A id)™
=1

Wegen ker(p — \; id)™ C ker(¢ — ); id)™ folgt hieraus
ker(p — \; id)™ = ker(p — \; id)™ Vi

nach dem folgenden Lemma. Da dies fiir alle m] > m; gilt, folgt die Behauptung (siehe
4.10 (a)).

Lemma 4.14 Sei V ein K-Vektorraum, und sei

(+) Vo=

t
Vi

=1
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t
(+4) Vo= @V
1=1

fir Unterraume V;, V/ mit V; CV/ (i=1,...,t). Dannist V; =V/ firallei =1,...,¢.

t
Beweis Sei v € V/. Dann ist v = v, mit v; € V; (i = 1,...,t). Wegen v; € V/ ist
i=1
dies auch die Zerlegung von v in Komponenten entsprechend (s#x). Da diese eindeutig ist

und v € V}, gilt v; = 0 fiir i # j, und damit v = v; € V}. (Der Beweis geht genauso fiir
unendliche Summen).

Corollar 4.15 Zerfillt das Minimalpolynom von ¢, und sind Ay, ..., As die verschiedenen
Eigenwerte von ¢, so ist

V=@V

Beweis Wende 4.12 auf das Minimalpolynom an; dann sind die A; in 4.12 gerade die
Eigenwerte von ¢ nach 4.5.

(Dies ist kein Widerspruch zu 4.12: ist \; kein Eigenwert von ¢, so ist nach 4.10 (b)
VIx] =A{0}).
Die Zerlegung 4.15 héngt nur von ¢ ab und ist daher eindeutig. Wir bemerken noch, dass

die V[\;] p-invariante Unterrdume sind, d.h., es gilt p(V[\;] C V[\;]. Was bedeutet
diese Zerlegung fiir die Matrixdarstellung? Antwort:

Lemma 4.16 Sei ¢ : V — V ein Endomorphismus eines K-Vektorraums V', und sei

V=@V
i=1
eine Zerlegung von V' in @-invariante Unterrdume (¢V; C V;). Sei b(i) = (b}, ..., b}, ) eine

Basis von V;, und sei

A = sz((ii))(@\%) € My, (K)

die Matrixdarstellung der Einschrinkung
o, Vi—= Vi
beziiglich b(i) (i =1,...,s). Dann ist

b= (b(1),...b(s)) = (b, ..., BL B2, B, BS)
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eine Basis von V| und die Matrixdarstellung von ¢ beziiglich b hat die Gestalt

d Ay
da Ay 0
A= M(p) = 4 As ,
0
dn As

(Man nennt eine solche Matrix auch eine Block-Diagonalmatrix).
Beweis: Alles folgt sofort aus den Definitionen!

Fiir die Matrixdarstellung von ¢ geniigt es also, die Einschrankungen
Plvin VM = VIA

auf die verallgemeinerten Eigenrdume zu betrachten.

Beobachtung 4.17 Auf V[\] ist ¢ — A; id nilpotent, d.h., es gibt ein m € N mit
(o= nid)ypy) =0

Beweis Mit den Bezeichnungen von 4.12 ist (¢ — A; id)™ = 0.

| VA
Wir werden im néchsten Paragraphen eine besonders einfache Matrixdarstellung fiir nil-
potente Endomorphismen finden. Wenden wir dies auf (¢ — \; id)‘ V)] @ so erhalten

wir dafiir eine einfache Matrix B;, und die Matrix A; von PIVIN] = i id +(p — A; id)
ist

(die Matrixdarstellung von A id ist AFE, beziiglich jeder Basis). Dies wird dann die Jordan-
sche Normalform sein.

85 Die Jordansche Normalform

Sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum.
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Definition 5.1 Ein Endomorphismus ¢ : V' — V heifit nilpotent, wenn es ein n € N
gibt mit ¢™ = 0. Ist dann m € N minimal ¢™ = 0, so heif}t ¢ nilpotent von der Stufe
(oderdem Grad m.

Proposition 5.2 Sei v : V — V ein nilpotenter Endomorphismus. Fiir w € V ist der
Unterraum
L,(w) = < w,vw, V*w,v*w,... >k

ein v-invarianter Unterraum von V. (Wir schreiben einfach v'w fiir v*(w)). Sei m € Ny
minimal mit
v"w =0;

dies m heifit die Periode von w. Dann ist

m—1

(w, vw, v*w, ..., v tw)

eine Basis von L, (w).
Beweis Die v-Invarianz von L,(w) ist klar, da vviw = viTlw € L, (w) V i € Ny.

Angenommen
AW + a1vw + ast?w + ... 4 V™ w =0

mit ag, ..., a,_1 € K, nicht alle null. Sei 0 < 7 < m minimal mit a; # 0. Dann folgt durch
Anwenden von p™ !

(da v™w = 0), im Widerspruch dazu, dass v™ 1w # 0.

Beobachtung 5.3 Beziiglich der obigen Basis ist die Matrix von v auf L, (w) sehr einfach:

(a) Ordnen wir die Basis durch

(w, vw, V’w, ... v tw),
1 I I I
by by b3 bm
so ist vb; = by firi=1,...,m—1, und vb,, = 0, also die Matrix beziiglich dieser Basis
0
10 0
1 0
0 :
1 0

(untere Dreiecksgestalt, Einsen in der unteren Nebendiagonalen).
(b) Ordnen wir die Basis so:
(w™ tw, V" Pw, ... vw, w),

b1 b2 bm—l bm



so gilt vb; =b;_1 Vi=2,...,m, vby = 0; die Matrix ist dann
0 1

1
0

(obere Dreiecksgestalt, Einsen in der oberen Nebendiagonalen). Diese letzte Basis
nennen wir eine Jordan-Basis von L, (w).

Satz 5.4 (2. Zerlegungssatz) Sei V' endlich-dimensional und v : V' — V' ein nilpotenter
Endomorphismus. Dann gibt es wy,...,w; € V so, dass

V= é Lu(w;).

J

Beweis: durch Induktion iiber dim V', wobei der Fall dimV = 0 trivial ist. Sei also
dim V' > 1 und die Behauptung fiir kleinere Dimensionen bewiesen. Sei m der Nilpotenz-
grad von v (also m € N minimal mit v™ = 0) und w; € V ein Vektor mit ™ lw; # 0
(also mit Periode von w; gleich Nilpotenzgrad von v). Wir behaupten nun:

Lemma 5.5 Es gibt einen v-invarianten Unterraum U C V' mit
V= Ll,(wl) D U.

Hieraus folgt Satz 5.4: Wegen L,(w;) # 0 und dimV = dim L, (w;) + dim U ist dann
ndmlich dimU < dim V', und nach Induktionsannahme gibt es ws,...,w; € U mit U =
L,(wy)®...® L,(w). Mit 5.5 folgt V =L, (w1) & ... & L,(wy).

Beweis von Lemma 5.5 Sei U C V ein v-invarianter Unterraum maximaler Dimension,
so dass L,(wy) N U = 0 ist. Dann bilden U und L, (w;) eine direkte Summe, und wir
haben noch zu zeigen, dass V' = L,(w;) + U ist. Angenommen, dies ist nicht der Fall.
Dann gibt es ein v € V mit v ¢ L,(w;) + U. Sei j < m minimal mit /v € L,(w;) + U
(beachte v™v =0 € L,(w;) + U). Fiir v' = 1/~ 'v gilt dann

(5.5.1) v' ¢ L,(w)+U, wv'eLl,(w)+U,

insbesondere also
v’ =" +u
mit v € L,(w;) und u € U. Wegen v™ = 0 ist
-1 -1
0=v™ =v™" " +v"  u,

also L,(wy) 2 v " = —v™ ly € U, und somit v™ 1" = 0 wegen L,(w;) NU = 0.
Andererseits ist nach Proposition 5.2

(552) V” == )\Owl + )\11/11)1 + ...+ )\m_ll/m_lwl s
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mit Ao, ..., Am_1 € K und durch Anwenden von v™~! folgt
Ozymlll )\Vm 1u}1

und damit \g = 0, weil v tw; # 0. Aus (5.5.2) folgt nun v” = vv” mit v = \w; +
oot Amov™ g € Ly (wy), so dass

' =" +u.
Setze © = v' — v"". Dann gilt immer noch ¢ ¢ L,(w;) + U (sonst wire auch v =0+ 0" €
L,(wy) + U, im Widerspruch zu (5.5.1)) und weiter v(9) = u € U. Aus der letzten
Beziehung folgt, dass 3

U=U+ Kv

ein v-invarianter Unterraum ist, und zwar ein groferer als U (wegen v ¢ U). Weiter ist
L (wl)ﬂU—O Wire 0 # vy eUNL, (wy) etwam—u0+/\vm1tu0€Uund/\€K
so wire A # 0 wegen L,(w;) N U = 0 und daher & = X' (vy — ug) € L,(wy) + U im
Widerspruch zur Annahme. Damit erfiillt U diesselben Eigenschaften wie U und es ergibt
sich insgesamt ein Widerspruch zur Maximalitét von U. Daher kann das v wie oben nicht
existieren, und die Behauptung des Lemmas ist bewiesen.

Definition 5.6 Sei A € K und m € N. Die Matrix
A1

1
A

heifit Jordankistchen der Grofie m (oder m x m-Jordanmatrix) zum Eigenwert \.

Satz 5.7 (Jordan-Normalform) Sei ¢ : V. — V ein Endomorphismus eines endlich-
dimensionalen K Vektorraums V. Das Minimalpolynom von ¢ zerfalle in K[z] (z.B.
K = C oder K algebraisch abgeschlossen). Dann gibt es eine Basis b von V' so, dass
die Matrixdarstellung beziiglich b Blockdiagonalenform hat

Ji

Ja 0

A= M(p) =

22



mit Jordankéstchen J,. Die Jordankéstchen sind bis auf ihre Reihenfolge eindeutig durch
© bestimmt.

Beweis Existenz: Seien \q, ..., A\, die verschiedenen Eigenwerte von ¢. Wegen der Zer-
legung
V= V[\]
i=1

(1. Zerlegungssatz bzw. Corollar 4.15) und der daraus folgenden Blockdiagonalform (Lem-
ma 4.16) geniigt es, alle Einschriankungen ¢; = PV 2 betrachten: Finden wir fiir

jeden dieser Endomorphismen eine Basis b(i) von V)], so dass die darstellende Matrix
Mf((;))(goi) = A, Jordan-Normalform hat, so erhalten wir eine Jordan-Form

Ay 0
0 A,
fiir die Matrix von ¢ durch Aneinandersetzen der Basen b(1),...,b(r).

Auf V[N ist v; = ¢; — \; nilpotent. Zerlegen wir nun

geméB dem 2. Zerlegungssatz 5.4, so erhalten wir auf jedem L,, (w;) durch eine Jordanbasis
ein Jordankéastchen, mit Nullen in der Diagonalen (Beobachtung 5.3(b)), und folglich fiir
w; = A\ + v; gerade ein Jordankéstchen

Ao 1 )

<
Py
>
S~—
I
g
3@

0 |
Ai

/

wenn m§ = Periode von w; Durch Aneinanderreihen erhalten wir insgesamt eine Jordan-
Normalform A; auf V[\;] wie gewiinscht.

Eindeutigkeit bis auf Anordnung: Diese folgt aus dem néchsten Satz, denn wir haben
nur zu zeigen, dass fiir jeden Eigenwert A die Anzahl der m x m-Jordankéstchen zum
Eigenwert A nur von ¢ abhéngt.

Satz 5.8 (a) Fiir die Anzahl a(\) der Jordankéstchen .J, zum Eigenwert A (d.h., mit
Jo = Jm(A) fiir ein m) gilt
a(A) =dimV(A).

(b) Fiir die Anzahl a(\, m) der Jordankéstchen J, der Grofle m zum Eigenwert A gilt

a(A,m) = 2dimV(\)™ — dim V(A)™+D) — dim V(A)m=D
= 1g(p — N b g — N — 2 1g(p — \)™.
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(Hierbei ist V (\)© := {0}).

Bemerkungen 5.9 (1) Fiir einen Endomorphismus ¢ : V' — V und eine darstellende

Matrix A = M}(¢)) von ¢ gilt dim ker 1) = dim ker A, denn der Isomorphismus ¢ : K =
V induziert einen Isomorphismus ker A = ker ) (Beweis?).

S
(2) Ist weiter V' = @V, eine direkte Summe von t-invarianten Unterrdumen V,, so
a=1

gilt offenbar kerv) = @ kerv), fiir v = Y, : Vo — Vo (Beweis?), also dimkerty =
a=1

S

> dimker ¢,

a=1

(3) Dies kénnen wir mit der ersten Bemerkung auch so sehen: Wihlen wir geméfl Lemma
4.16 Basen b(«) fiir die V, und ist A, = Mbb((s))(qba), und nehmen wir die Basis b =
(b(1),...,b(s)), so erhalten wir nach 4.16 die Blockdiagonalmatrix

Ay

(5.9.1) A=

As

S
In dieser Situation sieht man nun ganz allgemein ker A = @ ker A, (Das ist eigentlich
a=1
derselbe Schluss wie in (2), nur konkreter), und damit

(5.9.2) dimker A = ) dimker A, .

a=1

(4) Die letzte Gleichung kénnen wir auch so sehen: Aus der Blockdiagonalgestalt (5.9.1)
schen wir sofort

(5.9.3) rg A=) rg A,.
a=1
Ist A eine (n x n)-Matrix und jeweils A, eine (n, X ny)-Matrix, so gilt n = > n,, und

a=1
aus den Rangformeln dimker A =n — rg A, dimker A, = n, — rg A, folgt (5.9.2).
(5) Angewandt auf den Endomorphismus (¢ — A\)* (welcher die V,, ebenfalls in sich
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iiberfithrt und durch die Blockdiagonalmatrix

(A} — \E,,)
, Ay — A\E,,)"
(A—AE) = (42 = ARf)
(A, — AE,,)
dargestellt wird) folgt wegen V (¢, A\)® = ker(¢p — \)?
Ve, )Y = @ V(pa, ).
a=1
Beweis von Satz 5.8: Sei
Ji
Jo 0
A p—
0
I

die Matrixdarstellung von ¢, mit Jordankéstchen J,(a =1,...,s).

(a): Offenbar ist fiir jede Jordanmatrix

no1
0
Tin(p1) = € M (K)

0 1

i
der Eigenraum zu p eindimensional, da

0 1
0
rg (Jn(p) — puE) = rg =m-1,
0 1
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und der Eigenraum zu A # p null, da J,,,(1) — AE dann invertierbar ist. Es folgt

dimV(p,A\) = dimker(¢ — X id)
= dimker(A — A\E)

= Y dimker(J; — AE,,,) (falls J; € M,,,(K))
i=1

—  Anzahl der Jordankistchen zum Eigenwert \.
(b): Es ist fiir J,,,(u) : K™ — K™ :

dim V (Jpn (), 1)@ = {

Dies folgt z.B. aus Proposition 5.2, oder da

|
0 1 v 0 1 0
0
i 0 1
(Jn(p) — pEm)" = =
0 1 0
0 0

Andererseits ist '
V (), M)W = 0 fiir A # po.

Daher gilt

1, i<mund A= pu

dim V(I 1), ) = dim V(T (1), A7 = { 0 i >m oder A\ #

Mit der Vorbemerkung folgt: Die Anzahl a(), > i) der Jordankéstchen mit mindestens i
Zeilen zum Eigenwert A ist

a(A, > 1) =dim V(p, )\)(i) — dim V (i, )\)(171) .

Es folgt
a(A, i) = a(X,> i) —a(\, > i+ 1) = erste Formel in (b).

Die zweite Formel folgt hieraus, da nach dem Rangsatz

dim V (o, \)? = dim ker(¢ — Aid)' = dim V — rg (¢ — Aid)".

Fiir die Matrizen bedeutet 5.7

Satz 5.10 Die Matrix A € M, (K) habe ein zerfallendes Minimalpolynom. Dann ist A
dghnlich zu einer Matrix in Jordan-Normalform, d.h., es gibt eine invertierbare Matrix
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B € M, (K) derart, dass

J1
Jo 0
B'AB =
0
Js
mit Jordankéstchen
Ao 1
0
Jo = I, (Aa) = e M, (K),
0 1
Aa
(w =1,...,s; hierbei sind die Eigenwerte Ay, ..., Ay nicht notwendig paarweise verschie-

den). Die Jordankéstchen J, sind dabei bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimmt.

Beweis Dies folgt aus 5.7, da sich bei Ubergang von der Standardbasis e = (eq, ..., e,)
zu einer anderen Basis b = (by,...,b,) die Matrix A gerade in die Matrix B~'AB trans-
formiert, wobei B die Matrix mit den Spaltenvektoren b1, ...,b, ist.

Corollar 5.11 Sei K = C (oder algebraisch abgeschlossen). Dann ist jede Matrix A €
M, (K) @hnlich zu einer Matrix in Jordan-Normalform.

(b) Zwei Matrizen A, A" € M, (K) sind genau dann dhnlich, wenn a(i, A, \) = a(i, A", \)
fiir alle 7 € N und alle A € K. Dies ist auch genau dann der Fall, wenn dim V' (i, A, \) =
dim V (i, A’, A) fiir alle i € N und alle A € K.

86 Anwendungen und Berechnung der Jordan-Normalform
Sei K ein Korper und ¢ : V. — V ein Endomorphismus eines endlich-dimensionalen
K-Vektorrraums.
Proposition 6.1 Sei K = C oder ein algebraisch abgeschlossener Kérper, und seien

A, ..., A € K die verschiedenen Eigenwerte von ¢. Sei m; die algebraische Vielfachheit
von A, mi 0" = dim V(\;) die geometrische Vielfachheit von A;, und n; der Nilpotenzgrad
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von (p — )\2)‘ VN Sei

Js

eine Matrixdarstellung in Jordan-Normalform fiir ¢ (Diese existiert nach 5.11). Wie in
Satz 5.8 sei a();,m) die Anzahl der Jordankéstchen J, der GroBe m zum Eigenwert \;
(nach Satz 5.8 hangt a(A;, m) nur von ¢ ab).

(a) Es ist m; = dim V[\;] > n;.
(b) Das Minimalpolynom von ¢ ist

Pe(x) = E(ﬂf — )"

(c) Es ist

dim V
m; = > a(\,m)m,

dim v
mE™ = 3" a(\;,m) = Anzahl aller Jordankéstchen J, zum Eigenwert \;,

m=1
n; = max{m | a(A\;,m) # 0} = maximale GroBe der Jordankéstchen zum Eigenwert ;.

Beweis: (a): Sei ¢; = PLVIN] VIAi] — VI[A;j]. Dann gilt wegen der Zerlegung V w

@ V] fiir das charakteristische Polynom von ¢
i=1

xol@) = [T (o).

Dies folgt aus der Blockdiagonalform fiir die Matrixdarstellung, die man aus der Zerlegung
(%) von V erhilt, siehe 4.16. Aus der Jordan-Normalform fiir ¢; auf V[\;] (sieche Beweis
von 5.7: obere Dreiecksmatrix, alle Eintrdge auf der Diagonalen gleich \;) folgt

X (@) = (& = A VAL

Durch Vergleich mit

1

Xp(@) = L
(Definition von m;) folgt m; = dim V[)\;]. Die Abschitzung n; < dim V[);] folgt aus

Proposition 5.2: v; = ¢; — A; ist nilpotent vom Grad n; auf V)], und ist w € V[\;] ein
Vektor mit VZ-"i_lw # 0, also mit Periode n;, so gilt nach 5.2

n; = dim L,, (w) < dim V[\].

(b): Sei f(x) =

(x — A\;)™. Dann ist fir alle j = 1,...,r

—-

=1

F@ vy = i =) Zl;g(wj —\)" =0,
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da (p;—A;)™ = 0. Wegen V = @ V)] folgt f(¢) = 0 auf ganz V. Angenommen g € K{z]
j=1

ist ein normierter Teiler von f mit g(¢) = 0 und g(x) # f(z). Dann ist
g(z) =TI (z = A\)"

mit ¢; € No, ¢; < n;, und ¢; < n; fir ein j € {1,...,7} (g zerfillt in Linearfaktoren, jede
Nullstelle von g ist auch eine von f, die Multiplizitdten der Nullstellen von g (also die
¢;) sind hochstens so grofl wie fiir f (also die n;), und kénnen fiir g # f nicht alle gleich
denen fiir f sein). Dann ist

9(@)| ] = (5 — 2)9 TT(es = X",
J i#]
wobei (¢; — \;)% # 0, da ¢; < n; = Nilpotenzgrad von ¢; — \;, und jedes (¢; — \;) fiir
i # j invertierbar ist, aufgrund der Jordan-Normalform fiir ¢;. Also ist g(gp)l VA #0
J

und damit g(p) # 0 — Widerspruch!

(c): Die erste Aussage folgt aus dem Beweis von 5.7 (auf V[);] erhalten wir Jordankéstchen
zum Eigenwert \;), und die zweite Aussage folgt aus 5.8 (a): mit den dortigen Bezeich-

nungen ist
dim V'
mE™ = dim V(\) = a(\) = Y2 a(\,m).

m=1
Fiir die dritte Aussage wenden wir die folgende Beobachtung auf den nilpotenten Endo-
morphismus ¢; — A; : V[\;] — V[\;] an, wobei wir beachten, dass der Nilpotenzgrad von
Im(Ai) — A Ep, nach dem Beweis von Satz 5.8 gleich m ist: Ist

Ny
Ny

Ny

eine Blockdiagonalmatrix mit nilpotenten Matrizen Ng, so ist /N nilpotent, mit Nilpo-
tenzgrad gleich dem Maximum der Nilpotenzgrade der Ng.

Bemerkung 6.2 Hier haben wir Folgendes benutzt:

Sind
Al Bl
AQ 0 BQ 0

At Bt

Blockdiagonalmatrizen vom selben Typus, so ist AB wieder vom selben Typus, und fiir
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das Produkt gilt
A1 By
Ay Bs 0

AB =

(Wir sagen dabei, dass A den Typus (nq,...,n;) hat, wenn A; eine n; x n;-Matrix ist).
Dies folgt unmittelbar aus der Formel fiir das Matrizenprodukt. Ohne Rechnung folgt die
Behauptung daraus, dass die Blockdiagonalform einer Zerlegung K" = K™ & ... 4 K™
entspricht, wobei K™ A-invariant ist und A; = A‘ jona- oind die K™ auch B-invariant,
so auch AB-invariant, und die Behauptung ergibt sich aus der offensichtlichen Beziehung,
dass AB| i = A| KniB| o Insbesondere gilt fiir A selbst

Ay

Ai

Corollar 6.3 (Satz von Hamilton-Cayley) Es gilt (fiir beliebigen Korper K)

XSD(SO) = 07

d.h., das Minimalpolynom teilt das charakteristische Polynom.

Beweis Die Aquivalenz der Behauptungen folgt aus 4.4: fiir das Minimalpolynom Po(x)
gilt

fle)=0 & p,|f
fir alle f € Klx].

Ist nun K algebraisch abgeschlossen, so gilt x,(¢) = 0 wegen 6.1(a) und (b). Ist K
beliebig, so wihle eine Matrixdarstellung A € M, (K) fiir ¢ und eine algebraisch abge-
schlossenen Korper L O K (dieser existiert, wie in der Algebra gezeigt wird — fiir K = R
konnen wir zum Beispiel L = C nehmen). Es geniigt nun, y4(A) = 0 zu zeigen, denn fiir
die gew#hlte Basis b von V mit MP(p) = A ist

M} End(V) — M,(K)
o= M)

ein Ringhomomorphismus. Insbesondere gilt fiir f(z) € Kz] :
M;(f(9)) = F (M3 () = f(A)

und Mp(¢ =0 & ¢ = 0.

Die Aussage x4(A) = 0 kann aber nun gezeigt werden, indem wir A als Matrix in M, (L)
auffassen — nach der Definition dndert sich dabei nichts am charakteristischen Polynom.
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Damit sind wir wieder im Fall eines algebraisch abgeschlossenen Korpers, wo wir die
Behauptung schon bewiesen haben.

Corollar 6.4 Zerfillt das charakteristische Polynom von ¢ iiber K, so auch das Mini-
malpolynom.

Beweis: Dies folgt aus der zweiten Aussage in 6.3.

Insbesondere kann in allen bisher bewiesenen Aussagen die Voraussetzung “Das Minimal-
polynom von ¢ zerféllt” durch die Voraussetzung “Das charakteristische Polynom von ¢
zerféllt” ersetzt werden!

Satz 6.5 Sei K = C, oder algebraisch abgeschlossen. Fiir zwei Matrizen A, A" € M,,(K)
sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) A und A’ sind dhnlich.
(b) A und A’ haben (bis auf Anordnung der Jordankéstchen) dieselbe Jordannormalform.
(c) Fiir alle A € K und m € N gilt

a(A,\,;m) = a(A';\,m).

Hierbei ist a(A, A, m) die Anzahl der Jordankéastchen J,,(A\) der Grofie m zum Eigenwert
A in einer Jordannormalform von A (siehe 5.8).

(d) Fiir alle A € K und m € N gilt

dim V (A, \)™ = dim V (A", )™,

Beweis: Die Aquivalenz von (b) und (c) ist klar, und die Implikation (d) = (c) ergibt
sich aus Satz 5.8 (b). Umgekehrt ist nach dem Beweis von 5.8 (b)

S a(\ ) =a(\,>d) =dim V(A — dim V()
j=1
Weiter gilt
> (dim V(X)W — dim V(3) V) = dim V(A)™.
=1

Kennt man also alle a(),m), so kennt man auch alle dim V (\)™). Dies zeigt (c) = (d).

(a) = (b): Zunichst macht (b) Sinn, da die Jordannormalform bis auf Anordnung der
Kistchen eindeutig ist. Sei nun A’ = C~'AC fiir eine invertierbare Matrix C' € M, (K).
Seien B, B’ € M, (K) invertierbar so dass

J=B"1'AB und J = (B)'AB™!

Jordannormalform haben. Dann ist J' = (CB’)"'A(C'B’) auch eine Jordannormalform
von A, nach Satz 5.7 also J und J’ bis auf Anordnung der Késtchen gleich.

(b) = (a): Seien B, B" € M, (K) invertierbar so dass

J=B1'AB und J = (B)'A'B
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Jordannormalform haben, wo die Jordankéstchen bis auf Anordnung gleich sind. Es ist

also
Ji

mit Jordankéstchen J, und

fiir eine Permutation o aus der symmetrischen Gruppe S,. Sei J; € M,,.(K), und seien

bi, ... b b bR b b

» Ymyo » Ymg mr

die Spalten von B. Diese bilden also die Basis

b(i) = (b}, ..., bL, ), beziiglich derer A die Jordannormalform J hat, und setzen wir V; =<
by, ... b, >k, soist J; die Matrixdarstellung von A| v, beziiglich b(i) : J; = M:((Z))(A| V;)'
Sei .

b= (b(a(1)),b(a(2)),...,b(a(r)))
die Basis mit denselben Vektoren, aber einer anderen Anordnung: die Blécke b(i) werden
geméf der Permutation ¢ permutiert. Dann ist offenbar die Matrixdarstellung von A
beziiglich b gleich J', denn es ist J,;) = Mé’((:((;))))(A| Va(i))'
Dies zeigt, dass J und J’ konjugiert sind — genauer ist J' = C~1JC fiir die Basiswech-
selmatrix C = M} (B = Mg, J = (Mif)_lAMie = (Mg)_l(Mf)_lAMIfMg = C1JO).
Damit sind auch A und A’ konjugiert (A’ = B'J'(B')~' = (BC(B')"')"*ABC(B")™).

Beispiel 6.6 Nach Satz 5.8 braucht man nur eine Teilinformation, um zu wissen, wie
die Jordannormalform aussehen muss (insbesondere muss man hierfiir keine Jordanbasis
konstruieren). Betrachte zum Beispiel

52 0
A=[-8 3 0| e MyR).
—2 1 -1

Es ist ya(z) = (z + 1) (siche Ubungsaufgabe 14 (ii)), und fiir

420
N=A—(-)E=A+E= (-8 4 0
—2 1 0
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gilt rgN = 1 und damit dim V(—1) = dimker N = 3 — 1 = 2 und weiter

2

—4 20 000
N?=|-8 4 0] =([0 0 0],
-2 10 000

also V(=1)® =R3 (= V[~1]). Mit der Formel in Satz 5.8 (b) folgt nun leicht, dass die
Jordannormalform von A gleich

S

sein muss. In der Praxis (und wenn man die Formel vergessen hat) schlieBt man oft so:
Die moglichen Jordannormalformen von A sind

~1 -1 1 -1 1
J = ~1 . J = ~1 . J = -1 1
~1 ~1 —1

Die erste Form (diagonalisierbarer Fall) ist nicht moglich, da dies ein Widerspruch zu
A+ E = N # 0 wire: Ist J = B 'AB mit invertierbarer Matrix B, so gilt fiir m € N
und A € K

(J=AE)"=0 < (A-XE)"=0,

dennesist (A—AE)"=0 < B YA+ \E)"B =0, und

B~Y(A— AE)"B
— B YA—AE)(A—AE)...(A—\E)B
= B YA—AE)BB"Y(A—AE)B...BY(A—\E)B (m — mal)

= (BYA—-XE)B)™ = (J — AE)™.
Im ersten Fall ist aber J + F = 0, und es wiirde A + E = 0 folgen — Widerspruch!

Der dritte Fall ist ebenfalls ausgeschlossen, denn dann wiire (A+E)? # 0, weil (J+FE)? # 0
(siche Beweis von Satz 5.8: der Nilpotenzgrad von J,,,(A) — AE ist m). Also bleibt nur
noch der zweite Fall.

Das Verfahren, eine tatséchliche Jordanbasis zu finden (eine Basis, in der der Endomor-
phismus Jordannormalform hat) ist komplizierter, aber immer noch konstruktiv.

Konstruktion 6.7 (Bestimmung einer Jordanbasis)

1) Berechne das charakteristische Polynom x,(x). Dies liefert die Eigenwerte Ay, ..., A,
und ihre algebraischen Multiplizitdten mq, ..., m,.

2) Fiir jeden Eigenwert \; berechne die Dimension der verallgemeinerten Eigenrdume.
Dies liefert nach 5.8 schon, wie die Jordannormalform aussehen muss. Auflerdem liefert
es die Stufe n; des nilpotenten Endomorphismus N; = ¢ — A, | VI Berechne eine Basis
von

VI = ker(p — A\)™ .
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3) Betrachte nun fiir jeden Eigenwert A = \; den nilpotenten Endomorphismus N =
(p— )\)| VN V[A] — V)] (am besten in der Basisdarstellung zur gefundenen Basis von

V[A]) und finde einen Vektor wy € V[\] mit
anlwl # 0 5

wobei n (= n;) der Nilpotenzgrad von N ist.

4) Die Vektoren N™" lw;, N" 2wy, ..., Nwy,w; sind linear unabhiingig (5.2); ergéinze sie
zu einer Basis von V[A]. In dieser Basis sieht N so aus

Dann ist Ay wieder nilpotent. Mache mit A, weiter (Stufe n® von A, ws zu As mit
Periode n(? usw.) und bringe A, auf die Gestalt

0 1
*
n@

0 1

0
0 As

5) Andere nun w; durch ein Element aus Ly (w;) =< N 'wy,...,w; > ab, dass
N" @y =0.

Dies ist immer moglich: Nach der Form der erhaltenen Matrix ist
Nn(Q)U)Q =aow; +a;Nwg + ...+ an,lN”’1w2 € LN(wl)

Damit schlieflen wir:
—n2) (2) —n®@ —_
0:N"w2:Nn m (Nn wl) :(loNn n w1—|—+N" 1an(2)_1w1
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= a9 = ... = a,2_; = 0 (lineare Unabhéngigkeit der N"w)

= N"w, = N mit @ = Ap2 W1 + Apee)  Nwy + ... € Ly(wy)
(@) -

= N""(wy —w) = 0.

Wir kénnen also wy durch wi® = wy — W ersetzen. Dann erreichen wir die Gestalt

( 0 1

N\ 7

TL(Q) <

Fahre nun mit Az entsprechend fort.

Dies muss man fiir jeden verallgemeinerten Eigenraum V[\;] machen.

Beispiel 6.8 Betrachte die Matrix

-5 2 0
A=|[-8 3 0| eM®),
2 1 -1

mit dreifachem Eigenwert —1 (aus Beispiel 6.6). Es ist also V = R? = V[-1]. Fiir N =
A+ E gilt N #0,N? =0, also ist die Nilpotenzstufe n = 2. Fiir

-4 2 0
N=1-8 40
-2 10

2
ist w; = ey ein Vektor mit Nwy = | 4] =: v # 0 und Ly(w;) =< v,ey >g. Ergénze

1
(v, eq) durch e; zu einer Basis (v, ez, e1) v
0
0
0
—4

Nep=| -8 =—2v.
—2

R3. In dieser Basis hat N die Form
-2

O

n
1
0 0
0 0

wegen Nv =0, Nes = v und
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Es ist —2v = —2Ney = N(—2e3). Dann ist
Wy = €1 + 262 7£ 0

mit Nwe = 0. In der Basis

2 0 1
Nwy=v= 4], wi=e=|1]|,wy=¢e;+2e = |2
1 0 0

hat nun A Jordannormalform

(vergleiche Beispiel 6.7).

87 Familien und kartesische Produkte

Familien

Wie “indiziert” man mathematisch korrekt und allgemein?

Definition 7.1 Sei M eine Menge und I eine weitere Menge. Eine Familie in M iiber
I (oder mit Indexmenge ) ist eine Abbildung

a:l — M.

Statt a(i) schreiben wir auch a;. Weiter schreiben wir auch oft (a;);cs fir die Familie. Die
Menge aller Familien in M iiber I wird mit M’ bezeichnet. Es ist also MY := Abb(N, M)
fiir Mengen M und N.

Beispiel 7.2 Fiir die folgenden Spezialfiille gibt es eigene Namen:

(a) Ist I = N, so spricht man von einer (unendlichen) Folge. Zum Beispiel hat man die
Folge
1,1,2,3,5,8,13, . ..

der Fibonacci-Zahlen, genau definiert als die Folge

(ap)neny mit a; =1,a3 =1, 04441 = a1+ ay, .
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(b) Fiir I = n :={1,2,...,n} heifit die Familie ein n-Tupel, und man schreibt (aq, ..., a,).
Damit ist M® = M", wie in LA I definiert. Speziell sagt man Paar fiir n = 2, Tripel fiir
n = 3, Quadrupel fiir n = 4 usw.

Gleichheit von Familien ist die Gleicheit von Abbildungen. Fiir zwei Familien (a;)ier, (b;)ier
in M gilt also

(ai)ier = (bi)ier < VYV a;i=10b.
el

Die zwei Tripel von natiirlichen Zahlen (1,3,4) und (1,4, 3) sind also verschieden.

Beachte: Man muf} zwischen einer Familie (a;);c; (manchmal auch geschrieben als (a; | i €
I)) und der assoziierten Menge {a; | i € I} C M unterscheiden (= Unterschied zwischen
Abbildung und Bildmenge). Im obigen Beispiel ist die assoziierte Menge gleich fiir beide
Tupel:

{1,3,4} = {1,4,3}.

Definition 7.3 Sei (M,);c; eine Familie von Mengen. Die Vereinigung dieser Familie ist
definiert als
LJ A4£Z=:{17|'3 x € A4%}.

el el

Der Durchschnitt der Familie ist definiert als

rw A4£Z=:{17|'V x € A4;}.

el el

kartesische Produkte

Wir wollen auch “Familien mit Eintrdgen in verschiedenen Mengen” betrachten, also z.B.
Paare (a,b) mit a € M und b € N, oder “Ausdriicke” (a;);e; mit a; € M; fiir eine Familie
(M;);er von Mengen.

Definition 7.4 Sei (M;);c; eine Familie von Mengen. Unter dem (kartesischen) Pro-
dukt dieser Familie verstehen wir die Menge

[[ M; :={Familien a: I — |J M; | V a; € M;}.
i€l

iel i€l

Fiir n-Tupel (M, ..., M,) schreiben wir auch
My x...x M, oder [[M,.
i=1

Dies ergibt dieselbe Definition wie in LA 1.

Beispiele 7.4 (a) Insbesondere erhalten wir fiir zwei Mengen M und N — also das Paar
(M, N) — wieder das (kartesische) Produkt

M x N,

dessen Elemente wir als Paare (m,n) mit m € M und n € N schreiben.
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(b) Fiir die konstante Familie (M );c; ist offenbar gerade [ M = MY,

el

88 Relationen

Definition 8.1 Seien M und N Mengen. Eine Relation von M nach N ist eine Teil-
menge R C M x N. Statt (x,y) € R schreibt man oft xRy (x steht in der Relation R zu
y). Ist M = N, also R C M x M, so spricht man auch von einer Relation auf M.

Beispiel 8.2 Ist f : M — N eine Abbildung, so ist der Graph von f,
I=T;:={(z,y) e M x N |y=f(z)}

eine Relation von M nach N. Es ist dann 2I'y < y = f(x).

Nicht jede Relation ist von dieser Form, zum Beispiel nicht die Relation K = {(z,y) €
R? | 22 +y? = 1} (der Einheitskreis):

denn zu einem vorgegebenen z €] — 1, 1] gibt es mehrere y mit (z,y) € K; das kann bei
dem Graph einer Funktion nicht passieren, da der Funktionswert f(z) eindeutig ist. Man
kann also Relationen von M nach N als “mehrdeutige Funktionen” auffassen.

Oft verwenden wir andere Symbole fiir eine Relation, zum Beispiel x ~ y,z <y, xQy. ..

Definition 8.3 Eine Relation R auf einer Menge M heif3t
(a) reflexiv, wenn xRz fiir alle x € M,

(b) transitiv, wenn fiir alle x,y, z € M gilt

TRy NyRz = xRz,

(c) symmetrisch, wenn fiir alle z,y € M gilt

xRy = yRz

(d) antisymmetrisch, wenn fiir alle z,y € M gilt

rRy und yRr =z =y,
(e) Aquivalenzrelation, wenn sie reflex, transitiv und symmetrisch ist, und
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(f) Ordnungsrelation (oder Ordnung auf M), wenn sie reflexiv, transitiv und antisym-
metrisch ist.

Bemerkungen 8.4 (a) Fiir Ordnungsrelationen benutzt man gern Zeichen wie <, < usw.

(b) Fiir Aquivalenzrelationen benutzt man gern Symbole wie ~, = usw.

Beispiele 8.5 (a) Die Gleicheit ist eine Aquivalenzrelation.

(b) Sei f: M — N eine Abbildung. Definiere eine Relation ~; auf M (!) durch

v~y e flx) = f(y).

Dann ist ~¢ eine Aquivalenzrelation:

=
&
I
—
—~
Y
>
=
<
~—r
I
=
&
=
&
I
—
—~
I
~—r

¢) Die iibliche <-Relation auf R ist eine Ordnungsrelation (und keine Aquivalenzrelation).

(
(d) Sei X eine Menge. Auf der Menge PB(X) aller Teilmengen von X (Potenzmenge von
X)) ist die Inklusion C eine Ordnungsrelation.

)
e) Die Teilbarkeit | auf Z (a | b < 3In € Z mit a - n = b) ist keine Aquivalenzrelation
(3| 6 aber 61 3) und keine Ordnungsrelation (3 | —3 und —3 | 3, aber 3 # —3). Aber die
Einschrankung auf N ist eine Ordnungsrelation.

(f) Sei a € Z,a # 0. Fur z,y € Z definiere
r=y (moda) & alz—y

(gesprochen: z kongruent (zu) y modulo a).

Dies liefert eine Aquivalenzrelation auf Z:

1)a-0=0 = a|0=z—2 = z=uz(moda).
2) x =y (moda) und y = z (mod a)
=a|lrz—yunda|y—=z

= dmneZ:am=x—y,an=y — 2
=>r—z=rx—y+y—z=am+an=a(lm+n)

=z =z (moda).

3) x =z (moda)
=alx—y
=a|—(z-y)=y—u
=y =2z (moda).

Sei zum Beispiel a = 4. Dann ist fiir die Kongruenz modulo 4

7=3, 14=2, sowie2#* 3.
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§9 Aquivalenzrelationen

Definition 9.1 Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge M. Fiir z € M heifit die
Menge
T={yeM|y~z}CM

die Aquivalenzklasse von z beziiglich ~ (oder modulo ~). Die Menge

M/N:Z{T‘.%GM}

aller Aquivalenzklassen modulo ~ heifit die Quotientenmenge von M nach ~ (oder
modulo ~).

Die Abbildung
.M — M /

r +— T

heifit die Quotientenabbildung zu ~.

Bemerkung 9.2 Die obige Bezeichnung 7 ist iiblich und praktisch, macht aber nicht
deutlich, dass die Aquivalenzklasse von ~ abhéngt. Deswegen schreibt man manchmal
Z™~. Andere Bezeichnungen fiir Aquivalenzklassen: [z], [z]~.

Lemma 9.3 Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge M. Seien x,y € M und 7,7y
die zugehorigen Aquivalenzklassen modulo ~. Dann gilt

y~Tr S YeET & Y=7T.

Beweis Die erste Aquivalenz gilt nach Definition. Wir zeigen nun noch
Y~TSY=71T
“=": Es sei y ~ z. Dann gilt

_ Def. Trans. Def. _
ZEeyY = Z~Yy = Z~NIT = ZEDT,

also 7 C 7. Da auch = ~ y gilt (Symmetrie) folgt auch T C 7.
“<” Seiy = 7. Da y € 7 (Reflexivitét), folgt y € 7, also y ~ x.

Corollar 9.4 Sei
T: M — M/

die Quotientenabbildung zu ~, und sei ~, die zu 7 gehorige Aquivalenzrelation (siche 8.5
(b)), also

T~y & 7'[‘(517) = ﬂ-(y)
Dann ist ~,=~. Mit anderen Worten: jede Aquivalenzrelation kann durch die Konstruk-
tion 8.5 (b) erhalten werden.

Def.

Beweis 7(x) = 7(y) =8z~
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Wir geben nun eine weitere Konstruktion von Aquivalenzrelationen an.

Definition 9.5 Sei M eine Menge, und sei P eine Menge von Teilmengen von M (also
P CSB(M)). P heiit Partition (oder Klasseneinteilung) von M, wenn gilt

(a) D¢ P
(b) Die Mengen in P sind paarweise disjunkt, d.h., fiir U,V € Pmit U # V gilt UNV = ().

(¢) M wird durch die Mengen in P iiberdeckt, d.h., |J U = M.
Uep

Satz 9.6 Sei M eine Menge.

(a) Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf M. Dann bilden die Aquivalenzklassen modulo ~
eine Partition von M.

(b) Umgekehrt sei P eine Partition von M. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte
Aquivalenzrelation ~ auf M, so dass P gerade aus den Aquivalenzklassen modulo ~
besteht.

Beweis (a): Wegen = € T ist T nichtleer. Ist weiter T NY # 0, etwa z € TN 7, so ist
zeTund z € yalso z ~z und z ~ y, also x ~ y, nach 9.3 also 7 = ¥. Schliellich liegt
trivialerweise jedes x € M in einer Aquivalenzklasse, namlich in .

(b): Fiir die Aquivalenzrelation muf} offenbar gelten
(%) x~y <& JdJUeP:xcUAyelU.

Wir nehmen dies als Definition von ~, das gibt eine wohldefinierte Relation auf M.
Behauptung: ~ ist eine Aquivalenzrelation

Beweis Reflexivitiat: Sei x € M. Wegen |J U = M existiert ein U € P mit z € U.
Uep
Damit ist z ~ x.

Transivitét: Sei x ~ y und y ~ z. Dann existiert ein U € P mit x € U und y € U, und es
existiert ein V € P mit y € V und z € V. Es folgt y € UNV und damit U =V, da P
eine Partition ist. Folglich gilt x ~ z.

Symmetrie: ist klar.
Schlieflich besteht P gerade aus den Aquivalenzklassen beziiglich ~:
1) Sei U € P. Wegen U # () gibt es ein z € U.

Behauptung U =7«

Beweis y € T 2 Yy~ X EIVGP:yGV/\xGVxéU U =V und damit y € U.

Also gilt T C U.
Umgekehrt gilt: ye U =yecUANx e U 2 Yy~ By y € T. Also gilt auch U C 7.

2) Sei x € M Wegen |J U = M gibt es dann ein U € P mit « € U. Nach der in 1)
Uep
bewiesenen Behauptung gilt dann U = 7.
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Dass ~ eindeutig ist, haben wir schon bemerkt (x).

Das Denken in Aquivalenzklassen ist ganz natiirlich:

Beispiele 9.7 (a) Auf der Menge aller Menschen definiere eine Aquivalenzrelation
x ~1y < xund y haben dasselbe Geschlecht

Es gibt genau zwei Aquivalenzklassen: {Frauen}, {Minner}. Wir kénnen diese Aquivalenzrelation
durch die folgende Abbildung erhalten:

{Menschen} — Menge der Geschlechter ={weiblich, ménnlich}
x +—  Geschlecht von z.

(b) Auf der Menge aller Schiiler definiere die Aquivalenzrelation
xr~y < xund y gehen in dieselbe Schule.
Wir koénnen dies durch die folgende Abbildung erhalten

{Schiiler} — {Schulen}

xz +— Schule von z.

(c) Also: jede Einfiihrung von Klassen im t#glichen Leben

Berufe

/

Menschen —— Religionen

T

Parteizugehorigkeit

Obst Sorten

Gattungen Arten

Tiere

liefert eine Klasseneinteilung im Sinne der Mathematik und entsprechend auch eine Aquivalenz-
relation, d.h., eine “Gleichsetzung” bzw. “Vergroberung” (wie “die Sdugetiere”).

Definition 9.8 Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge M, und sei ¢ eine Aquivalenzklasse
beziiglich ~. Ein Element x € M heifit Reprasentant von ¢, wenn x € ¢, also wenn = = c.
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Beispiel 9.10 Auf Z betrachte die Kongruenz modulo 4 (vergleiche 8.5 (f)), also die
Aquivalenzrelation

r=y(mod4) <& x—y ist durch 4 teilbar.

Jede ganze Zahl ist kongruent zu 0, 1,2 oder 3, (da x £ 4 ~ x), und diese Zahlen sind
paarweise inkongruent modulo 4. Also ist

/E(mod 4) - {67 T’ 57 3} ’

besteht also aus 4 Elementen. Allgemeiner haben wir fiir a € N genau a Aquivalenzklassen
modulo a (d.h., beziiglich der Kongruenz modulo a), nédmlich 0,1,2,...,a — 1.

Anders ausgedriickt: jede Aquivalenzklasse modulo a hat einen eindeutig bestimmten
Représentanten in {0,...,a — 1}, ndmlich den kleinsten nicht-negativen Reprisentanten.
Diesen erhélt man als Rest beim Teilen durch a; deswegen heifit die Aquivalenzklasse
modulo a auch Restklasse modulo a.

Fiir m € Z wird die Restklasse m modulo a auch mit m (mod a) bezeichnet.

810 Quotientengruppen und Quotientenriume
Sei (A, +) eine kommutative (abelsche) Gruppe
Lemma /Definition 10.1 Sei B C A eine Untergruppe. Definiere die Relation auf A
a=ad mod B & a-—d€B.

Wir sagen hierzu “a kongruent (zu) o’ modulo B” und schreiben auch a =g o’. Dies ist
eine Aquivalenzrelation auf A.

Beweis: Schreibe = fiir =p.

Reflexivitit: a = a,daa—a=0¢€ B.

Transwitit: a =bund b=c¢ = a—bb—ce€B = a—c=(a—b)+ (b—¢) € B.
Symmetrie:a=b = a—beB = b—a=—(a—b)eB = b=a.

Lemma 10.2 Die Aquivalenzklasse von a € A beziiglich =5 ist die Menge
a=a+B = {a+b|be B}.

Diese heifit die Nebenklasse von ¢ modulo B.

Beweis “C":d' =pa = d —a€ B,etwad —a=b€B = d =a+b€a+ B.
“O"d=a+bca+B (beB) = d—-a=beB = d=pa.

Bemerkung 10.3 Nach 9.3 gilt

a=pd & a€d+B & a+B=d +B.
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Definition 10.4 Die Menge der Aquivalenzklassen beziiglich =g wird mit A/B bezeich-

net. Es ist also
A/B={a+B|ac A}

die Menge der Nebenklassen von A modulo B.

Beispiel 10.5 Sei A = Z und B = aZ fiir a # 0. Dann sehen wir: m € B < m = na
fir ein n € Z < a | n. Daher gilt

a=d modaZ << a=d(moda),
und es ist
Z/aZ =7/ = (mod a).
Satz 10.6 Sei B eine Untergruppe von A. Dann gibt es genau eine Gruppenstruktur auf

A/B derart, dass die Quotientenabbildung

T: A — A/B
a — a=a+ B

ein Gruppenhomomorphismus ist. Diese ist gegeben durch die Verkniipfung
() a+ad =a+ad.

Die so erhaltene Gruppe A/B heifit die Quotientengruppe (oder Faktorgruppe) von
A modulo B (oder nach B). Sie ist wieder kommutativ. Die Surjektion 7 heifit der
kanonische Epimorphismus.

Beweis Ist 7 ein Gruppenhomomorphismus, so muss gelten 7(a + a') = 7w(a) + 7(a).
Dies bedeutet aber gerade (x). Wir haben also zu zeigen, dass diese Verkniipfung (x)
wohldefiniert ist, d.h., nicht von der Auswahl der Repréasentanten abhéngt. Sei @ = ¢ und
o =c.Dannista—c€ Bund ¢ — ¢ € B. Es folgt a — c+ a’ — ¢ € B und damit

a+d —(c+d)eB

(Hier wurde die Kommutativitét von A benutzt). Es folgt a + o’ = ¢ + .

Weiter ist noch zu zeigen, dass (%) die Gruppenaxiome erfiillt. Dies folgt aber sofort aus
den Gruppenaxiomen fiir A. Zum Beispiel ist 0 das neutrale Element von A/B, wenn
0 € A das neutrale Element von A ist, denn es ist @ + 0 = a + 0 = @. Das Inverse von @
ist —a. Schlieflich ist A/B kommutativ:a+a =a+d =d +a=d +a.

Beispiel 10.7 Damit wird fiir jedes a € N
Z)aZ ={0,1,...,a — 1}
eine abelsche Gruppe mit a Elementen. Zum Beispiel sei a = 5. Dann ist

24+4=6=1 und 2+3=5=0, also —2=3.
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Fiir a = 0 ist 0-Z = {0}, und die Relation ={q; ist die Gleichheit. Jede Aquivalenzklasse
besteht daher nur aus einem Element. Der kanonische Epimorphismus Z — Z/{0} ist also
ein Isomorphismus.

Wir haben schon gesehen, dass fiir einen Homomorphismus ¢ : G — G’ von beliebigen
Gruppen der Kern ker(¢) € G und das Bild im(p) C G’ Untergruppen sind. Der wichtigste
Satz iiber Homomorphismen ist der Homomorphiesatz. In unserer Situation lautet er:

Satz 10.8 (Homomorphiesatz) Sei ¢ : A — A’ ein Homomorphismus von abelschen
Gruppen.

(a) Dann induziert ¢ einen Monomorphismus
5. Alkelg) — A

der das Diagramm
©

A/ ker(p)

A

A/

kommutativ macht, (d.h., fir den ¢ = @ o 7 gilt). Hierbei ist 7 der kanonische Epimor-
phismus.

(b) Weiter induziert ¢ einen Isomorphismus

A/ ker(p) — im(p).

Beweis (a): Findeutigkeit: Haben wir ¢ mit ¢ = @ o, so gilt fiir alle x € A : ¢(z) =
o(m(z)) = ¢(T). Also muss gelten

Hierdurch ist ¢ eindeutig bestimmt.

Ezistenz: Definiere ¢ durch ¢(Z) = ¢(x). Dies ist wohldefiniert (d.h., unabhéngig von den
Représentanten): T =7 = z —y € ker(¢) = 0 = p(z —y) = p(z) — o(y) = ¢(z) = ¢(y).
@ ist Homomorphismus: ¢(T+7) = ¢(x +y) = p(x +y) = o(z) + ¢(y) = ¢(T) + 4(7).
@ ist injektiv: ¢(T) = 0= ¢(z) =0 =z € ker(¢) =T =0.

(b): Offenbar liegt das Bild von ¢ in im(g), wir erhalten aus ¢ also auch einen Monomor-
phismus @ : A/ ker(¢) — im(y). Dieser ist auch surjektiv: Iat @’ € im(y), so gibt es ein
x € A mit p(x) = d. Dann ist §(T) = ¢(x) = d'.

Quotientenriume

Sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum. Ein Untervektorraum W C V ist insbesondere

eine Untergruppe der kommutativen Gruppe (V, +), und wir kénnen die Quotientengruppe
V/W bilden.
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Satz 10.9 Es gibt genau eine Skalarmultiplikation

K x VW — V/W
(A, @) — AT,

die V/W zu einem K-Vektorraum macht und fiir die der kanonische Epimorphismus
TV ->V/W
ein Vektorraum-Homomorphismus ist. Diese Verkiipfung ist

NT=M fir\eKoveV.

Beweis Ist 7 eine lineare Abbildung, so muss gelten
(M) =X 7(v),

also gerade (10.9.1). Die Skalarmultiplikation ist also, wenn sie existiert, eindeutig be-
stimmt.

Es bleibt noch zu zeigen, dass (10.9.1) wohldefiniert ist; dann kénnen wir es als Definition
der Skalarmultiplikation nehmen. Sei A € K, und seien v,v’ € V mit ¥ = v/. Dann ist

v —v' € W und damit auch A\(v — ') € W, d.h., v — M’ € W. Es folgt v = \v'.

Die Vektorraum-Axiome (siche LA I 5.1 (i)-(v)) fir V/W (und die Sklalarmultiplikation
(10.9.1)) folgen nun sofort aus der Giiltigkeit der Axiome fiir V: Zum Beispiel ist A - (01 +
T3) = A v1 + 09 = A(v1 +v2) = Avg + Mg = Avg + Avg = A -7 + A - Tg.

Fiir die Dimension von Quotientenrdumen haben wir:

Satz 10.10 Sei V' endlich-dimensional und W C V' ein Unterraum. Dann gilt

dimV/W = dimV —dimW.

Beweis Seien w; ..., w, € W, so dass (wy,...,w,) eine Basis von W ist. Ergénze dies
mit vy, ...,vs € V zu einer Basis (wy, ..., w,,v1,...,vs) von V. Damit ist dim W = r und
dimV = r + s. Wir behaupten nun, dass (7y, ..., 7;) eine Basis von V/W ist; dann folgt
dim V/W = s und die Behauptung. Da wy, ..., w,,v1,...,vs ein Erzeugendensystem von
Vst und 7 : V — V/W surjektiv ist, ist wy,...,w,,1,...,U; ein Erzeugendensystem
von V/W, wegen wy = ... = w, = 0, also 71, ...,7; ein Erzeugendensystem. Wir zeigen
nun, dass diese Vektoren linear unabhéngig sind. Seien ay,...,as € K mit

O=oqv1 4+ ...+ v = v + ... + av; .

Dann ist also
a1V + ...+ v = G, wr + ..+ Brw, € WL

Aus der linearen Unabhéngigkeit von wy, ..., w,,vy,...,vs folgt nun oy = ... =a, =0 =
By = ...= (.. Damit sind vy, ..., v, linear unabhéngig.
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Bemerkung 10.11 Dies gibt einen neuen Beweis der Rangformel: Sei ¢ : V. — W
eine lineare Abbildung zwischen endlich-dimensionalen K-Vektorrdumen. Dann gibt der
Homomorphiesatz einen Isomorphismus

V/ker(p) — im(y).

Es folgt
rg(¢) = dim im(¢) = dim V/im(p) = dim V' — dimker(y) .

811 Ordnungsrelationen

Ist M eine Menge und < eine Ordnungsrelation auf M, so nennen wir das Paar (M, <)
eine geordnete Menge. Oft unterdriicken wir das Symbol < in der Bezeichnung.

Definition 11.1 Eine geordnete Menge (M, <) heifit total geordnet (oder angeordnet
oder Kette), wenn fiir alle x,y € M gilt

r<y V y=suzT.

Die Ordnungsrelation < heifit dann eine Totalordnung (oder Anordnung).

Beispiele 11.2 (a) < auf R ist eine Totalordnung.

(b) Sei M eine Menge mit mindestens 2 Elementen. Dann ist die Inklusion C auf B(M)
keine Totalordnung: sind z,y € M mit « # y, so ist {z} € {y} und {y} € {z}.

(c) Die Teilbarkeitsrelation | auf N ist keine Totalordnung: 2 13 und 3 1 2.

11.3 Man kann Ordnungen durch gerichtete Graphen visualisieren:

N4
N\

heiBt = <y,z < z,z <t, aber y £ t.

Beispiele: (P({1,2,3}),<):
{1,2,3}

P RN

{1,2} {1,3} {2,3}

| > ]

{1} {2} {3}

=2 — N
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T
5
T
4
T
3
T
P
T
1

(N, )

] =

p /

Definition 11.4 Sei (M, <) eine geordnete Menge, und sei U C M eine Teilemenge. Ein
Element z € U heifit

(a) minimales Element von U, wenn gilt

firalleyeU: y<zxz = y==.

(b) kleinstes Element von U, wenn gilt

firalleyceU: x<y.

(c) maximales Element von U, wenn gilt

firalleyeU: y>x = y=u.

(d) groBtes Element von U, wenn gilt

firalleyeU: z>y.
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Bemerkungen 11.5 (a) Die Begriffe “maximal” und “minimal” sowie “grofites” und
“kleinstes” sind dual zueinander, in dem Sinne, dass sie ineinander iibergehen, wenn man
< und > vertauscht.

(b) “minimal” < es gibt kein echt kleineres Element.
“maximal” < es gibt kein echt gréfleres Element.

Beispiele 11.6 (a) In (N, <) ist 1 kleinstes und minimales Element; es gibt kein groBtes
oder maximales Element.

(b) In (P(M), Q) ist O kleinstes und minimales Element, M ist grofites und maximales
Element.

(c) In P({1,2,3}) ~ {0} gibt es kein kleinstes Element; {1}, {2} und {3} sind minimale
Elemente
{1,2,3}

RN

{1,2} {1,3} {2,3}

| > ]
{1} {2} {3}

In ({2,3,6},]) ist 2 kleinstes und minimales Element, 4 und 6 sind maximale Elemente,

und es gibt kein grofites Element.
4 \ / 6
2

Satz 11.7 Sei (M, <) eine geordnete Menge.
(a) Es gibt hochstes ein grofites Element.

2

(a) Ist z € M ein groBtes Element, so ist « auch maximal, und jedes maximale Element
ist gleich x. Entsprechendes gilt fiir den dualen Fall minimal /kleinstes.

Beweis Dies folgt aus den folgenden 2 Behauptungen

1. Behauptung: x groBites Element = 2 maximal

Beweis: x grofites Element und y >z = y=z,day <.
2. Behauptung: x gréfites Element und y maximal = y=uz.

Beweis: x grofites Element und y maximal = 2 > y und y maximal = y = =z.
q.e.d.

Bemerkung 11.8 Wie wir in den Beispielen gesehen haben, kann es mehrere maximale

Elemente geben, und diese sind nicht unbedingt gréfite Elemente. Alle Aussagen gelten
entsprechend fiir minimale/kleinste Elemente.
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Satz 11.9 Ist (M <) eine Kette, so gibt es hochstens ein maximales Element, das dann
auch das grofite Element von M ist. (Entsprechendes gilt dual fiir minimal/kleinstes).

Beweis Sei z € M maximal und sei y € M. Nach Voraussetzung gilt y > x oder y < .
Ist y > z, so gilt y =  wegen der Maximalitit von z. Also gilt immer y < x, also ist =
grofites Element.

Definition 11.10 Sei (M, <) eine geordnete Menge und sei N C M eine Teilmenge. Ein
Element m € M heifit

(a) obere Schranke von N in M, wenn gilt:

firallex e N: x<m,

(b) Suprenum (oder obere Grenze) von N in M, wenn m die kleinste obere Schranke von
N in M ist, Bezeichnung: Sup(N)

(c) untere Schranke von N in M, wenn gilt:

firallex e N: x>m,

(d) Infimum (oder untere Grenze) von N in M, wenn m die grofite untere Schranke von
N in M ist. Bezeichnung: Inf(N) (Die Begriffe “obere Schranke” und “untere Schranke”
sind also dual zueinander, ebenso wie “Supremum” und “Infimum”).

Beispiele 11.11 (a) Betrachte R mit der natiirlichen Ordnung < und darin das Intervall
I =[2,3[. Dann gilt

4 ist eine obere Schranke von I,

3 ist Supremum von I,

I hat kein grofites Element,

2 ist Infimum von I,

2 ist auch kleinstes Element.

(b) Sei M eine Menge und seien Ny, Ny € M. Das Supremum von {N;, No} in (P(M), C)
ist N1 U Ny, das Infimum ist Ny N Ns.

(c) In (P({1,2}) ~ {0}, <) hat die Menge {{1},{2}} kein Infimum.
(d) In (N,]) ist sup(m,n) = kgV(M,n) und inf(m,n) = gg7'(m,n).

Lemma 11.12 Sei (M, <) eine geordnete Menge, und sei N C M.

(a) N hat hochstens ein Supremum.

(b) Hat N ein grofites Element, so ist es auch das Supremum von N in M.

(c) Wenn N eine obere Schranke m € M mit m € N hat, so ist m groites Element von

N und das Supremum von N in M.

Fiir Infima gelten die dualen Aussagen.
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Beweis (a): Ist m ein Supremum von N in M, so ist m das kleinste Element der geord-
neten Menge {m € M | m obere Schranke von N in M} und daher eindeutig nach 11.7
(duale Version).

(b): Sei n € N grofites Element von (N, <). Dann ist n obere Schranke von N in M. Ist
m € M eine weitere obere Schranke von N in M, so ist insbesondere n < m. Also ist n
kleinste obere Schranke.

(c): Die erste Aussage ist trivial, und die zweite folgt aus (b). q.e.d.

Lemma 11.13 (Zornsches Lemma) Sei (M, <) eine nichtleere geordnete Menge. Hat jede
Teilmenge A C M, die eine Kette beziiglich < ist, eine obere Schranke in M, so gibt es
zu jedem x € M ein maximales Element m von M mit x < m.

Dieses Lemma kann man nicht “beweisen”, sondern es kann bei einem exakten Aufbau der
Mengenlehre nur als ein (unbeweisbares) Axiom hinzugenommen werden. Eine dquivalente
Aussage ist das

Auswahlaxiom 11.14 Sei (M;);c; eine Familie von nicht-leeren Mengen, Dann ist das
kartesische Produkt [] M; nicht leer.

i€l
Diese Aussage, dass man eine Familie (z;);c; hat, also gleichzeitig zu jedem i € I ein

x; € M; auswéhlen kann, ist plausibel, aber ebenso wenig beweisbar wie das Zornsche
Lemma. Eine weitere dquivalente Formulierung ist

Auswahlaxiom’ 11.15 Ist f : M — N eine surjektive Abbildung, so gibt es eine Abbil-
dung g : N — M mit fog=idy.

Lemma 11.16 Jede nichtleere, endliche Kette besitzt ein grofites und ein kleinstes
Element.

Beweis (fiir “grofites”, da “kleinstes” dual) durch Induktion:
Sei (A, <) eine Kette mit |A| € N.
|A| = 1: trivial.

|A| > 2: Sei a € A beliebig. Nach Induktionsvoraussetzung hat die Kette (A \ {a}, <)
ein grofites Element b. Da A Kette ist, gilt a < b V b < a.

1. Fall: a <%
Dann ist b offenbar grofites Element von A.

2. Fall: b<a
Ist c € A~ H{a}, so gilt ¢ < b < a, also ¢ < a, d.h., aist in diesem Fall groftes Element
von A. q.e.d.

“Anwendung”

Satz 11.17 Jeder Vektorraum hat eine Basis.
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Beweis Sei K ein Korper und V ein K-Vektorraum, sei M := {u € PB(V) | u linear un-
abhéngig}, geordnet mit C. Wir zeigen zunéchst, dass M die Voraussetzung des Zornschen
Lemmas erfiillt: Sei also A C M eine Kette beziiglich C.

Wenn wir zeigen konnen, dass

S=Uu

ucA

linear unabhéngig ist, ist S offenbar obere Schranke von A in M. Sei also
Mo+ ...+ A0, =0V mit \; € K,v, € 5.

Esist v; € uy,...,vs € ug fiir geeignete uy, ..., u; € A. Nach Lemma 11.16 hat die Kette
{ug,...,us} C A ein grofites Element u, d.h., uy,...,u, Cu € A alsovq,...vse€ue AC
M. Da u € M, ist u linear unabhéngig; insbesondere sind vy, ..., v, linear unabhéngig
und demnach A\ =... =\, = 0.

Wir konnen also das Zornsche Lemma auf M anwenden und schlieflen, dass M ein maxi-
males Element b enthélt. Wir behaupten, dass b eine Basis von V' ist.

“linear unabhéngig”: klar, da b € M.

“Erzeugendensystem”: Sei v € V' beliebig. Ist v € b, so ist nichts zu zeigen, sei also v ¢ b.
Wegen b C b U {v} und der Maximalitét von b ist b U {v} linear abhéngig, d.h., es gibt
A Ap(w € b) in k, fast alle, aber nicht alle gleich 0, mit

Av+ Y Aw=0.

wEDb

Da b linear unabhéngig ist, mufl A\ # 0 gelten, d.h.,

v=>y —%‘”w.
web

812 Freier Vektorraum iiber einer Menge und Tensorprodukt

Sei K ein Korper. Der folgende Satz verallgemeinert LA T 8.31.

Satz 12.1 (Universelle Eigenschaft einer Basis). Sei V' ein K-Vektorraum und sei (b;);er
eine Basis von V. Zu jedem K-Vektorraum W und zu jeder Familie (w;);c; von Vektoren
in W gibt es dann genau eine lineare Abbildung

p:V-W
mit p(b;) = w; fiir alle i € I.
(“Eine lineare Abbildung kann man beliebig auf einer Basis vorgeben”).
Beweis Jeder Vektor v € V' hat eine eindeutige Darstellung

(12.1.1) v =3 aib:

il
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mit a; € K, wobei die Summe endlich ist: fiir fast alle ¢ € [ ist a; = 0 und der entspre-
chende Summand a;b; = 0. Es muss dann gelten

pv) = (> aib) =3 aip(bi) = ) aw;

el el iel

(die Summe ist wieder endlich), wegen der Linearitéit von ¢. Wir kénnen aber ¢ hierdurch
definieren, weil die Darstellung (12.1.1) eindeutig ist. Dann folgt ¢(b;) = w;, und ¢ ist
linear, wie man sofort nachrechnet.

Lemma/Definition 12.2 Sei I eine Menge. Dann wird die Menge der Familien in K
iiber I,
K" ={(ai)ier | a; € I},

ein K-Vektorraum durch die Addition
(a;)ier + (bi)ier = (@i + bi)ier
und die Skalarmultiplikation

)‘(ai)iel = (/\ai>iel .

Beweis Alle Vektorraum-Axiome folgen sofort aus der Giiltigkeit dieser Axiome im Vek-
torraum K.

Bemerkung 12.3 Fiir I = {1,...,n} = n erhalten wir wieder den Vektorraum K* = K".

Lemma /Definition 12.4 Sei I eine Menge. Dann ist die Menge
KW = {(a;)ier € K | a; = 0 fiir fast alle i € T}

ein Untervektorraum von K7 und heifit der freie Vektorraum iiber 1.

Beweis Es ist klar, dass sich die Beziehung “a; = 0 fiir fast alle ¢ € I” bei Addition und
Skalarprodukt erhélt.

Bemerkung 12.5 Ist I eine endliche Menge, so gilt offenbar K() = K insbesondere
gilt fir n e N: K = gn = K,

Die Bezeichnung “freier Vektorraum” rechtfertigt sich durch die beiden folgenden Resul-
tate.
Lemma 12.6 Fiir i € I sei der Vektor ¢; € K definiert durch

1

3 Y ‘ = Z‘?
ei = (aj)jer mit a; = { 0 ’

, sonst.

Dann ist (e;)ser eine Basis von K ().

Beweis Fiir a = (a;);e; € KU gilt

a=)> ae;

il
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(beachte, dass diese Summe in Wirklichkeit endlich ist!); und diese Darstellung ist ein-
deutig.

Satz 12.7 (universelle Eigenschaft des freien Vektorraums iiber I') Sei W ein K-Vektorraum.
Fiir jede Familie (w;);e; in W gibt es genau eine lineare Abbildung

o: KD W
mit p(e;) = w; fiir alle i € 1.

Beweis Dies folgt aus 12.6 und 12.1. Explizit: Fiir a = (a;)ier = D, a;e; (endliche Summe!)
i€l
muss gelten

pla) = (D aie;) = > aip(es)

i€l i€l
= Z a;Wws .
i€l
Dies zeigt die Eindeutigkeit. Umgekehrt konnen wir ¢ hierdurch definieren, und es ist
dann p(e;) = w;.

Wir kommen nun zum Tensorprodukt.

Satz/Definition 12.8 Seien V und W zwei K-Vektorrdume. Dann gibt es einen Vektor-
raum V ® W :=V ®g W und eine bilineare Abbildung

Quiv - VXW =V QW

mit der folgenden universellen Eigenschaft:

Fiir jede bilineare Abbildung
a:VxW—X

in einen dritten K-Vektorraum X gibt es genau eine lineare Abbildung & : V@ W — X
die das Diagramm

VxW—mv oW

X
kommutativ macht.

V @ W heiit das Tensorprodukt von V und W. (Es ist universell fiir bilineare Abbil-
dungen Vx W — 7))

Beweis Konstruktion: Betrachte den freien Vektorraum iiber V x W
K(VXW) )
Er hat die Basis (e(v,w))(v,w)eVXW- Wir haben eine Abbildung

ap : VxW — KVxW)
(v,w) [d e(vjw)
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die nicht bilinear ist. Sie wird aber bilinear, wenn wir zum folgenden Quotienten
VoW .=KYW U
iibergehen: Sei
U = <eputmnw) = Aiw) = He(vs,w);
€ (v wn+pws) — AC(vwy) — HE(v,ws)

(v,v1,v2 € Viw,wi,we € WA\ p € K) >k,

und sei
Qunie : VX W 2% KW v oW

die Komposition. Bezeichne

VR W = Quniv(V, W) =€y €V RO W,
also die Klasse von e(, ) in V @ WW. Dann gilt
(12.7.1) Ay +pv) @w = A Qw4+ pvy@w

in V ® W, denn nach Definition von U gilt modulo U:

0 = Cowitnmaw) = ACuiw) ~ Euaw)
= €witpve,w) /\e(vhw) — He(vg,w)
= (Avg + pvy) @ w — ANv; @ w) — vy @ w) .

Entsprechend gilt wegen der Elemente vom 2. Typ in U
(12.7.2) VR (Awy + prwsg) = A v @ wy + 1 v @ we.

Hieraus folgt, dass ayniy, also die Abbildung (v, w) — v ® w, bilinear ist (“das Tensorpro-
dukt ist bilinear”).

Unwverselle Figenschaft: Sei
a:VxW-—-X

bilinear.

FExistenz von &: Definiere

a: VoW —-X
wie folgt: Zunéchst haben wir nach Satz 12.6 eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung
o KWW x

mit o/ (ew)) = (v, w). Wir zeigen nun, dass o/(u) = 0 fiir alle v € U; dann ist die
induzierte Abbildung

a:VeWw = KVW/U X
a(a) = d(a) fir a € KW

wohldefiniert: a; = a3 = a1 —as € U = 0 = d/(a; — az) = o' (a1) — /(az) = o'(a1) =
o/ (az).
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Es geniigt zu zeigen, dass o/(u) = 0 fiir alle Erzeugenden von U. Fiir die Erzeugenden
vom 1. Typ haben wir wegen Linearitdt und Definition von o/

O/(e(/\vl-&-uvmw) — Ae(vyw) — :ue(vz,w)) = a(Avy + pvg, w) — Aa(vy, w) — pe(ve, w) =0,
da « bilinear ist. Entsprechend zeigt man o'(u) = 0 fiir die Erzeugenden vom 2. Typ.

Mit dieser Definition von & ist nun das Diagramm

(12.7.3) VxW—Y L yeow

RN

kommutativ , d.h., & o aiy = @, denn es gilt

a(oniv(v,w)) = a(v®@w) = a(€uw))
o (eww)) = a(v,w).

ommutativ mit einer beliebigen linearen

Findeutigkeit von &: Ist das Diagramm (12.7.3) k
= a(v,w), also

Abbildung &, so muss gelten &(ayniv(v, w))
a(v @ w) = a(v,w).

Hierdurch ist & eindeutig bestimmt, da die Elemente v ® w ein Erzeugendensystem von
V ® W bilden (als Bilder der e, die ein Erzeugendensystem von K*") bilden).

Lemma 12.8 Das Paar (V ® W, ayy) ist bis auf eindeutige Isomorphie eindeutig be-
stimmt.

Beweis Sei (V& W, «

wir ein Diagramm

! iv) €ine andere Losung des universellen Problems. Dann erhalten

(12.8.1) Vew

Quniv

V xW & |a

?\\
univ

Ve W

mit den folgenden Eigenschaften: Nach der universellen Eigenschaft von (V ® W, guniv),
und wegen der Bilinearitit von o/ = ay,;, gibt es genau eine lineare Abbildung o/ mit

o Qypiv = - Umgekehrt gibt es wegen der angenommenen universellen Eigenschaft

von (V & W, .,) und der Bilinearitit von o = iy genau eine lineare Abbildung &
mit & o, = Quniv-
Es folgt

a o aypiy = @ Oéumv = Qlyniv -
Andererseits gibt natiirlich auch

idV®W Qyniv = OQlyuniv -
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Wegen der universellen Eigenschaft von (V & W, apiy) folgt
aa = idygw,

denn es gibt nur eine lineare Abbildung, die

V x W “univ Vew

VoW

kommutativ macht (wegen der universellen Eigenschaft von oy, und der Bilinearitit von
Quniv)- Genauso folgt

o'a = idV®/W .
Daher ist o' ein Isomorphismus, mit Inversem &. Weiter sind & und o/ die einzigen linea-

ren Abbildungen, die das Diagramm (12.8.1) kommutativ machen. Das ist die gemeinte
Eindeutigkeit der Isomorphismen & und o’.

Bemerkungen 12.9 (a) Es ist eine ganz allgemeine Eigenschaft, dass Objekte, die uni-
verselle Eigenschaften erfiillen, hierdurch bis auf kanonische Isomorphie eindeutig sind.

(b) Die Elemente von V' ® W heilen auch Tesoren. Elemente in V' ® W von der Form
v ®w heiflen Tensorprodukte. Nicht jeder Tensor ist von dieser Form (siehe unten). Da
aber die Tensorprodukte ein Erzeugendensystem bilden (siehe oben) und immer gilt

MW w=ANveaw)=v® (M) (A€ K),

ist jedes Element in V" ® W von der Form

v @ w; .

=1

(c) Die universelle Eigenschaft des Tensorprodukts wird oft in der folgenden Weise be-
nutzt: Hat man eine bilineare Zuordnung (v,w) — «(v,w), so beschreibt man die zu-
gehorige lineare Abbildung auf V' ® W einfach durch die Zuordnung

(12.9.1) v w— a(v,w).

Wie wir eben bemerkt haben, sind nicht alle Elemente V' ® W von der Form v ® w, und
die Darstellung v ® w ist auch nicht eindeutig (zum Beispiel ist Av ® w = v ® Aw). Aber
die universelle Eigenschaft sagt gerade, dass es genau eine lineare Abbildung mit dieser
Eigenschaft (12.9.1) gibt (vorausgesetzt, die Abbildung (v, w) +— a(v,w) ist bilinear!).

Satz 12.10 Sei (b;);e; eine Basis von V und (¢;) e eine Basis von W. Dann ist die Familie
der Tensorprodukte

(bi ® ¢;)ij)erxs
eine Basis von V @ W.
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Beweis Sei v € V und w € W. Dann gibt es (a;)ier € KO und (8;)jes € K mit

UZZ%’@' y W= Zﬁjej

i€l jeT
(endliche Summen!). Dann ist

VW = (Z azbz) X (Zﬂjcj) = Zaiﬁj b; ® Cj .
i€l ij
Da jedes Element von V ® W Summe von Tensorprodukten ist, folgt dass die b; ® ¢; ein

Erzeugendensystem von V' ® W bilden.

Angenommen, es gibt eine endliche Linearkombination

(12.10.1) D Aijbi®c; =0,
1,J

mit \;; € K, nicht alle null. Sei etwa A\ # 0, (r,s) € I x J. Wir betrachten nun die
Abbildung
a: VW — K

(an) = Qy 'Bsa
falls v = Y by, w = 3. Bic; mit (o)ier € KU und (8;)ics € KY). Da diese Darstellun-
i€l j€J
gen von v und w eindeutig sind, ist a wohldefiniert. Weiter ist « offenbar bilinear, da die
Abbildungen
V — K W — K

v o= w +— [

(Darstellungen von v und w wie oben) linear sind. Nach der universellen Eigenschaft gibt
es also eine lineare Abbildung

a: VoW — K
avew) = alv,w).

Offenbar gilt

B 1 s i, ) = r,Ss),
O{(bl (% Cj) = Oé(bz‘7cj) - { 0 (SOiI)St. ( )

Angewandt auf (12.10.1) folgt
0= d(z /\z]bz ® Cj) = Z )\Z]d(bz ® Cj) = )\rs s
.3 i,J
im Widerspruch zur Annahme. Die b; ® ¢; sind also linear unabhéngig.

Corollar 12.11 Ist dim V' = m und dim W = n, so gilt

dimV W =m-n.

Beweis Ist ey, ..., ¢, eine Basis von V und fi,..., f, eine Basis von W, so hat die Basis



die Méchtigkeit mn.

Bemerkung 12.12 In der Situation von Corollar 12.11 und seinem Beweis hat also jedes
Element in V' ® W eine Darstellung

m n
Yodwje®f;
i=1j=1

mit eindeutig bestimmten a;; € K. Fixiert man also Basen, so wird ein Tensor durch das
System (= die Matrix) der Koeffizienten

aij

beschrieben. In dieser Form werden die Tensoren oft in der Physik eingefiihrt. Da man doch
manchmal die Basis wechseln muss oder die Wirkung von Symmetriegruppen verstehen
muss, wird dann noch oft angegeben, “wie sich die a;; transformieren” (unter linearen
Abbildungen nédmlich). Da man zum Ausgangsraum V' auch oft noch den Dualraum V*
betrachtet, unterscheidet man “kovariante” und “kontravariante” Transformationen und
macht dies durch untere und obere Indizis deutlich. Dies héngt auch mit der Einsteinschen
Summenkonvention zusammen. Siehe Brockers Buch, S. 212-219.

Satz 12.13 Sind V und W endlich-dimensional, so hat man einen kanonischen Isomor-
phismus von K-Vektorrdumen

¢:V*@W — Hom(V,W)

Hierbei ist V* = Hom(V, K') der Dualraum von V.

Beweis Die Abbildung wird beschrieben durch
Yow = (0 x(w).

Dies ist im Sinne der Bemerkung 12.9 (c¢) zu verstehen: Die Abbildung ist diejenige, die
(vermoge der universellen Eigenschaft des Tensorprodukts) zur bilinearen Abbildung

V* x W — Hom(V, W)
(G w) = (v = x(v)w)
assoziiert ist.

Um die Bijektivitdt von ¢ zu zeigen, benutzen wir Basen. Seien e = (ey,...,€,) und
f=(f1,..., fn) Basen von V bzw. W, und sei e* = (e}, ...,e},) die Dualbasis zu e von
V*, charakterisiert durch

e;(ej) = 0;; (Kronecker-Symbol).

Dann gilt fiir ¢
ole; @ fi)(er) = ei(ex) fj = dinfy,
also

G2 aij € @ fi)ew) = D2 aybinf; = 3 ar;f
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Dabher bildet ¢ den Tensor ) | a;jef® f; auf die lineare Abbildung mit der Matrixdarstellung
4,3

(a;;)" beziiglich der Basen e und f ab (siche LA I Definition 10.21). Dies zeigt, dass ¢ ein
[somorphismus ist.

Es gibt viele weitere Isomorphismen fiir Tensorprodukte:

Satz 12.14 Seien U, V, W K-Vektorrdume. Dann gibt es kanonische Isomorphismen

(a) VoW — WV mit v ® w = wo,

(b) K®gV = Vv mit A®wv — A,

() U (VW) — UV)eaW mit (URV)Pw — U (vew),
(d) UaV)eW — UW)d(VeWw).

Beweis Dies erhélt man iiber die universelle Eigenschaft: Wir beweisen nur einen Teil:

(a): Die Abbildung
VxW-WeV, (v,w) — wRw

ist offenbar bilinear. Nach der universellen Eigenschaft des Tensorprodukts induziert sie
also eine lineare Abbildung

e VW -WeV, mtvuw—w®uv.
Mit demselben Argument erhélt man eine lineare Abbildung
YWV -VeW, mtwu—ouw.

Es ist offenbar 1o ¢ = id, denn ¢ (p(v@w)) = Y(w®v) = v@w, und die v @ w bilden ein
Erzeugendensystem von V ® W. Genauso folgt ¢ o1 = id. Daher ist ¢ ein Isomorphismus
(mit Inversem ).

(b): Die Abbildung
KxV =V, (A\v)— v

ist offenbar bilinear, induziert also eine lineare Abbildung
p: K@V =V, mit A\®uv— lv.
Die Umkehrabbildung ist die lineare Abbildung(!)
Y V-KeV, v—1®v.
Denn es ist (p(A®@v)) =¢(Av) =1 @ v =A@ v und ¢(¥(v)) = p(l ®v) = lv =v.

(c): selbst!
(d): Ubungsaufgabe!

Weiter haben wir:

Satz 12.15 Sind V und W endlich-dimensional, so gibt es einen kanonischen Isomorphis-
mus

~

VeeW* — (Ve W)*
X@v = (1w x(v) - v(w).
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Beweis(skizze): Seien x € V* und v € W* lineare Funktionale. Dann erhalten wir eine
bilineare Abbildung
VW — K

(v,w) — x(v) = v(w).

Diese induziert eine lineare Abbildung (also ein lineares Funktional auf V @ W)
VoW —-K Jvw— x(vv(w),

die wir y®v nennen.
Mit dieser Definition ist dann

VEx W = (VW)
xv) — x®v

bilinear (nachrechnen!), induziert also eine lineare Abbildung

v VW - (VeW)
XQv — XxQv

Dass diese fiir endlich-dimensionale V' und W ein Isomorphismus ist, folgt mit Basen
(e1,...,6y) von V und (fi,..., f,) von W: Sind (e},...,e) und (ff,..., fr) die zu-

’r n

gehorigen Dualbasen von V* bzw. W*, und ist ((e; ® f;)*);; die Dualbasis zur Basis
(ei® f;)ij von V @ W, so rechnet man nach, dass ¢ gerade e; ® f; auf (e; ® f;)* abbildet.
Da (ej ® f;)i; eine Basis von V* @ W* bildet, folgt, dass ¢ ein Isomorphismus ist.

Bemerkung 12.16 Nehmen wir die Regeln 12.13 bis 12.15 zusammen, so erhalten wir
viele weitere Formeln wie zum Beispiel

Hom(U,V)@W = (U@ V)@ W 2 U* @ (V@ W) & Hom(U,V @ W)

oder

Hom(Vi, W;) ® Hom(Vo, W) = Vi@ W, @ Vi @ W 2 Vi @ Vi@ W @ W,y
= (Vi® V) @ (W@ W) = Hom(Vi @ Va, W @ W),

fiir endlich-dimensionale Vektorraume.

813 Skalarerweiterungen und die Komplexifizierung eines reellen Vektorraums

Wir geben noch die folgende Anwendung des Tensorprodukts.

Sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum. Sei L eine Korpererweiterung von K,
d.h., K C L, L ist ein Korper und K ist ein Teilkérper von L (Die Verkniipfungen
+ und - in L setzen die Verkniipfungen 4+ und - von K fort). Man sagt auch L/K
ist eine Korpererweiterung. Das besondere Beispiel, das wir im Auge haben, ist die
Korpererweiterung C/R.
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Dann ist insbesondere L ein K-Vektorraum, und wir konnen den K-Vektorraum
L®gV
bilden.

Lemma/Definition 13.1 L ® V wird zu einem L-Vektorraum durch die Skalarmulti-
plikation

(13.1.1) AMp®v)=Ap®uv.

Dieser L-Vektorraum heifit die Skalarerweiterung von V' (beziiglich L/K, oder von K
nach L). Im Fall eines reellen Vektorraums V' heifit der komplexe Vektorraum C ®@g V
auch die Komplexifizierung von V.

Beweis Die Definition (13.1.1) ist wie iiblich zu verstehen: fiir jedes A € L induziert die
(K-)bilineare(!) Abbildung

o  LxV — LgV
XV = AR

eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung

Uy (=X): LegV — LegV
mit H&v = AURU.

Wir setzen nun A-w = ¢, (w) fir A € L und w € L&k V. Also ist tatsdchlich \- (p®@v) =

A @ fir p € L und v € V, und fiir ein beliebiges Element Y\, ® v; € L @k V und
i=1

A€ L gilt

i=1 i=1
Die Vektorraum-Axiome lassen sich nun leicht nachrechnen. Z.B. folgt die Formel

)\(w1+w2):/\w1+/\w2 ()\EK,wl,wQGL@V)

aus der Linearitidt von v, (oder der Formel (13.1.2)).

Bemerkung 13.2 Oft schreibt man auch kurz V, fiir L ® V', also zum Beispiel V¢ fiir
die Komplexifizierung eines reellen Vektorraums V.

Lemma 13.3 Ist (e;);c; eine (K-) Basis von V, so ist (1®e;);er eine (L-)Basis von L&g V.

Insbesondere gilt

Beweis (1 ® €;);es ist ein Erzeugendensystem von Vy, denn fiir A € K und v € V' gibt
es (a;)ier € KU mit v =" a;e;, und dann gilt

A@U:AQ@ZGZ@Z:Z(L@)\@B@:ZCLZ)\(1@61)
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Jedes Element in V7, ist aber von der Form
YAN®u;
i=1

mit \; € L und v; € V (siehe 12.9 (b)).
Weiter sind die 1 ® e; linear unabhiingig: Sei (\;)ic; € LY mit

Sei (¢;);es eine K-Basis von L (existiert!), und sei

)\i = Z az-jfj

jer
mit (a;;); € K (fiir alle i € I). Dann folgt

O:ZAZ(@GZ:ZZ(IUgj@@l

i€l jeJ
Es folgt a;; = 0 fiir alle (7,5) € I x J (da die ¢; ® e; eine Basis von L ®x V bilden) und
damit \; = 0 fiir alle 7 € 1.

Bemerkungen 13.4 (a) Wenn wir e; mit 1 ® e; identifizieren, hat also V;, “diesselbe
Basis” wie V' (wobei man bei V' eine K-Basis und bei V, eine L-Basis hat). Dies wird
auch manchmal als (unkanonische) Definition der Skalarerweiterung genommen.

(b) Durch Einschrénkung ist Vy natiirlich auch ein K-Vektorraum (das ist gerade die
K-Vektorraumstruktur von L ® V). Die Abbildung

V — LV
v o— 1®uv

ist eine injektive K-lineare Abbildung (injektiv, da sie eine Basis (e;); von V auf die
K-linear unabhéngige Familie (1 ® e;); abbildet).

(c) Es gilt nach 12.10

wobei [L : K| := dimg L der Grad der Kérpererweiterung L/K ist.
Zum Beispiel gilt fiir einen reellen Vektorraum V'

dim(c V(C = dim ‘/7 dlIIlR V(C =2dimV s

da [C : R] = 2 (eine R-Basis von Cist (1,7 = /—1)). Die Bedeutung der Skalarerweiterung
liegt in den folgenden beiden Resultaten.

Proposition 13.5 Sei ¢ : V. — V’ eine lineare Abbildung von K-Vektorraumen. Dann
induziert ¢ eine kanonische lineare Abbildung von L-Vektorrdumen

oV =V, mit A®@vi— AR p(v).
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Beweis Die Abbildung
LxV — LgV
()\a U) =A QK (p(U)

ist K-bilinear und induziert die angegebene K-lineare Abbildung ¢ : L®V — L& V.
Diese ist auch L-linear, wie man leicht nachrechnet.

Satz 13.6 Seien V und W endlich-dimensionale K-Vektorraume, mit Basen e = (e, ..., e,)
und f = (f1,..., fn), und sei ¢ : V.— W eine (K-)lineare Abbildung mit Matrixdarstel-
lung A = MJ(¢) = M(m x n, K) in diesen Basen. Dann ist A auch die Darstellung von
or, : Vi, — Wy, beziiglich der Basen e;, = (1®e1,...,1®e,)und fr, = (1Q f1,...,1& f,).

Beweis (a;;) = M/ (p) & ¢le;) =Y a;ifi firallei = ¢(1ee) =>a;(1®e¢)
firallei < (a;) = M2 (op).

Diese beiden Resultate verallgemeinern die Tatsache, dass man eine Matrix in M (m X
n, K') auch als Matrix in M (m x n, L) auffassen kann, auf die allgemeinere Situation von
Vektorrdumen und linearen Abbildungen. Gleichzeitig zeigt Satz 13.6, dass dies im Fall
von Matrizen das Bekannte wiedergibt.

8§14 Die Normalform von unitidren und orthogonalen Matrizen

Satz 14.1 Jede unitdre Matrix U € M, (C) ist diagonalisierbar. Genauer gibt es eine
unitdre Matrix 7" mit

At

T*UT =T 'UT =

diagonal. Fiir die Eigenwerte A gilt |A| = 1.

Wir betrachten zunéchst allgemeiner die folgende Situation. Sei K = C und (V, <, >) ein
unitirer Vektorraum (d.h., V' ein C-Vektorraum und <, > ein hermitesches Skalarpro-
dukt), oder K = R und (V, <, >) ein euklidischer Vektorraum (d.h., V' ein R-Vektorraum
und <, > ein euklidisches Skalarprodukt).

Fiir A € K ist A das komplex Konjugierte (also A = A wenn K = R).
Erinnerung: Fiir einen K-Vektorraum U C V war sein orthogonales Komplement

Ut={veV|<uv>=0 YuelU},

und es galt
V=ULlU"*

(orthogonale Summe). Insbesondere gilt V = U & U+ und somit

dimV =dimU + dim U~ .
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(LA T 19.24).

Lemma 14.2 Sei ¢ : V' — V eine unitére (bzw. orthogonale) Abbildung (also ¢ linear und
< p(v),p(v') >=< v,v > fiir alle v,v" € V). Sei U C V ein Unterraum mit ¢(U) C U.
Dann gilt p(U+) C U+,

Beweis Wir beweisen zuerst, dass ¢ injektiv ist: p(v) = 0 = 0 =< ¢(v), (V') >=<
v, v > fiir alle v € V = v = 0. Die injektive lineare Abbildung
p:U—-U

ist dann ein Isomorphismus, aus Dimensionsgriinden. Ist nun v € U+ und u € U, so gibt
es ein v’ € U mit p(u') = u, und damit folgt

<u,p(v) >=< p),plv) >=<u,v>=0,
also ¢(v) € U+, da u € U beliebig war.

Beweis von Satz 14.1: Fiir die ersten Aussagen haben wir zu zeigen, dass V = C”" eine

Orthonormalbasis (vy, ..., v,) aus Eigenvektoren von U hat. Dann ist ndmlich die Matrix
T = (vy|...|v,) mit den Spalten v; unitdr, und es gilt
A1
T-UT = -0 :
0o .
An

wenn \; der Eigenwert zu v; ist (siehe die Argumente beim Spektralsatz fiir hermitesche
Matrizen). Satz 14.1 folgt also aus

Satz 14.3 Sei (V, <,>) ein endlich-dimensionaler unitdrer Raum, und sei ¢ : V. — V
eine unitare Abbildung. Dann besitzt V' eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren fiir .
Ist A € C ein Eigenwert von ¢, so gilt |A| = 1.

Beweis Die letzte Aussage ist klar: Ist v ein Eigenvektor von ¢ zum Eigenwert \, so gilt
<, >=< o), (V) >=< A, v >= I\ <v,v > .

Wegen < v,v > > 0 folgt 1 = A\ = |\|%, also |A\| = 1. Fiir die ersten Aussagen fiihren
wir Induktion iiber dim V', wobei der Fall dim V' = 0 trivial ist. Fiir dimV > 0 sei A € C
ein Eigenwert von ¢ (ein solcher existiert, da iiber C das charakteristische Polynom von
¢ eine Nullstelle hat). Sei v ein Eigenvektor zum Eigenwert A, und sei U =< v >¢c=C-v
der 1-dimensionale Unterraum von V', der von v erzeugt wird. Wegen p(v) = Av gilt dann
©(U) C U, nach Lemma 14.2 also auch ¢(U+) C U*. Durch Einschrinkung induziert ¢
also eine unitdre Abbildung
o: Ut = U+

des unitiren Vektorraums (U, <, >). Weiter gilt nach den Vorbemerkungen dim U+ =
dimV —dim U = dim V — 1. Nach Induktionsannahme besitzt also U+ eine Orthonormal-

basis v, ..., v, aus Eigenvektoren fiir ¢, und wir erhalten die gewiischte Orthonormal-

basis fiir V durch v; = v, vs, ..., v, (beachte dass < vi,v; >= 0 fiir i = 2,...,n weil
[[v]]

v; € UJ')
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Wir wenden uns nun den orthogonalen Abbildungen/Matrizen zu.

Satz 14.4 Sei S € M, (R) eine orthogonale Matrix. Dann gibt es eine orthogonale Matrix
T € M,(R) mit

(14.4.1) T'ST =T 'ST =

(Blockdiagonalform), wobei
A, = (@S pi —sm %) € My(R)
SIn @5 COS ©;

mit p; € ]0,27[, ¢; # 7. Wir nennen dies die Normalform einer orthogonalen Matrix.
Wie oben folgt dieser Satz aus

Satz 14.5 Sei (V, <, >) ein endlich-dimensionaler euklidischer Vektorraum und ¢ : V' —
V' eine orthogonale Abbildung. Dann gibt es eine Orthogonalbasis vy,...,v, von V,
beziiglich derer die Matrixdarstellung von ¢ die obige Normalform hat.

Beweis von Satz 14.5 Die Strategie ist, wie im Beweis fiir unitdre Abbildungen zu
verfahren (insbesondere mit Induktion iiber die Dimension). Weil ¢ aber moglicherweise
keinen reellen Eigenwert hat, betrachten wir eine zugehorige unitéare Abbildung. Sei V¢
die Komplexifizierung von V und ¢¢ : Ve — V¢ die von ¢ induzierte C-lineare Abbildung
(P(A®@v) =A@ p(v) fir A € C und v € V). Jedes Element z € Ve = C ®g V lisst sich
eindeutig schreiben als

(14.5.1) r=1v+i®w

mit v,w € V weil (1,i) eine R-Basis von C ist (vergleiche auch die Ubungsaufgabe 36 (i)
und 40):

Ist ndmlich (eq, ..., e,) eine Basis von V, so bilden nach 12.10 die Tensorprodukte
l®e;,i®e; (j=1,...,n)

eine R-Basis von Vg = C ® V. Fiir jedes x € V¢ gibt es also eindeutig bestimmte
ai,...,0,,b1,...,b, € R mit

NE

Tr =

CLj(]_ X ej) + 263(2 X 6]')

J

.
I
—

(14.5.2)

I
NE

J
= 1®v+iQw,

1 X ajej —+ 1 ® bjej
1 =1

<
Il
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wobei
(14.5.3) v = Zlajej, w = Zlbjej eV.
= =

Dies zeigt die Existenz der Darstellung. Ist umgekehrt x = 1 ® v + i ® w mit v,w € V, so
finden wir a;,b; € R mit (14.5.3), und die Gleichung (14.5.2) zusammen mit 12.10 zeigt,
dass die a; und b; und damit auch v und w eindeutig sind.

Wir behaupten nun, dass es auf dem komplexen Vektorraum Vi ein hermitesches Skalar-
produkt <, >¢ gibt mit der Eigenschaft

(14.5.4) <ARU, U@ W >c= A < v,w >

fiir \, u € C und v, w € V, wobei rechts das gegebene Skalarprodukt von V steht. In der
Tat, definiere <, >¢ durch

(14.5.5) <1l@v+iQuw, 1@V +iuw >c=<v,v > + <w,w > .

Wegen der eindeutigen Darstellung (14.5.1) ist dies wohldefiniert (und ergibt sich zwin-
gend aus der gewiinschten Eigenschaft (14.5.4)). Man sieht leicht, dass die Eigenschaft
(14.5.4) erfiillt ist (nachrechnen!) und dass <,>¢ additiv in beiden Argumenten ist.
Hieraus folgt, wiederum leicht, dass <, >¢ ein hermitesches Skalarprodukt ist. Dass <, >¢
positiv definiert ist, folgt aus der Positiv-Definiertheit von <, >: Ist x = 1®v+i®@w # 0,
so ist v # 0 oder w # 0, also < x,x >c=<v,v >+ < w,w > > 0.

Weiter ist ¢ unitér beziiglich <, >¢, denn es ist

<pA®V),p(p@w) > = <A@ V), k® pw) >= A < p(v), p(w) >
= M<v,w>=<AQu,u®@w >

fir \,u € C, v,w € V (dies verallgemeinert die Tatsache, dass jede reelle orthogonale
Matrix als komplexe Matrix aufgefasst unitér ist).

Wir beweisen nun 14.5 durch Induktion iiber dim V', wobei der Fall dim V' = 0 trivial ist.
Fiir dim V' > 0 gibt es einen Eigenvektor x € Vi von @¢. Sei

rT=1Rv+1Qw

(v,w € V) die eindeutige Darstellung, und sei der zugehorige Eigenwert A = a +
Bi  (a,p € R). Dann folgt

1Rpv)+i®epw)=¢9@)= = (a+6i)(1Rv+iQ w)
=aRUV+ QU+ iou—0Qw=1& (av— fw)+i® (fv+ aw) .

Wegen der Eindeutigkeit der Darstellung gilt

ev) = av—pw
p(w) = Pv+aw.

Es ist also U =< v,w >g C V ein Unterraum von mit o(U) C U.

67



Ist dim U = 1, so ist jeder Vektor 0 # u € U ein Eigenvektor zu einem reellen Eigenwert
A € R. Es muss dann A = 1 oder A = —1 sein, wegen

<u,u>c=< p(u), p(u) >c =< Mu), \(v) >c= N < u,u >c .

Weiter kénnen wir annehmen, das u normiert ist.

Ist dim U = 2, so sei (uq, uz) eine Orthonormalbasis von U. Wegen der Orthogonalitét von
¢ : U — U ist dann die Matrixdarstellung von ¢ auf U beziiglich (uy, us) eine orthogonale

Matrix ;
a
A ( d) |

Es muss also gelten a?+c? = 1 = b*+d? sowie ab+cd = 0. Es folgt dann aus der Analysis,
dass es einen eindeutig bestimmten Winkel ¢ € [0, 27 gibt mit

a=cosp , c=sny.

Denn es ist |a| < 1, und daher gibt es ein eindeutiges « € [0, 7] mit a = cos .

Cos(X)

=]

T/

-1~

2 2

Esist > =1—0a®? =1 — cos

a = sin“ a, also ¢ = £sina. Ist ¢ = sina, so setze p = a.
Ist ¢ = —sina # 0, so setze p = 271 — a; dann ist cos¢ = cos(—a) = cosa = a und
sin ¢ = sin(—a) = —sina = ¢, und diese Wahl von ¢ ist eindeutig.

Wegen (Z) . (Z) = 0 (iibliches Skalarprodukt in R?) gilt

(o) ==(2):

denn fiir den 1-dimensionalen Raum U = R (CCL) C R? gilt dim U+ =1 und (:LC) e U+,

() -3(z) mren

Da beide Vektoren den Betrag 1 haben (a* + ¢ = 1 = b? + d?) folgt A = +1.
. (C?Sg& —s1ng0) ’
sinp  cosp
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Ist A =1, so ist also



wobei fiir ¢ = 0,7 die Matrizen
10 -1 0
01 ’ 0 -1

Geometrisch entspricht A einer Drehung um den Winkel ¢

herauskommen.

P&

Al sn¢

cos Ae

0 sind

Ist A = —1, so ist
A (C?SQO sin > '
singp —cosy
Das charakteristische Polynom von A ist dann

2? —cos’p—sin®p=a>—1.

Es folgt, dass A die Eigenwerte +1, —1 hat, und dasselbe gilt dann auch fiir ¢ : U — U.

Seien v; und ve normierte Eigenvektoren zu den Eigenwerten +1 beziehungsweise —1.
Nach dem folgenden Lemma ist dann (vq,vy) eine Orthonormalbasis, und die Darstel-
lungsmatrix in dieser Basis ist
1 0
[
(5 n)

Wir haben also in jedem Fall eine Orthonormalbasis von U gefunden, so dass elU in dieser

Basis die gewiinschte Normalform (14.4.1) hat. Weiter gilt dim U+ = dimV — dimU <
dimV und ¢(U+) C Ut, und nach Induktionsvoraussetzung hat ¢ : U+ — U die
gewiinschte Normalform beziiglich einer Orthonormalbasis von U-~.

Wegen V = U L U+ erhalten wir insgesamt eine Orthonormalbasis von V, in der ¢ die
gewiinschte Normalform hat (nach eventueller Umordnung der Basis). (Vergleiche Bemer-
kung 5.9)

Lemma 14.6 Ist ¢ : V — V eine unitére oder orthogonale Abbildung und sind A # u
zwei verschiedene Eigenwerte von ¢, so gilt fiir die zugehorigen Eigenrdume

V)LV (),
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d.h., V(A) ist orthogonal zu V(u).

Beweis (vergleiche LA 1 19.19) Sei v € V() und w € V(u). Dann gilt
<v,w>=< ), p(w) >=< A, pw >= ANg < v,w >,

also < v,w > (1 — Ar) = 0. Wegen |p| = 1 gilt @ = g, und aus \z = 1 wiirde A\ = p
folgen, im Widerspruch zur Annahme. Also ist (1 — A\fz) # 0 und daher < v, w >= 0.

815 Die orthogonale Gruppe

Definition 15.1 Fiir n € N sei O(n) die Gruppe der orthogonalen (n x n)-Matrizen, also
O(n) ={A e M,(R) | A'A=E}.
Sie heifit die orthogonale Gruppe der Ordnung n.

Es handelt sich wirklich um eine Gruppe (unter dem Matrixprodukt), ndmlich eine Un-
tergruppe der Gruppe der invertierbaren Matrizen: Erstens ist (A - B)! = B - A%; fiir
orthogonale Matrizen A und B ist also (AB)'AB = B'A'AB = B'B = FE, also AB

orthogonal. Zweitens ist fiir jede orthogonale Matrix A auch
AA'=F,

da aus der Beziehung A’A = E die Beziehung A* = A~! folgt. Wegen (A")" = A ist also
(ANIA = AA' = E, also A~1 = A orthogonal.

Bemerkungen 15.2 (a) Sei A eine orthogonale Matrix. Die Beziehung A'A = E bedeu-
tet, dass die Spalten von A eine Orthonormalbasis von R™ bilden. Wegen AA! = E bilden
dann auch die Zeilen von A eine Orthonormalbasis.

(b) Dass O(n) eine Gruppe ist, ldsst sich auch daran sehen, dass O(n) aus den Matrizen
besteht, die das Standardskalarprodukt <, > erhalten.

Wir wollen nun die orthogonalen Gruppen néher beschreiben und verstehen.
Lemma 15.3 Fiir eine orthogonale Matrix A gilt det A = +1.
Beweis A'A=F = 1=detE =det(A'A) = det(A")-det(A) = (det(A))>.
Definition 15.4 Die Untergruppe

SO(n) ={A € 0O(n) | det(A) =1}

der orthogonalen Matrizen mit Determinante 1 heifit die spezielle orthogonale Grup-
pe.

Wir betrachten nun O(2) und SO(2):
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Satz 15.5 (a) Jedes A € SO(2) ist von der Form

A=A, = <cosgp —smgp)

sing  cosp
fir ein eindeutig bestimmtes ¢ € [0, 27[. Das charakteristische Polynom von A, ist
(z — cos p)? + sin® ¢;
es hat die komplexen Nullstellen

cosp T i-singp.

(b) Jedes A € O(2) \ SO(2) ist von der Form

; _ [cosp sing \ 1 0
Ay = (singo —cosgp) =4 <O —1)

fiir ein eindeutig bestimmtes ¢ € [0, 27[. Das charakteristische Polynom von A, ist

?—1=(x+1)(z-1).
Beweis Dies folgt aus dem Beweis von Satz 14.5: Die erste Spalte von A war von der

Form
()

sin
mit eindeutigem ¢ € [0, 27[, und die zweite Spalte von A war von der Form v’ oder —v/,
mit .

o — (— sin gp> ‘

Cos ©

Im ersten Fall ist det(A) = 1 und im zweiten Fall ist det(A) = —1.

Bemerkungen 15.6 (a) Jedes v = (i) € R? lisst sich schreiben als

(15.6.1) S <COS 90>

sin ¢

(xy)

rsing

rcosd
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(b) Fiir

A cosa —SsIno
@ sina  cos«

cosa —sina [cosy
sina  coso sin @

B (cos @ cos p — sin asin gp)

gilt

sin v cos  + cos asin

cos(a + @)
sin(a + ¢)

nach den Additionssatzen fiir sin und cos: Diese lassen sich am besten durch die Euler-
Formel

(15.6.2) e =cosp+ising €C firpeR
und die Funktionalgleichung
(15.6.3) At =M. e® fiir 21,29 € C, also insbesondere

ei(<p1+902) — 1102 fiir P1, P2 € R

fiir die komplexe Exponentialfunktion sehen:

cos(a + ¢) + isin(a + ¢)
= ¢0F9) = ¢io. % — (cosa + isin a)(cos ¢ + isin @)
= cosacosy — sinasin @ + i(sin a cos ¢ + cos asin @) .

Dies zeigt, dass A, eine Darstellung um den Winkel o im mathematisch positiven Sinne
(also “gegen den Uhrzeiger”) bewirkt, wie im Beweis von Satz 14.5 behauptet.

Aap,"//
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Dies liefert die folgende explizite Beschreibung von SO(2) als Gruppe.

Satz 15.7 Sei S = {z € C | |2| = 1} der Einheitskreis in der komplexen Zahlenebene
C = R+iR. Dies ist eine Gruppe unter der Multiplikation, und wir haben Isomorphismen
von Gruppen

@1 2
R/27Z — S' = SO(2)
© — ¥ = A,
Insbesondere ist SO(2) kommutativ.
Beweis Es ist klar, dass (S',-) eine Gruppe ist (wegen |z122] = |21]]22]). Nach der

Euler-Formel (15.6.2) (oder der Polardarstellung z = |z| - €'# fiir komplexe Zahlen) ist die
Abbildung
R — St

gp»—>ew

surjektiv. Weiter ist diese Abbildung nach der Funktionalgleichung (15.6.3) ein Gruppen-
homomorphismus von (R, +) nach (S?,-). Sein Kern ist 277Z, weil €’¥ = 1 genau dann,
wenn ¢ € 2nZ. Der erste Isomorphismus ¢; ergibt sich also aus dem Homomorphiesatz

10.8 (b).

Die Additionssétze fiir cos und sin zeigen weiter, dass ¢, ein Homomorphismus ist. Dieser
ist bijektiv wegen 15.5 (a) und 15.6 (a).

Wir betrachten nun O(2) \ SO(2) néher. Eine orthogonale Abbildung A € O(2) \. SO(2)
ist nach Satz 15.5 (b) von der Form

;o 1 0\ (1 0O
Ap =4y <O —1) N (O —1) A
o 1 0 : .
Weiter ist (0 _1> offenbar die Spiegelung an der x-Achse

y

7 (xy)

b (x)

Also ist A, die Komposition der Spiegelung an der z-Achse und der Drehung mit dem
Winkel ¢, oder der Drehung von —¢ und der Spiegelung an der z-Achse.

Wir konnen mehr sagen: Wir wissen, dass A/, die Eigenwerte +1, —1 hat. Es wird also ein
Vektor v € R? festgelassen und ein zu v orthogonaler Vektor w # 0 auf —w abgebildet
(siehe 14.6: die Eigenréume zu 1 und —1 sind orthogonal!). Dies bedeutet: A, ist die
Spiegelung an der Geraden Ruv
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sAp

Explizit konnen wir

cos £ sin £

_ 2 _ 2
T sing2 ) YT \cos e
2 2

nehmen. Dies konnen wir am besten in der komplexen Schreibweise sehen: Identifizieren

wir R? mit C, so ist A, die Abbildung

z=e? .z,

und <(1) _01), die Spiegelung an der reellen Achse, ist die Abbildung

2= Z.
Es ist also

A; D2 — ez

Ein Fixvektor ist z = €™ mit ¢’ = €' (*~); dies gilt fiir 20 = ¢, also a = /2.
Wir betrachten nun SO(3) und O(3), also die orthogonalen Abbildungen des R3.

Sei B € O(3). Nach Satz 14.4/14.5 gibt es nach eventueller Umnummerierung der dort
gefundenen Basis eine Orthonormalbasis von R3, so dass B in dieser Basis die Darstellung

CoS ¢ —sinp

BE = | sing cos

©
0 il)

mit ¢ € [0, 27 hat. Dies schliefit die Félle
1 1 1 -1

1 —1 -1 —1

aus 14.4 ein: die erste Matrix ist By, die zweite ist B, die vierte ist B, und die dritte
ist nach Umnummerierung der Basis gleich B

Wir betrachten nun zuerst den Fall, dass B schon selbst gleich Bf ist. Dann sehen wir:
B = B ldsst die z-Achse fest und ist eine Drehung mit dem Winkel ¢ um diese Achse.
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Dies ist der Fall det B = 1.

B = B ist die Komposition aus einer Spiegelung an der z —y-Ebene (z — —z) und einer
Drehung um den Winkel ¢ um die z-Achse

z

Dies kann man auch erhalten, indem man die Komposition einer Spiegelung am Ursprung
(p — —p) und einer Drehung um die z-Achse mit dem Winkel 7 + ¢ betrachtet (wegen
eiS" = —ei(ﬂ'+90))_

Dies ist der Fall det B = —1.

Im allgemeinen gilt diese Beschreibung von B in dem betrachteten Orthonormalsystem
u1, Uz, ug). Man sieht dann: Ist det B = 1, so ist B eine Drehung um eine Gerade (némlich
Rug). Ist det B = —1, so ist B die Komposition einer solchen Drehung mit einer Spiegelung
an der zur Geraden senkrechten Ebene (ndmlich < uy, us >g).

75



Dies kann man auch direkt daraus herleiten, dass es fiir n = 3 immer eine Gerade G gibt,
die in sich iiberfiihrt wird (da das charakteristische Polynom einen reellen Eigenwert hat),
und dass dann die zu G senkrechte Ebene G* ebenfalls in sich iiberfiihrt wird. Fiir den
Fall n > 4 kann man aber nicht so einfach argumentieren und man muss wirklich zeigen,
dass es immer invariante Teilrdume der Dimension 1 oder 2 gibt, wie in 14.5 bewiesen.

Im hoherdimensionalen Fall ist dies genau die geometrische Aussage: R™ ist die orthogonale
Summe von 1 oder 2-dimensionalen Unterrdumen, die von A € O(n) respektiert werden,
und A setzt sich aus entsprechenden Drehungen in diesen Ebenen und Spiegelungen in
Richtung einiger dieser Geraden zusammen. Dabei gilt

Lemma 15.8 Ist n ungerade, so gibt es zu jedem A € O(n) eine invariante Gerade L
(also A(L) € L), und jedes A € SO(n) ldsst einen Vektor v # 0 fest.

Beweis Dies folgt aus der Normalform

1

mit A; € SO(2) € My(R).

Ist n ungerade, so muss es einen Eigenwert +1 oder —1 geben, also eine invariante Gerade.
Ist det(A) = 1, so ist wegen det(A;) =1 (i = 1,...,s) die Anzahl der Eintrage —1
gerade; es muss also einen Eigenwert 1 geben.
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816 Bilinearformen
Sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum.

Definition/Lemma 16.1 Sei Bil(V') die Menge der Bilinearformen auf V', also der bili-
nearen Abbildungen
Vv :VxV-oK

(vergl. LA T 13.4). Dies ist ein Untervektorraum von Abb(V x V| K).
Beweis Fiir Abbildungen ¢,¢’ : V x V — K und A € K sind ¢ + ¢’ und Ay definiert

durch
(v +¢)(0,0) = P(v,0) + ¢ (v,0)
(M) (v, 0) = Mp(v,0)

fiir alle (v,v") € V' x V. Sind ¢ und ¢’ bilinear, so ist offensichtlich, dass ¢ + ¢’ und Ay
wieder bilinear sind.

Definition 16.2 (vergl. LA T Def. 18.3) Sei V' endlich-dimensional und b = (by,...,b,)
eine Basis von V. Fiir ¢ € Bil(V) heifit dann

die Fundamentalmatrix von v beziiglich B.

Lemma 16.3 Fiir eine feste Basis b von V ist die Abbildung

M, : Bil(V) — M, (K)
Vo= M)

ein Vektorraum-Isomorphismus.

Beweis (vergl. LA I 18.5) Es ist klar, dass diese Abbildung linear ist: M,(¢ + ') =
My(v) + My(¢)") und My(Ap) = AM,(1)). Weiter erhalten wir eine Umkehrabbildung

Uy, : M, (K) — Bil(V),
indem wir eine Matrix B = (b;;) auf die folgende Bilinearform ) = ¥, (B) abbilden:

n

(0 (Zl x;bs, Zlyjbj> = > w;by; = 2'By,
i= j=

ig=1
wobel
T n
T = ,y=1: | € K"
Tn Yn
n
Denn: Da jedes v € V eindeutig als v = ) «a;b; geschrieben werden kann, mit o, ..., «, €
i=1

K, ist ¥ hierdurch wohldefiniert. Weiter sieht man sofort, dass v bilinear ist. Schliefllich
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ist die Fundamentalmatrix von v gleich B, da v (b;,b;) = e Be; = b;j, also M, o ¥}, = id.
Ebenso ist ¢, o M, = id, denn fiir eine beliebige Bilinearform auf V' gilt

ij=1

(8 (iwibi, ilyjbj) = i iy ¥ (bi, b;) -

Bemerkung 16.4 Ein eleganterer Beweis ergibt sich so: Wir haben durch die universelle
Eigenschaft des Tensorprodukts eine bijektive Abbildung

a:Bil(V) — Hom(V ®V, K)
Y = it Yo @) = (v, 0)

Man sieht weiter, dass diese Abbildung linear ist, also ein Vektorraum-Isomorphismus.

Da (b; ® bj); j=1,..n eine Basis von V ® V ist, folgt aus der universellen Eigenschaft von
Basen (12.1), dass die Abbildung

g Hom(V@VK) Mn(K)

bijektiv ist. Offenbar ist aber auch (8 linear, also ebenfalls ein Vektorraumisomorphismus.
Schliefflich folgt aus den Definitionen, dass

My, =(Foa.

Beispiel 16.5 Auf K™ ist die Standard-Bilinearform definiert durch

Gla,y) =2y =3z,

=1

Ihre Fundamentalmatrix beziiglich der Standardbasis e = (ey, ..., e,) ist die Einheitsma-
trix. Jede andere Bilinearform v auf K™ ist von der Form

1/13(157 y) = xtBy = ;xibijyj

fiir eine eindeutig bestimmte Matrix B € M, (K) (B ist die Fundamentalmatrix von ¢ g
beziiglich e).

Fundamentalmatrizen transformieren sich bei Basiswechsel anders als Darstellungsmatri-
zen von linearen Abbildungen:

Lemma 16.6 Sei v/ = (),...,b) eine weitere Basis von V', und sei
1 n
T = Mg’,

die Transformationmatrix von b und '. Sei ¢ € Bil(V), und seien B und B’ die Funda-
mentalmatrizen von 1 beziiglich b und ¢'. Dann ist

B'=T'BT.
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Beweis Ist T' = (t;;), so gilt nach Definition
v, :i_iltijbi G=1,....n).
Ist nun B = (b;;) und B’ = (b};), so gilt
By = by = (b, by) = 1/}(Z_i1 tikbwjé tjeby)

= > tutjep(bi, b;)

ij=1
= z": tinbijtje
ig=1

Lemma 16.7 Die Abbildung

Bil(V) — Hom(V,V*)
Y o= oy Vo=V

P(—w) V. - K
v ( v o= P(v,w)
ist ein Vektorraum-Isomorphismus (wobei V* = Hom(V, K') der Dualraum von V' ist).

Beweis Die Abbildung ist linear, und die Umkehrabbildung ist

(p: V=V = 9, : VXV =K
be(v,w) = p(w)(v) .

Bemerkung 16.8 Sei V' endlich-dimensional, mit Basis b = (by,...,b,), und sei b* =
(b1,...,b;) die Dualbasis von V*. Ist B = M,(¢) die Fundamentalmatrix von 1) beziiglich

v n

b, so ist B auch die darstellende Matrix von ¢, : V' — V* beziiglich der Basen b und 0%,
also B = M} (¢y). Es gilt nmlich fiir v = 3 2;b; und B = (b;;):
i=1

op(bj)(v) = P(v,b;) = ¢(; ;b;, bj)
= ;¢(bi,bj)$i = ;biﬂi
= ;bijb?(v),
da b(v) = x,. Weil v beliebig war, folgt
py(by) = ;bijb%
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also MY (¢,) = B.

Lemma /Definition 16.8 Sei V' endlich-dimensional. Eine Bilinearform ¢ : V- x V — K
heiflt nicht-ausgeartet, wenn die folgenden &dquivalenten Bedingungen gelten:

(i) Fiir jedes w € V . {0} gibt es ein v € V mit
(v, w) #0.
(ii) Fir jedes v € V \. {0} gibt es ein w € V' mit
Y(o,w) £0.
(iii) Die assoziierte lineare Abbildung
Py V= V5w (v Y(v,w))

ist ein Isomorphismus.

(iv) Fiir eine Basis b von V ist die Fundamentalmatrix B = M(1) von 1 beziiglich b
invertierbar.

(v) Fiir jede Basis b ist die Fundamentalmatrix von v beziiglich b invertierbar.

Beweis der Aquivalenz: Offenbar gilt
(i) <& ¢y ist injektiv
Wegen dim V* = dim V' < oo gilt auflerdem
@y ist injektiv. - & @y, ist surjektiv.

Dies zeigt die Aquivalenz von (i) und (iii).

(i) = (ii): Sei v € V' . {0}. Dann gibt es ein x € V* und x(v) # 0: Ergénze v zu einer
Basis (v, fa,..., fn); dann gibt es ein x : V' — K mit x(v) = 1 und (z. B.) x(fi) = 0
fir i = 2,...,n. Ist ¢y surjektiv, so gibt es ein w € V mit py(w) = Y(—,w) = x, also
(v, w) = x(v) # 0.

Damit gilt auch (i) = (ii), und aus Symmetriegriinden (Ubergang von 1 zu 1)’ mit
' (v, w) = P(w,v)) schlieen wir auch (ii) = (i):

(i) & (v) folgt aus Bemerkung 16.7, und (v) = (iv) ist trivial. Aber (iv) = (v) folgt
aus der Transformationsregel 16.6: Ist B invertierbar, so auch T BT fiir jede invertierbare
Matrix T (da T* wieder invertierbar ist).

Definition 16.9 Sei V' endlich-dimensional. Der Rang einer Bilinearform ¢ : V xV — K
wird definiert als der Rang einer zugehorigen Fundamentalmatrix B.

Bemerkung 16.10 (a) Dies ist unabhéngig von der Wahl einer Basis, denn fiir eine
invertierbare (n x n)-Matrix T, n = dim V, ist rg(B) = rg(T*BT).

(b) 9 ist nicht-ausgeartet < ¢ hat Rang n =dimV & det(B) # 0.
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(c) Die “Gram’sche Determinante” det(B) (B Fundamentalmatrix von 1) héngt von der
Wahl einer Basis ab: det(T*BT) = det(T") - det(B) - det(T') = det(B) - [det(T")]?, aber das
Verschwinden von det(B) héngt nicht von der Basis ab.

Erinnerung 16.11 (vergl. LA I 13.5) Eine Bilinearform ¢ € Bil(V') heilt symmetrisch,
wenn ¢ (v, w) = ¥ (w,v) fir alle v,w € V.

Ist V' endlich-dimensional, so ist 1 offenbar genau dann symmetrisch, wenn eine (und
damit jede) Fundamentalmatrix von 1 symmetrisch ist. Insbesondere sind die symmetri-
schen Bilinearform auf K™ von der Form

Yg(z,y) = 2'By
mit B = Bt € M, (K).

Symmetrische Bilinearformen hiingen eng mit sogenannten quadratischen Formen zusam-
men:

Definitionen 16.12 Ist ¢ : V x V' — K eine symmetrische Bilinearform, so heifit
¢g=qp:V — K mit q(v)=1(v,v)
die assoziierte quadratische Form.

Bemerkung 16.13 Damit ist auch definiert, was eine quadratische Form auf V' ist: eine
Abbildung ¢ : V' — K von der Form ¢ = g, fiir eine symmetrische Bilinearforn 1 auf V.
Insbesondere ist eine quadratische Form auf K™ eine Abbildung ¢ : K" — K mit

n

q(z) = > QijTiTj

ig=1
wobel A = (a;;) eine symmetrische Matrix ist.

Lemma 16.14 Ist die Charakteristik von K ungleich 2 (char(K) # 2, siche LA I,

Ubungsaufgabe 8), so ist 1 durch die assoziierte quadratische Form ¢ bestimmt; ins-
besondere gilt ¥ = 0 < ¢ = 0.

Beweis Die Voraussetzung bedeutet, dass 2 # 0 in K , d.h., dass 2 invertierbar ist. Dann
gilt aber

Y(v,w) = < (v +w) — q(v) — q(w)).

1
2
Lemma /Definition 16.15 (vergl. LA T §18) Sei ¢p : V x V' — K eine symmetrische

Bilinearform.

(a) Zwei Vektoren v,w € V heifilen orthogonal (oder senkrecht) zueinander (beziiglich
1), Bezeichnung v 1 w, wenn

Y(v,w) =0.
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(b) Fiir v € V heifit
vii={weV|vLw}

das orthogonale Komplement von v (beziiglich ). Dies ist ein Unterraum von V.
(c) Sei U C V ein Unterraum. Dann heifit

Ut={weV|wlv firale vecU}

das orthogonale Komplement von U (beziiglich /) und ist ein Unterraum von V.

(d) Ist V endlich-dimensional und ¢ nicht-ausgeartet, so gilt

dimU +dimU* = dimV .

Beweis der Behauptungen:
(b): selbst!

(c): Dass U+ ein Unterraum ist, folgt zum Beispiel daraus, dass U+ der Kern der folgenden
Komposition von linearen Abbildungen ist

a: V2 oy B oy
v YP(—,v)
X = XU

(d): Wir benutzen die obige lineare Abbildung « und zeigen, dass sie surjektiv ist. Dann
folgt mit der Rangformel

dim U+ = dim ker(a) = dim V — dim U*,

wegen dim U* = dim U also die Behauptung.

Da ¢, nach Voraussetzung ein Isomorphismus ist (16.8), geniigt es, die Surjektivitat von
B zu zeigen. Sei (by, ..., by,) eine Basis von U, und erginze dies zu einer Basis

(bl,...,bm,Cl,...,CT)
von V. Ist dann x : U — K eine Linearform, so gibt es eine Linearform y : V — K mit

X(bl) = X(bl) ) i:17"'7ma
X(e) = 0, j=1...r

(universelle Eigenschaft einer Basis). Fiir diese gilt offenbar )Z‘ 7 = X Dies zeigt die

Surjektivitdt von 3.

Lemma 16.16 Sei ¢ : V x V — K eine symmetrische Bilinearform. Fiir Unterrdume
U W CV gilt dann
UCw=wtcut

und

UcCuU+t.
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Ist dim V' < oo und 9 nicht-ausgeartet, so gilt U = U++.

Beweis Die ersten beiden Aussagen sind unmittelbar klar. Ist dimV = n < oo und ¢
nicht-ausgeartet, so gilt weiter nach 16.15 (d)

dimU** =n —dimU* =n— (n —dimU) = dim U .

Definition 16.17 Sei ¢ : V x V — K eine symmetrische Bilinearform. Eine Basis (b;);er
von V heifit Orthogonalbasis beziiglich 1, wenn

Plbiby) =0 fir 0],
(Beachte den Unterschied zur Orthonormalbasis, wie in LA T §18 definiert!)

Satz 16.18 Sei dim V' < 0o und v eine symmetrische Bilinearform auf V. Ist char (K) # 2,
so besitzt V' eine Orthogonalbasis beziiglich .

Beweis durch Induktion iiber n = dim V', wobei die Féalle n = 0 oder n = 1 trivial sind.
Ist die assoziierte quadratische Form ¢ identisch 0, so ist nach 16.14 auch 1) = 0 und wir
kénnen jede Basis von V' nehmen. Sei also ¢ # 0. Dann gibt es einen Vektor v € V' mit

0 7é Q(U) = ¢(U7U) :

Sei U =< v >k; dies ist ein 1-dimensionaler Unterraum von V. Dann ist U N U+ = {0},
wegen (v, v) # 0. Weiter ist U + U+ = V : Sei nimlich w € V und a := ¢(v,w) € K.

Dann ist

a
wi=w— —weU+

q(v)

und w = \v + w’ mit A = a/q(v) € K. Es folgt
V=UaU";

insbesondere ist dim U+ = n — 1. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es eine Orthogonal-
basis (vg, . .., v,) von U+, beziiglich der Einschrinkung von v auf U+ (d.h., auf U+ x U+).
Dann ist (v; = v, v9,...,v,) eine Orthogonalbasis von V.

Corollar 16.19 Sei B € M, (K) eine symmetrische Matrix, und sei char(K) # 2. Dann
gibt es eine invertierbare Matrix T € M, (K), so dass T*BT eine Diagonalmatrix ist.

Beweis Dies folgt durch Anwendung von 16.18 auf die Bilinearform ¢g : K" x K" —
K, vp(x,y) = ' By, unter Beriicksichtigung der Transformationsregel 16.6 und der Tat-
sache, dass die Fundamentalmatrix beziiglich einer Orthogonalbasis immer einer Diago-
nalmatriz ist.

Definition 16.20 (a) Sei GL,(K) die Gruppe der invertierbaren (n x n)-Matrizen tiber
K. Sie wird auch die allgemeine lineare Gruppe n-ter Ordnung genannt.

(b) Zwei Matrizen B, B’ € M,,(K) heien dquivalent, wenn es ein T' € GL,,(K) gibt mit
B' =T'BT.
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Dies ist offenbar eine Aquivalenzrelation, und im Allgemeinen verschieden von der Rela-
tion der Ahnlichkeit.

Corollar 16.21 Fiir char(K) # 2 ist jede symmetrische Matrix B € M, (K) dquivalent
zu einer Diagonalmatrix.

Bemerkung 16.22 Fiir eine Bilinearform 1 sind nach 16.6 alle Fundamentalmatrizen
dquivalent.

Definition 16.23 (a) Ein Paar (V1) bestehend aus einem K-Vektorraum V' und einer
symmetrischen Bilinearform ¢ auf V' heit quadratischer Raum (iiber K).

(b) Seien (Vi,11) und (Va,19) quadratische Rédume. Eine lineare Abbildung
p:Vi—=V,
heifit Isometrie (oder orthogonale Abbildung), wenn ¢ bijektiv ist und

Ua(p(v), p(w)) = Y1 (v,w) Yo,we V.

(c) Zwei quadratische Raume (V4,11) und (Va,1)2) heiflen isomorph (und die Bilinear-
formen v, und v, dquivalent, bzw. die quadratische Formen affin dquivalent), wenn
es eine Isometire zwischen (V1,1) und (V3,1,) gibt.

(d) Sei (V,4) ein quadratischer Raum. Die Gruppe (!) O(V,%) (oder kurz O(v)) der
Isometrien ¢ : (V1) — (V, ) heifit die orthogonale Gruppe von (V, 1) (oder von ).

Bemerkungen 16.24 (a) Manche Biicher nennen eine lineare Abbildung ¢ : V; — V5
schon Isometrie, wenn

(*) Ua(p(v),p(w)) = Yi(v,w) Vv,weW

gilt (keine Bijektivitdt von ¢ vorausgesetzt). Ist 1 nicht-ausgeartet, so folgt aus (%)
jedenfalls schon die Injektivitdat von ¢:

e(v)=0 = PYi(v,w)=0 YwelV; = v=0.
(%) %1 n.a

(b) Zwei symmetrische Bilinearformen v, : Vi x V; — K und v, : V5 x Vo — K sind genau
dann dquivalent, wenn dim V; = dim V5, und wenn die Fundamentalmatrizen von 1 und
19 Aquivalent sind (es reicht, dies fiir zwei beliebige Fundamentalmatrizen von v, und )y
zu priifen).

(c) Ist K algebraisch abgeschlossen (z.B. K = C), so sind zwei quadratische Réume
(Vi,11) und (Va,19) genau dann isomorph, wenn dimV; = dim V5, und rg ¢y = rg 1y
(Beweis: selbst!).
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817 Bilinearformen iiber R

Definition 17.1 Eine symmetrische Bilinearform ¢) : V' xV — R auf einem R-Vektorraum
V' heifit

(a) positiv definit, wenn ¥ (v,v) > 0 fur alle v € V {0},
(b) negativ definit, wenn ¢ (v,v) < 0 fiir alle v € V' {0},
(c) indefinit sonst.

Entsprechend heifit eine symmetrische Matrix A € M, (R) positiv definit oder negativ
definit oder indefinit, wenn dies fiir die zugehorige Bilinearform (z,y) — z'Ay auf R"
gilt.

Dies sind alles Eigenschaften der zugehtrigen quadratischen Formen, also v +— gy (v) =
(v,v) bzw.  — Qa(x) = z'Azx, und entsprechend heiflen diese Formen auch positiv,
negativ, oder indefinit

Beispiele 17.2 (a) Die Standard-Bilinearform
(z,y) — 'y

auf R" ist symmetrisch und positiv definit, denn fiir z # 0 ist zfz = > 2? > 0.
i=1

(b) Auf dem Raum Cfa, b] der stetigen Funktionen auf dem Intervall [a, b] ist die Biline-

arform
b

(f,9) = | ft)g(t)dt

b
symmetrisch und positiv definit, denn fiir stetiges f(t) # 0 ist [ f(¢)*dt > 0.
(c) In der Analysis zeigt man: Sei U C R" offen und
f:U—=R

zweimal stetig differenzierbar, und sei zy € U. Ist (grad f)(zo) = 0 und ist die (symme-
trische!) Hesse-Matrix
9% f
(8:1;1-6% (550))1.4:1 .

.....

positiv (bzw. negativ) definit, so hat f bei x ein lokales Minimum (bzw. Maximum). Ist
die Hesse-Matrix indefinit, so kann ein lokales Minimum oder ein lokales Maximum oder
ein Sattelpunkt (kein lokales Extremum) vorliegen.

Satz 17.3 (Trégheitssatz von Sylvester)

(a) Sei V ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum, und sei ¢ : V x V' — R eine symme-
trische Bilinearform. Dann gibt es eine Basis b von V' so, dass die Fundamentalmatrix von
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1) beziiglich b die Form

(17.3.1) s

hat (Eine solche Basis nennen wir eine Sylvester-Basis fiir ¢).

(b) (Matrixversion) Ist B € M, (R) symmetrisch, so gibt es ein T" € GL,,(R), so dass
T'BT

die Gestalt (17.3.1) hat.

(c) Die Anzahl r der Diagonalelemente gleich 1 und die Anzahl s der Diagonalelemente
gleich —1 (und damit auch die Anzahl der Nullen auf der Diagonalen) in (17.3.1) ist
eindeutig durch ¢ (bzw. durch B) bestimmt.

Die Zahl r + s ist der Rang von ¢ (bzw. B, bzw. der assoz. quadratischen Form ¢ und die
Zahl r — s heifit die Signatur von ¢ (bzw. B, bzw. ).

Beweis Offenbar sind (a) und (b) dquivalent (16.6).
(b): Nach 16.19 gibt es ein T} € GI,(R) mit

aq
0
BI = TltBTl ==
0
an,
mit aq,...,q. € R. Sei
8 = Vai| (positive Wurzel) |, «o; #0
o 1 , A = 0.
Dann ist die Matrix
e
. 0
0
5—1
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und es ist

"N
B// = TQtB/TQ == (TlTQ)tB(TlTQ) -
Tn
mit
1 a;>0
Vi = —1 o; < 0
0 Q; = 0.

Durch Umordnung der Basis erhilt man also die gewiinschte Form (17.3.1). Diese Um-
ordnung bedeutet den Ubergang zu Ty 'B"Tsy = TiB"Ty = (T\T5T3)  B(T\ Ty T3) mit einer
Permutationsmatrix 73; eine solche ist bekanntlich orthogonal.

(c) Es ist rg ¢» = rg B = Rang der Matrix (17.3.1) = r + s.
Weiter behaupten wir

Behauptung: r ist die maximale Dimension eines Untervektorraums U C V| auf dem
positiv-definit ist.

Beweis: Sei by, . .., by, eine Sylvester-Basis beziiglich ¢, und sei V; =< by, ..., b, >g (r wie
in (17.3.1)) und V5 =< b,41,...,b, >r. Dann ist ¢ positiv definit auf V;. Angenommen,
es gibt ein U C V mit dim U > r und ¢ positiv definit auf U. Mit der Dimensionsformel

dimU +dim V5 = dim(U + V3) + dim U N V4
folgt
dmU NV, =dimU +dim Vo —dim(U + V) >r+ (n—7) —n =20,

da dimU > r,dimV, = n —r und dim(U — V5) < dimV = n. Also ist U N V5 # 0.
Aber auf V; ist ¢ negativ semi-definit, d.h., ¢)(v,v) < 0 fiir alle v € V5. Widerspruch zur
Positiv-Definitheit von v auf U!

Daher sind r und s durch ¢ bestimmt.

(Es gilt auch noch: s = maximale Dimension eines Unterraums U’ C V' auf dem 1 negativ
definit ist).

818 Quadriken

Definition 18.1 Sei K ein Korper der Charakteristik # 2, und sei n € N.
(a) Eine quadratische Funktion f : K" — K ist eine Abbildung der Form

f(@)= > giyziry + Y- awi +b=a'Gr + a'v +b,
ij=1 i=1
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mit G = (¢;;) € M,(K),a = (a;) € K" und b € K, wobei ohne Einschrankung G
symmetrisch sei.

(b) Die Menge
M= {ze K" | f(z) = 0}

heifit die durch f bestimmte affine Quadrik oder Hyperfliche zweiter Ordnung
(auch zweiten Grades).

Beispiele 18.2 (a) Ist a = 0 und b = 0, so haben wir eine quadratische Form (vergl.

12.8).
(b) Ist G = 0, so haben wir eine affine Hyperflache in K™.
(c) Sei K =R

1) 22 4+ y* = r? beschreibt den Kreis um 0 mit Radius r

y

2) y? = px ist eine Parabel

3) i—z + z—j = 1 ist eine Ellipse

ﬁ
N




4) 22 _ ¥ — 1 ist eine Hyperbel

a? b2

5) 2% + y* + 22 = r? ist die Sphére mit Radius r im R3.

Sei nun K = R. Wie sieht eine Quadrik bis auf eine Bewegung in R aus? Hierbei definieren
wir

Definition 18.3 Eine Bewegung im R"” ist eine Abbildung
f:R"—=R"
der Form x +— Az + v mit A € O(n) und v € R™.

Dies sind gerade die Abbildungen, die Léngen und Winkel erhalten und entsprechen in
R? und R3 den Abbildungen, bei denen ein Kérper “seine Form behilt”. Wir wollen sie
benutzen, um f(z) auf einfachere Gestalt zu bringen.

Sei f(z) = 2'Gx + ax + b eine quadratische Form, mit symmetrischem G. Wir fithren erst
eine orthogonale Transformation z — Tix durch, T} € O(n), die G auf Diagonalgestalt
bringt, d.h., es ist dann

>\i£17? +2alr+0b,
1

fTi(x) =

n
1=
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A1
mit TIGT, = und @' = 1a'Ty. Jetzt wenden wir eine Transformation
An
Toxr = x + v an und erhalten

FTVTy(x) = S N2 + 23 dyrs + b
=1 =

7 =1

i=1 i=1
Durch Umordnen der Basis knnen wir erreichen: Es gibt ein k£, 1 < k < n mit \; # 0 fiir
allet=1,...,kund \; = 0 fiir 7 > k. Dann konnen wir vy, ..., v, so bestimmen, dass

dz:dz+)\zv7,:0 fiir Z:]_,,]f

1. Fall gy =...=d, =0

Dann konnen wir f noch mit einer Konstanten # 0 multiplizieren (wodurch sich die
Losungsmenge nicht dndert) und erhalten eine Gleichung der Form

k
1=

ko
Nz? =0 oder Y NzZ=1.
1 i=1

2. Fall Andernfalls wihlen wir im Raum < eg,q, ..., e, > der letzten n —k Komponenten
eine Orthonormalbasis, deren erster Vektor gleich w/ ||w]] ist, wobei

Afy1

Ubergang zu dieser Basis — was wieder ein orthogonale Transformation Ty ist — liefert eine
Gleichung
TThTT3(x) =

(2

Nix? + 2cxpiq +d

k
=1

mit ¢, d € R. Ersetzen wir xp,, durch xp,, — % (Transformation Ty mit Tyx = x — Q%ekH)

und multiplizieren wir die Gleichung mit —%, so erhalten wir die Form

ko
2 __
Z )\Z.Z'Z = 2$k+1 .
i=1

Zusammengefasst erhalten wir

Satz 18.4 Durch eine Bewegung des R™ lafit sich die quadratische Funktion f bis auf
Multiplikation mit einem Faktor # 0 in eine der Formen

k
(i) 3 A2 =0
=1
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(iii) > Nx? = 2xp4q
i=1
transformieren. Insbesondere wird die Quadrik M = {z € R" | f(z) = 0} durch eine

Bewegung in eine Quadrik vom Typ (i), (ii) oder (iii) transformiert.

Definition 18.5 Die obigen Formen heiflen die euklidischen Normalformen der Qua-
driken, und der angegebene Prozess heifit Hauptachsentransformation fiir die Quadrik.

Wir machen uns nun ein Bild von den Quadriken mit den Normalformen.

18.6 Die Quadriken héngen nicht von den Koordinaten ab, die in den Gleichungen 18.4
(1)-(iii) nicht mehr vorkommen; diese letzten Koordinaten sind also beliebig. Es ist also
z.B. im Fall (ii)

k k
M={zeR"| Y \x?=1}={z e RF| Y \a? =1} x R"F,
i=1 i=1

d.h., es geniigt also, den Fall £ = n zu betrachten; der Fall n < k ergibt sich durch
das Produkt mit R"*. Dasselbe gilt auch im Fall (ii), wihrend wir im Fall (iii) nur die
Situation n = k + 1 betrachten miissen und dann das Produkt mit R"*~! bilden.

Beispiel: n = 3, k = 2; dann ist z.B.
M={zcR®|2?+a22=1}={vcR*|2?+2i=1} xR,

wobei {z € R? | 27 + 25 = 1} der Kreis in R? um 0 mit Radius 1 ist. Also ist M ein
Zylinder:

X3
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Entsprechendes gilt in den Féllen (i) und (iii).

18.7 Weiter gibt es die degenerierten Félle:

(a) (i) und alle A\; > 0 oder alle \;, <0 = M = {0} ist ein Punkt. Mit 18.6 und
Bewegungen erhilt man alle affinen Raume.

(b) (ii) und alle \; <0 = M =0 ist leer.
(¢) (ii)undn=1: 22=31>0=M = j:% zwei Punkte
18.8 Wir betrachten nun den Fall R?, mit maximalen k
(i): 2 —y* =0 mitc € R: Dann ist
M ={(z,y) eR* |y =cx Uy = —cz},

die Vereinigung der beiden Geraden durch 0 mit Steigung +c

y
Cc
1 X
(ii)1): Seien Ay, Ay > 0:  Setze
1 1
a=——, b=—— €Ry,
VA Va2 -
dann erhalten wir die Gleichung
22 2
? + b_2 =1.

M ist eine Ellipse mit den Hauptachsenabschnitten a und b.

Tangente
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Gilt @ > b, wie hier, so ist 2a die Lénge der groflen Achse.

2e = 2v/a? — b? heifit die Exzentrizitéit, und die Punkte F} = (—e,0) und Fs(e,0) sind
die Brennpunkte der Ellipse: Fiir P = (z,y) € M ist d(Fy, P)+d(F», P) konstant gleich
2a.

Im Spezialfall a = b = r ergibt sich der Kreis mit Radius r.

(ii) 2): Seien Ay > 0, Ay < 0: Setze

1 1
a=—— , b= € Rog
()

Damit erhalten wir die Normalform einer Hyperbelgleichung.

y Asymptote

Die Exzentrizitét ist 2e = 2v/a? + b2, die Brennpunkte sind wieder F; = (—e,0) und
Fy = (e,0), und M ist die Menge der Punkte P € R3, fiir die

|d(P, Fy) — d(P, Fy)| = 2a.
(iii) Hier erhalten wir die Parabel. Indem wir geeignet nummerieren und teilen, erhalten

wir die Normalform
y? = 2px

Fiir p > 0 ist das Bild

Tangente .-~
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Der Brennpunkt ist F' = (£,0), die Leitlinie L ist die Geraden z = —£. Die Parabel
ist die Menge der Punkte P, die den gleichen Abstand von L und von F' haben.

18.9 Im Hoherdimensionalen ist es am besten, eine Streckung
T
VIN
der Koordinaten vorzunehmen. Dann erhilt man als einzige Moglichkeit die Gleichungen

@ [ 1> =1y *=0,
@) [z * =y lI*=1,
(i) [| @ [I* = [ y 1= 2z,

wobei = (x1,...,z,) die Koordinaten mit positiven A; und y = (y1, ..., ys) die Koordi-
naten mit negativem J\; zusammenfasst (Umnummerierung = orthogonale Abbildung). Es
gelten also in den Fillen (i) und (ii) analoge Gleichungen wie in R?, aber fiir die Normen,
und es entstehen oft Rotationskorper.

T; —

(i=1,....k)

Wir illustrieren dies in R?

(i) 2% + 23 = 22: (Doppel-)Kegel um die z3-Achse

X3

(Rotation des Geradenpaares z7 — 22 = 0 um die x3-Achse)
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(i) 1) 2% 4+ 23 + 22 = 1: Kugel mit Radius 1. Ohne Streckungen erhalten wir

2 2 2
x x x

1 2 3
—tot5 =1,
as b c

ein Ellipsoid:

(i) 2) 22+ 23 — 25 =1bzw. ||z ||? —¢y* =1

Einschaliges Hyperboloid (Rotation der Hyperbel 27 — 23 = 1 um die x3-Achse)
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(i) 3) 22 — a3 — 22 =1 baw. 2°— || y ||*= 1

7]
/7O

e

%

S5

<
2
L

Zweischaliges Hyperboloid (Rotation der Hyperbel 2% — 22 = 1 um die x;-Achse)

Fiir (iii) ergeben sich zwei Falle:

(iii) 1) 2% + 23 = 223 bzw. || x ||*= 2y

Rotationsparaboloid (Rotation der Parabel 22 = 2z3 um die x3-Achse), also wieder ein

Rotationskorper.
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(iii) 2) Als neue Figur im R? ergibt sich

r? — 23 = 23,

die Sattelfliche
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