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80 Einfithrung

Uberblick

Die zentralen Themen der Algebra sind

Gruppen Ringe Korper
Z/nZ / R,C
(Z/nZ)* M, (R) Q,
Sp=Aut ({1,...,n}) C[X] endliche Kérper F,
Gl (R), G, (C)

G R K

Gruppenringe Primideale

Darstellungen Restklassen—, Quotientenkorper

[ Darstellungtheorie } [ kommutative Algebra }
Galoistheorie

Zahlentheorie

Wie angedeutet, gibt es unzihlige Beziehungen zwischen diesen Objekten, und vor allem
unzahlige Konstruktionen, auf die man in ganz natiirlicher Weise gefiihrt wird.

(R,+) R — K
(B*,-) 1 1
Gln(R) RIX] K’ = K[X]/(f(X))
Aut(M) R/p ~ Quot(R/p)
M,(R) K (algebr. Abschluss)
G —  Z|G|], R[G]
Aut e (K') K'/KErw.

~_



Historisch entstanden die obigen Objekte und Beziehungen vor allem aus dem Studium
der algebraischen Gleichungen

A X"+ ap 1 X" 4. X +a =0

Beachte: Sind a; € 6, so ist die Gleichung im allgemeinen nicht mit x € 6 l6sbar.

Kriterien? Beschreibung der Losungen?

Fithrt auf — Primelemente/- ideale in Polynomringen
—  Erweiterungskorper
— Galoistheorie
— (algebraische) Zahlentheorie

n=2 2 +pX +q=0
p2

=——-F\/ = -

T1,2 5 1 q

Gibt es dhnliche (Wurzel-) Formeln fiir n > 3 7 (“Auflosbarkeit von Gleichungen n-ten
Grades”)

n =3 Cardano 1535 (gestohlen von Tartaglia) — komplexe Zahlen
T Ferrari
n=4
n >5 Galois (1811-1832) Behandlungen durch endliche Gruppen
Abel 1824 Gleichung i.a. nicht auflésbar (< S, nicht auflésbar)

Weitere Anwendungen der Galoistheorie: die 3 klassischen Probleme des Altertums:

Quadratur des Kreises Zriilllfel
Trisektion des Winkels ist nicht moglich.

. und
Verdopplung des Wiirfels Lineal

Positive Anwendungen: auf die Beschreibung aller Kérpererweiterungen eines gegebenen
Grundkorpers K.

Ausblick

1) Beschreibung aller endlichen Kérpererweiterungen von Q (der sogenannten Zahlkorper)
und der damit zusammenhéngenden Arithmetik: Programm der Algebraischen Zahlen-
theorie.

abelsche Erweiterungen: Klassenkorpertheorie

beliebige Erweiterungen:
— Darstellungen: Langlandstheorie
— Struktur von Gal(Q/Q): Galoiskohomologie, Isawatheorie

2) Betrachtet man Gleichungen in mehreren Variablen, z.B. die Fermat-Gleichung

X" Y"=2"



oder die Gleichung einer elliptischen Kurve
y'=a+1,

so ist es nicht klar, wieviele Losungen es im Korper K gibt (keine, endlich viele, unend-
lich viele?). In einem algebraisch abgeschlossenen Kérper gibt es immer unendlich viele
Losungen; die Losungen bilden die Punkte eines geometrischen Gebildes, wie zum Beispiel
einer Kurve oder Fliche. Allgemein erhalten wie eine algebraische Varietét. Dies fithrt auf
die Algebraische Geometrie.

3) Betrachtet man spezielle Grundkorper, so fiithrt dies auf arithmetische Fragen.
Uber Z,Q, bzw. Zahlkérpern: diophantische Gleichungen

mit Bewertungen, Abschiatzungen diophantische Geometrie

Allgemein erhédlt man durch die Verbindung von algebraischer Zahlentheorie und alge-
braischer Geometrie die Arithmetische Geometrie.

Voraussetzungen:

Grundbegriffe aus der Linearen Algebra, insbesondere:

(i) Grundbegriffe iiber Mengen und Abbildungen M NN, M U N, M x N
Abbildung f : M — N, Injektivitat, Surjektivitit, Bijektivitat
Familien (a;);er

i€l del el )
Aquivalenzrelationen ~ und Aquivalenzklassen @ = {b € M | b ~ a}

(ii) Gruppen (G, o), Untergruppen U, Gruppenhomomorphismen ¢ : G — G’ ker ¢ C
G, imp C G

(iii) Grundbegriffe iiber Ringe und Koérper

(iv) Grundbegriffe iber Vektorrdume und lineare Abbildungen

Vorbemerkungen:

1) Fiir eine Menge M sei |M| ihre Méachtigkeit (oder Kardinalitét; dies ist eine natiirliche
Zahl n € Ny oder oco. Die folgende Sprechweise unterscheidet noch feiner: Wir sagen,
dass zwei Mengen M und N gleichméchtig sind (Bezeichnung |M| = |N|), wenn es eine
Bijektion f: M — N gibt. Dann gilt zum Beispiel

Nl # IR[;

dies ist der Unterschied zwischen abzdhlbarer unendlich (|N|) und iiberabziahlbarer un-
endlich (z.B. |R|). Man definiert wie folgt Summe, Produkt und Potenz von solchen Kar-
dinalzahlen:

[M|+|N| = |[MUN|
[M]-|N| = |M x N
[ MR =M



wobei MY = Abb (N, M) die Menge der Abbildungen von N nach M ist (also der Familien
in M iber N). Fiir endliche Mengen gibt dies die tiblichen Rechenregeln.

2) Ist ~ eine Aquivalenzrelation auf der Menge M, so ist ein Reprisentantensystem fiir
~ (oder fiir M/ ~) eine Familie (m;);c; in M, so dass es fiir jede Aquivalenzklasse m
beziiglich ~ genau ein ¢ € [ gibt mit m; = m. Mit anderen Worten: man hat eine
Bijektion
o: I — M/~
T = My

(insbesondere gilt |I| = |M/ ~ |), und ¢! liefert einen Schnitt von 7 : M — M/ ~, d.h.,
mo~! = id. Aus dem Auswahlaxiom (das wir annehmen wollen) folgt, dass es immer ein
Représentantensystem gibt.

81 Normalteiler und Faktorgruppen

Fiir eine Teilmenge U einer Gruppe G schreiben wir auch U < G, wenn U eine Unter-
gruppe ist.

Definition 1.1 Sei GG eine Gruppe und U < G eine Untergruppe. Fiir a € G heifit die
Menge
aU = {au|ue U}

die Linksnebenklasse von a (beziiglich U) und
Ua= {ua|ueU}
die Rechtsnebenklasse.

Satz 1.2 (a) Zwei Linksnebenklassen aU und bU sind entweder identisch oder disjunkt.

(b) G ist die disjunkte Vereinigung von Linksnebenklassen.
Dasselbe gilt fiir Rechtsnebenklassen.

Dies folgt aus den Eigenschaften von Aquivalenzrelationen und

Lemma 1.3 Betrachte die folgende Relation ~y (bzw.v™)
a~pb = blacUbzw.av™~b & ab ' el)

Dies ist eine Aquivalenzrelation, und die Aquivalenzklasse von a € G ist aU (bzw. Ua).

Beweis fiir ~=v~:ata=eclU = a~a

a~b = blaeU = alb=0b"'a)ytelU = b~a
a~b~c = blacUcbelU = cla=clbblaclU

= a~c

SchlieBlich ist b~a & a'beclU << b=au,uclU <& beal.

Der Beweis fiir v~ ist analog.



Es bezeichne G/U (bzw. U\G) die Menge der Linksnebenklassen (bzw. Rechtsnebenklas-
sen), also die Menge G/ ~y (bzw. G Ju~) der obigen Aquivalenzklassen.

Lemma 1.4 Die Bijektion

i:G—G , gr—g*

induziert eine Bijektion

E:G/U—>U\G.

Beweis Expizit bildet ¢ die Restklasse aU ab auf

i(aU) = i(aU) ={u"ta |u™t € U}
= {ua'|ueU}=Ua"".

Die inverse Abbildung ist die ebenfalls von ¢ induzierte Abbildung

i: U\G — GJU
Ua +— i(Ua)=0a"'U.

Definition 1.5 Die Méchtigkeit |G| einer Gruppe G heifit die Ordnung von G. Fiir eine
Untergruppe U < G heifit die Méchtigkeit |G/U| = |U\G| der Index von U in G, Bez.
(G:U).

Satz 1.6 (von Lagrange) ist U < GG eine Untergruppe der Gruppe G, so ist

Gl = U[-(G:U).

Beweis Sei (g;)ier ein Repriasentantensystem von G/U (so dass |I| = |G/U| = (G : U)).

Dann ist
p: IxU — G

1,U) —  gu
(4, u) g

eine Bijektion nach Satz 1.2 und dem folgenden

Lemma 1.7 Die Abbildung
U — aU

u = au

ist eine Bijektion.

Beweis Die Surjektivitét ist trivial, und aus au = au’ folgt v = v’ durch Linksmultipli-
kation mit a~ .

Sind zwei der drei Méchtigkeiten in 1.6 endlich, so auch die dritte, und die Gleichheit ist
eine Gleichheit von natiirlichen Zahlen. Insbesondere gilt:

Corollar 1.8 ist G eine endliche Gruppe und U eine Untergruppe, so ist |U| ein Teiler
von |G|.



Lemma/Definition 1.9 Eine Untergruppe N < G einer Gruppe G heifit Normalteiler
(Bez. N < @), wenn die folgenden dquivalenten Bedingungen erfiillt sind

(i) gNg'C N firalle ged.
(ii) gNg'=N firalle ged.
(iii)) gN = Ng fiir alle g€ G.

Beweis (i) = (ii): aus gNg~! C N folgt durch Multiplikation mit g~' von links und g
von rechts
Ncg'Ng VgeG.

1

Durch Betrachtung von g=! folgt hieraus N C gNg~ !, also (ii).

(ii) = (iii): z€gN = glxe N=g'Ng = z€ Ny
r€Ng = zg'e N=gNg! = xe€gN

(iii) = (i): z€gNg? = 2z9€gN=Ng = z€N.
Beispiele 1.10 (a) {1} und G sind immer Normalteiler in G.

(b) Ist G abelsch, so ist jede Untergruppe Normalteiler.

(c) Die Untergruppe U; = {0 € S, | o(i) = i} ist kein Normalteiler von S, fiir n > 3.
(Ubungsaufgabe!)

Lemma 1.11 Ist ¢ : G — G’ ein Gruppenhomomorphismus, so ist fiir jeden Normalteiler
N’ von G’ die Menge ¢~ '(N’) ein Normalteiler in G.

Beweis Ist h € ¢! (N'), so gilt fiir g € G

e(ghg™) = w(9)e(h)p(9) " € N',

also ghg™' € ™1 (N').

Corollar 1.12 Ker ¢ ist ein Normalteiler.

Die folgende Konstruktion zeigt, dass jeder Normalteiler so entsteht.

Satz/Definition 1.13 Sei G eine Gruppe und N < G ein Normalteiler.
(a) Es gibt genau eine Verkniipfung - auf G/N = N\G derart, dass gilt:
(i) (G/N,-) ist eine Gruppe.

(i) Die kanonische Surjektion 7: G — G/N ist ein Homomorphismus.
g = gN

(b) G/N mit dieser Verkniipfung heifit die Faktorgruppe von G modulo (oder nach) N.

(c) Es ist N = ker(w), und in der Gruppe G/N ist die Nebenklasse eN = N das neutrale
Element und ™' N das Inverse von aN.

Beweis Soll 7 ein Homomorphismus sein, so gilt notwendigerweise
aN -bN = 7(a)w(b) = m(ab) = abN .
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Dies zeigt die Eindeutigkeit der Verkniipfung. Als néchstes haben wir zu zeigen, dass diese
Definition wohldefiniert ist. Ist aber ¢’ N = aN und &’ N = bN, so ist a='a’ = n; € N und
b='6' =ny € N, also

(ab) M (a't) = b (a ' W = b (a ta )b ') = (b nib)ny € N,

da N ein Normalteiler ist. Es folgt '’ N = abN. Aus den Gruppeneigenschaften von
G folgt nun sofort, dass G/N eine Gruppe ist, wobei eN - aN = aN = aN - eN und
a”'N-aN =eN = aN -a 'N. SchlieBlich gilt:

g€ker(r) & gN=eN=N & g€eN.

Beispiel 1.14 Fiir m € Z ist mZ ein Normalteiler in Z, und die Faktorgruppe Z/mZ
heifit die Gruppe der Restklassen modulo m (diese Gruppe wird auch mit Z/m, Z,, oder
Zm bezeichnet). Bezeichnet @ = a+mZ die Nebenklasse von a, die hier auch als Restklasse
von a (modulo m) bezeichnet wird (wegen der Beziehung zum Teilen durch m mit Rest),
so gilt nach 1.12 die einfache Regel

G+b=a+b,

weiter ist 0 das Nullelement, und das Inverse von @ ist —a. Man rechnet also wie in Z,
wobei man immer zu anderen Représentanten der Restklasse {ibergehen kann. Fiir m = 5
gilt z.B.

1+ 2 =3
343=06-=125%mz5z
4 + 4 =8 =3
Offenbar bilden fiir m > 0 die ganzen Zahlen 0,1,2,...,m — 1 ein Repréisentantensystem

von Z/mZ; also ist
Z/mZ =1{0,1,2,...,m — 1}.

Man beachte, dass m — ¢ das Inverse von i ist. Fiir a,b € Z schreibt man
a=b (modm) (odera=b modm, oder a=b(m))
und spricht “a ist kongruent zu b modulo m”, wenn
a+mZ=>b+mZ (& a=b < a-bemZ).
Man schreibt auch oft a mod mZ (oder &hnliches) fir a+ mZ.

Wie man im obigen Beispiel sieht, kann man sich G/N als eine Gruppe vorstellen, in der

man “wie in G rechnet”, wobei man die “Elemente in N gleich Eins (bzw. Null) setzt”.
Dies kann prézisiert werden:

Satz 1.15 (universelle Eigenschaft der Faktorgruppe) Sei N < G ein Normalteiler einer
Gruppe G. Ist ¢ : G — G’ ein Gruppenhomomorphismus mit ¢(n) = 1 fiir alle n € N,



so gibt es genau einen Homomorphismus @ : G/N — G’, der das folgende Diagramm
kommutativ macht (d.h., es gilt ¢ =@ o)

Beweis Eindeutigkeit: Aus der Kommutativitéit des Diagramms folgt

p(aN) =@(m(a)) = ¢(a) fira € G.
Wohldefiniertheit: Ist aN = bN, so ist a = bn mit n € N, und somit ¢(a) = @(bn) =
p(b)p(n) = ¢(b).
Homomorphieeigenschaft: fiir a,b € G ist (aN - bN) = @(abN) = ¢(ab) = p(a)p(b) =
P(aN)B(bN).

Lemma 1.16 In der obigen Situation ist ker(®) = ker(¢)/N, und % ist ein Epimorphis-
mus, falls ¢ dies ist.

Beweis Wir bemerken zunéchst, dass nach Voraussetzung
N C ker(p),
und dass fiir jede Untergruppe U von G mit N C U die Menge
U/N={uN|ueU}

offenbar eine Untergruppe von G/N bildet. Es gilt nun p(aN) =1 < ¢la)=1 <
a € ker ¢ und damit die erste Aussage. Die letzte Aussage ist trivial.

Satz 1.17 (Homomorphiesatz) Ist ¢ : G — G’ ein Gruppenhomomorphismus, so induziert
¢ einen Monomorphismus
P :G/ker(p) — G .
und einen Isomorphismus
©: G/ker(p) — im(yp).

Beweis Dies ist einfach der Fall N = ker(y) von Satz 1.15: Nach 1.16 ist dann ker(p) =
ker(y)/ ker(p) = {ker(y} die triviale Gruppe und damit @ injektiv. Schrankt man rechts
auf im(y) = im(9) ein, so ist die Abbildung auch surjektiv, woraus die zweite Behauptung
folgt.

Corollar 1.18 (Erster Isomorphiesatz) Sei G eine Gruppe, N < G ein Normalteiler und
H < G eine Untergruppe.

(a) HN :={hn | h € Hyn € N} = NH ist eine Untergruppe von G.
(b) N ist ein Normalteiler von HN.



(¢c) HN N ist Normalteiler von H, und man hat einen Isomorphismus

H/HNN = HN/N
h(HNN)=h + h=hN.

Beweis (a): Sind = hn und 2/ = h'n’ € HN (h,' € H,n,n' € N), so ist za'~! =
hn(h'n’)~' = hnn/7 W=t = W/~ W'nn/~'h'~' € HN, da I/ (nn/~')R'~' € ¥ NI/~! C N.

(b) Wegen 1 € H ist N C HN, und N ist Normalteiler von jeder Untergruppe U < G
mit N C U.

(c) Betrachte die Komposition
H— G- G/N.

Dies ist ein Homomorphismus (als Komposition von Homomorphismen) mit Bild HN/N
und Kern H N N. Die Behauptung folgt dann mit dem Homomorphiesatz 1.17.

Corollar 1.19 (Zweiter Isomorphiesatz) Sind M und N Normalteiler einer Gruppe G,
mit M C N, so gilt

(a) N/M ist Normalteiler von G /M.

(b) Man hat einen Isomorphismus

Beweis Fiir den Epimorphismus G —— G/N hat man M C N = ker(7) und damit, nach
1.15, einen induzierten Epimorphismus

7:G/M — G/N.

Dieser hat den Kern ker(w)/M = N/M, und mit dem Homomorphiesatz 1.17 folgt die
Behauptung.

82 Zyklische Gruppen

Definition 2.1 Sei G eine Gruppe. Fiir eine Teilmenge M C G sei < M > die kleinste
Untergruppe von G, die M enthélt. Sie heifit die von M erzeugte Untergruppe.

Bemerkungen 2.2 (a) Siche Ubungsaufgabe 1 fiir eine explizite Beschreibung von
<M >.

(b) Fiir g € G sei < g > := < {g} >, also die kleinste Untergruppe die g enthilt. Dann
ist
<g>={g"Inek},



wobei ¢" := g...g (n-mal) fir n € N,¢° = 1 und ¢" = (¢~ ")/l fiir n < 0.

Dies folgt aus Ubungsaufgabe 1 oder so: Offenbar enthilt < g > alle g" (n € Z). Weiter
zeigt man leicht

m-+n

Hieraus folgt, dass {¢" | n € Z} eine Untergruppe von G ist.

(c) Ist A eine abelsche Gruppe und schreiben wir die Verkniipfung als +, so schreiben wir
eher na statt ™, also na = a+ ...+ a (n-mal) fiir n € N, 0a = 0, (—n)a = —(na) fiir
n € N.

Definition 2.3 Eine Gruppe G heifit zyklisch, wenn sie von einem Element erzeugt wird,
d.h., wenn es ein g € GG gibt mit G =< g > (ein solches g heifit dann erzeugendes Element
von G).

Satz 2.4 Sei G eine zyklische Gruppe.
(a) Hat G unendliche Ordnung, so ist G isomorph zu Z.
(b) Hat G die Ordnung m mit m € N, so ist G isomorph zu Z/mZ.

Wir beginnen mit zwei Voriiberlegungen.

Lemma 2.5 Sei GG eine beliebige Gruppe und g € G ein Element. Dann gibt es genau
einen Homomorphismus

Ve Z— G
mit 1,(1) = ¢g. Das Bild von 1, ist die von g erzeugte Untergruppe < g >.

Beweis Die Eindeutigkeit von 1), ist klar: es ist notwendigerweise fiir n € Z

Yg(n) = g"

wie man leicht durch Induktion beweist. Dies ergibt eine wohldefinierte Abbildung, und
diese ist ein Homomorphismus wegen der Regel aus (2.2.1)

¢ = g%gb fir a,b € Z.

SchlieBlich ist nach Konstruktion Im(i,) = {¢" |n € Z} =< g >.
Lemma 2.6 Alle Untergruppen von 7Z sind von der Gestalt mZ fiir ein m € Z.

Beweis Sei U eine Untergruppe von Z. Ist U = {0}, so kénnen wir m = 0 nehmen.
Andernfalls ist U NN # (). Sei m die kleinste natiirliche Zahl mit m € U. Dann ist
offenbar mZ C U. Sei umgekehrt n € U. Es gibt k,r € Z mit 0 < r < m und

n=km-+r.

Da U Untergruppe ist, folgt » = n — km € U. Wegen der Minimalitdt von m muss r = 0
sein, also n € mZ.
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Damit kommen wir zum

Beweis von Satz 2.4 Sei g € G ein erzeugendes Element. Dann ist
Ve Z— G

ein Epimorphismus. Sei m € Z mit Ker(t,) = mZ. Ist m = 0, so ist 1, ein Isomorphismus
und G unendlich. Ist m # 0, ohne Einschrinkung m € N, so induziert ¢, nach dem
Homomorphiesatz 1.17 einen Isomorphismus

Z/mZ — G, a-+mZw— g*,

und es ist |G| = |Z/mZ| = m.
Corollar 2.7 Zyklische Gruppen gleicher Ordnung sind isomorph.

Definition 2.8 Sei GG eine Gruppe. Fiir g € G wird die Ordnung von ¢ definiert als
ord(g) = min{n e N| ¢" =1}.

(Dies ist oo, falls es kein n € N gibt mit g" = 1).

Lemma 2.9 ord(g) =| < g > |

Beweis Betrachte den Epimorphismus

Vg L — <g>
n — g

Gibt es kein n € N mit ¢" = 1, so ist 1, ein Isomorphismus und | < g > | = |Z| = oc.
Gibt es ein n € N mit ¢” = 1, also mit n € ker(¢,), und ist m das minimale solche n, so
ist nach dem Beweis von Lemma 2.6 ker(¢)y) = mZ und der Homorphiesatz liefert einen
Isomorphismus

Z/mZ — <g> .

Es folgt m = |Z/mZ| =| < g > |.

Corollar 2.10 Ist G eine endliche Gruppe und g € G, so teilt ord(g) die Gruppenordnung
|G|. Insbesondere gilt ¢/¢! = 1 fiir alle g € G.

Beweis Nach dem Satz von Lagrange teilt | < g > | die Gruppenordnung.

Bemerkung 2.11 Sei G eine endliche Gruppe der Ordnung n. Dann ist G genau dann
zyklisch, wenn es ein Element der Ordnung n in 0 gibt. Ist ndmlich g € G ein beliebiges
Element mit ord(g) = n, so ist g ein Erzeugendes von G : Aus | < g > | = n = |G| folgt
< g >= G. Die umgekehrte Richtung ist klar.

Beispiel 2.12 Sei n € N. Die Gruppe
iy,

pn={CeC*|("=1}={en"|k=0,...,n—1}

11



der n-ten Einheitswurzeln in C hat die Ordnung n. Jede primitive n-te Einheitswurzel ¢
(d.h., ¢ € p, mit ord(¢) = n) erzeugt p,, und wir haben einen Isomorphismus

Z/nZ — i,
a mod nZ +— (°.

Corollar 2.13 Sei p eine Primzahl. Ist G eine Gruppe der Ordnung p, so ist G zyklisch
(also insbesondere abelsch), und jedes nicht-triviale Element erzeugt G.

Beweis Ist 1 # g € G, so muss | < g > | nach Lagrange die Ordnung von G teilen und
ist nicht 1. Es folgt | < g > | = p und damit < g >= G.

Satz 2.14 Untergruppen und homomorphe Bilder von zyklischen Gruppen sind wieder
zyklisch.

Beweis Sei G zyklisch und U < G eine Untergruppe. Sei g € G ein Erzeugendes und
Vg Z -G, l—g

der zugehorige Epimorphismus. Dann ist wg_l(U ) eine Untergruppe von Z, d.h., von der
Form mZ fiir ein m € Z (Lemma 2.6). Es folgt

U=, (U) = h,(mZ) = < g™ > =G™.

Insbesondere ist U zyklisch, erzeugt von ¢". Die Behauptung iiber homomorphe Bilder
ist trivial.

83 Ringe, Ringhomomorphismen und Ideale

Erinnerung 3.1 (a) Ein Ring ist eine Menge R mit zwei (inneren) Verkniipfungen + und
-, so dass gilt:

(i) (R, +) ist eine kommutative Gruppe.

(ii) - ist assoziativ.

(iii) Es gelten die Distributivgesetze.

(b) R heiBt Ring mit Eins, wenn es ein Element 1 € R gibt mit lz = 2 = z1 fiir alle
x € R. Dieses Element 1 ist eindeutig.

c¢) R heifit kommutativ, wenn - kommutativ ist.

Bemerkung 3.2 In einem Ring R mit Eins ist 1 # 0 genau dann wenn R # {0}: Ist
R # {0} und z € R~ {0}, so ist wegen 1-2z =z und 0-x = 0 (gilt in jedem Ring!) 1 # 0.

Definition 3.3 Sei R ein Ring mit Eins 1 # 0. Ein Element a € R heifit Einheit, wenn es
ein b € R gibt mit ab = 1 = ba. Die Menge der Einheiten in R wird mit R* bezeichnet.

Lemma 3.4 (R*,-) ist eine Gruppe.
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Beweis Fiir a,b € R* seien o/, € R mit aa’ =1 = d’a und b0’ = 1 = b’b. Dann sind o’
und ¥’ € R* und es gilt abb'a’ = 1 = b'd’ab, also ab € R*. Wegen 1-1 = 1 ist auch 1 € R*
und es folgt sofort, dass R* eine Gruppe ist.

Corollar /Definition 3.5 Ist a € R*, so gibt es genau ein b € R mit ab = 1 = ba. Dieses
wird mit a~! bezeichnet.

Beweis Dies ist eine allgmeine Eigenschaft von Gruppen.

Beispiele 3.6 (a) Ist R ein Ring, so ist die Menge M, (R) der (n x n)-Matrizen mit
Koeffizienten aus R ein Ring mit der iiblichen Matrixaddition ((a;;)+(b;;) = (a;;+b;;)) und

Matrixmultiplikation ((a;;)(bi;) = (ci;) mit ¢;; = > aixby;). Selbst wenn R kommutativ
k=1

ist, so ist M, (R) nicht kommutativ fiir n > 2. Hat R eine Eins 1, so hat M, (R) die Eins

1 0

(0 . 1)

(b) Fiir einen Ring R mit Eins 1 # 0 ist per definitionem GI,(R) die Einheitengruppe
von M, (R), niamlich die Gruppe der invertierbaren Matrizen.

Ist R kommutativ, so kann man Determinanten definieren (zum Beispiel mit der Leibniz-

Formel) und es gilt die Cramersche Regel. Mit dieser folgt fiir A € M, (R):

AeGl,(R) < det(A) e R*.

(c) Die Einheitengruppe von Z ist {£1}, denn fiir eine natiirliche Zahl m > 1 und
jede natiirliche Zahl n ist m -n > 1, m-(—n) = —m -n < 0, und entsprechend

(=m)n, (=m)(=n) # 1.

Definition 3.7 (a) Eine Abbildung ¢ : R — R’ zwischen Ringen heifit (Ring-)Homomor-
phismus, wenn

p(ri+1r2) = p(r1) + ¢(r2),  p(ri-r2) = (1) - (rs2)

fiir r, 7o € R. Haben R und R’ Einselemente, so fordert man noch, dass ¢(1) =1 ist.

(b) ¢ heiffit Monomorphismus (bzw. Epimorphismus, bzw. Isomorphismus, bzw. Auto-
morphismus), wenn ¢ injektiv (bzw. surjektiv, bzw. bijektiv, bzw. bijektiv und R = R’
ist).

Definition 3.8 Eine Teilmenge R’ C R heifit Unterring, wenn R’ eine Untergruppe von
(R,+) ist, und wenn a - b € R’ fiir alle a,b € R’ (Dann ist R’ mit den Einschrdnkungen
von + und - ein Ring, und die Inklusion R’ C R ist ein Ringhomomorphismus).

Definition 3.9 Eine Teilmenge a eines Ringes R heifit (zweiseitiges) Ideal von R, wenn
gilt

(i) a ist eine Untergruppe der additiven Gruppe von R,

(ii) Fiir jedes a € a und = € R gilt za € a und az € a.
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Beispiele 3.10 (a) Ist R ein Ring, so sind {0} und R immer Ideale von R und heiflen die
trivialen Ideale.

(b) Ist R ein kommutativer Ring, so ist fiir jedes a € R die Menge Ra = {ra | r € R} ein
Ideal.

(c) Insbesondere ist in Z jede Untergruppe (der additiven Gruppe Z) auch ein Ideal: die
Untergruppen sind nach 2.6 von der Gestalt mZ(= Zm), fir m € Z, und dies ist ein Ideal
nach (b).

(d) Jedes Ideal ist auch ein Unterring (i.a. ohne Eins, s.u.).

Lemma 3.11 Sei ¢ : R — R’ ein Ringhomomorphismus.

(a) Ist ¢ : R¥ — R" ein zweiter Ringhomomorphismus, so ist ¥ o ¢ : R — R” ein
Ringhomomorphismus.

(b) Ist ¢ ein Ringisomorphismus, so auch o

—~

c) Das Bild von ¢ (Bez. im(y)) ist ein Unterring von R'-

—~

d) Ist @ ein Ideal (bzw. Unterring) von R/, so ist ¢~ !(a’) ein Ideal (bzw. Unterring) von

B

(e) Insbesondere ist der Kern von ¢,

ker(p) = {a € R | p(a) = 0},

ein Ideal von R.
Beweis: vollkommen analog zum Fall der Gruppen.

Proposition 3.12 Sei R # {0} ein Ring mit Eins.

(a) Enthélt ein Ideal a von R eine Einheit von R, so ist a = R.

(b) Ist R ein Schiefkorper, so besitzt R nur die trivialen Ideale {0} und R.
(c) Ist R kommutativ, so gilt auch die Umkehrung von (b).

Beweis (a): Ist a € a eine Einheit, so gibt es ein ¢/ € R mit 1 = d’a € a. Es folgt
r =2zl € afiir alle x € R.

(b): Sei a ein Ideal von R. Ist a # 0, also etwa 0 # a € a, so ist nach Voraussetzung a
eine Einheit, also a = R nach (a).

(c): Ist 0 # r € R, so ist Rr ein Ideal # 0 (da r = 1r € Rr). Also ist Rr = R, d.h., es
gibt ein ' € R mit r'r = 1.
Lemma/Definition 3.13 Sei R ein Ring.

(a) Ist (a;);er eine nicht-leere Familie von Idealen von R, so ist () a; ein Ideal von R.
el
(b) Ist A C R eine Teilmenge von R, so ist

A= a

aldeal
ACa
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das kleinste Ideal von R, welches A umfafit und heifit das von A erzeugte Ideal. Ist
A ={ay,...,a,} endlich, so schreibt man statt (A) meist (ay,...,a,).

(c) Ist R kommutativ mit Eins, so ist
(A) ={>_ria; | ne NU{0},ay,...,a, € A,ry,...,7, € R}
i=1

(mit der iiblichen Konvention, dass die leere Summe = 0 ist).

Beweis (a) und (b) sind klar. Die in (c) rechts stehende Menge ist ein Ideal, enthdlt A
(da a = la fiir a € A), und ist andererseits in jedem Ideal enthalten, welches A enthélt,
woraus (c) folgt.

Lemma /Definition 3.14 Sein a, b Ideale eines Ringes R, so ist
a+b={a+b|lacabeb}

ein Ideal von R und heifit die Summe von a und b. Esist a4+ b = (aUb), dh., a+ b
das kleinste Ideal, welches a und b umfasst. Allgemeiner ist fiir eine Familie (a;);c; von
Idealen in R

Zal:{z al/|nEN,aV6aiV7iVGI}:(Uai)
v=1

iel i€l
das kleinste Ideal, welches alle a; umfasst.

Der Beweis der Behauptungen in 3.14 ist klar.

Jedes Ideal a eines Ringes R ist insbesondere ein Normalteiler seiner additiven Gruppe
(da letztere abelsch ist). Man kann daher die Faktorgruppe

R/a={x+a|x e R}
bilden. Diese ist abelsch, mit Verkniipfung

(x4+a)+(y+a)=(x+y)+a.

Satz 3.15 Es gibt genau eine Verkniipfung - auf R/a derart, dass (R/a,+,-) ein Ring
und die kanonische Abbildung 7 : R — R/a ein Ringhomomorphismus ist.

Beweis Es ist notwendigerweise
(z+a) (y+a)=mn(r) 7y =n(z-y)=z-y+a.

Dies ist wohldefiniert: ist t+a =2'+aund y+a =y +a,soist 2’ —x € aund y' —y € q,
und damit

ay —ay = —2)y +a(y —y) €,
d.h., 2’y + a = xy + a. Damit ist dann R/a ein Ring (das Assoziativgesetz der Multipli-

kation und die Distributivgesetze iibertragen sich von R auf R/a) und 7 ein Ringhomo-
morphismus (wir wissen schon, dass 7(z + y) = 7(z) + 7(y) ist).
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Definition 3.16 (a) Der Ring R/a heifit Restklassenring von R modulo a.

(b) Fiir t —y € a (& x4+ a =y + a) schreibt man auch x =y mod a (x kongruent zu y
modulo a), vergleiche 1.14.

Lemma 3.17 (a) Ist R kommutativ, so auch R/a.

(b) Hat R eine Eins 1, so ist 1 + a Einselement von R/a, und ¢ : R — R/a bildet die
Einsen aufeinander ab.

(c) Eine Teilmenge a eines Ringes R ist genau dann ein Ideal, wenn es einen Ringhomo-
morphismus ¢ : R — R’ mit a = ker(yp) gibt.

Beweis Dies ist alles klar. Fiir (c) beachte, dass der Kern von R — R/a gleich a ist.

Beispiel 3.18 Fiir jedes m € Z ist Z [ mZ ein Ring, genannt der Restklassenring modulo
m. Setzen wir @ = a+mZ, soist a+b=a+bund @-b = a-b. Zum Beispiel ist in Z/5Z

3+2=5=0, 3-2=6=1.

Sei (Z/mZ)* die Gruppe der Einheiten in Z/mZ; diese heifit die prime Restklassengruppe
(oder Primrestklassengruppe) modulo m. Es gilt fiir a € Z

a+mZ e (Z/mZ)*

db € Z mit ab+mZ =1+ miZ

db€Z mitab—-1€mZ

db,r € Z mit ab+mr =1

a und m sind teilerfremd (nach dem Lemma unten).

teoe

Insbesondere ist (Z/mZ)* die Menge der Erzeugenden der additiven Gruppe Z/mZ, und
es gilt |(Z/mZ)*| = ¢(m), wobei ¢ die Eulersche p-Funktion ist.

Lemma 3.19 Fiir ganze Zahlen m,n € Z gilt: m und n sind teilerfremd (d.h., die einzigen
gemeinsamen Teiler sind +1 und —1) genau dann, wenn es r, s € Z gibt mit rm+ sn = 1.

Beweis: Es geniigt, dies fiir natiirliche Zahlen m,n zu zeigen. Haben m und n einen
gemeinsamen Teiler, so kann es offenbar keine Gleichung rm + sn = 1 geben. Haben m
und n keinen gemeinsamen Teiler d > 1, so zeigen wir durch Induktion iiber n, dass es
r,s € Z mit rm + sn = 1 gibt. Fiir n = 1 ist nichts zu zeigen. Fiir n > 1 gibt es q,c € Z
mit 0 < ¢ < n mit

m=qn—+c

(¢ > 0, da m nicht durch n teilbar ist). Hieraus folgt, dass n und ¢ keinen gemeinsamen
Teiler d > 1 haben (dieser wiirde auch m teilen). Nach Induktionsvoraussetzung gibt es
a,b € Z mit an + bc = 1. Dann ist

1 =an+bc=an+ b(m—qgn) =bm+ (a — bg)n.

Die in §1 gezeigten Homomorphie- und Isomorphiesitze haben Analoga fiir Ringe.
Satz 3.20 Sei ¢ : R — R’ ein Ringhomomorphismus.
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(a) Ist a ein Ideal von R mit p(a) = {0} (d.h., a C ker(y)), so gibt es einen eindeutig
bestimmten Ringhomomorphismus @ : R/a — R’ der das Diagramm

kommutativ macht.

(b) (Homomorphiesatz) ¢ induziert einen Ringhomomorphismus
?: R/ker(p) — R’
und einen Isomorphismus von Ringen

P : R/ ker(p) — im(p).

Beweis Der in 1.15 hergeleitete Gruppenhomomorphismus @ : R/a — R’ der additiven
Gruppen, mit @(r + a) = ¢(r), ist auch ein Ringhomomorphismus.

Satz 3.21 Sei ¢ : R — R’ ein Ringhomomorphismus (Dann heifit R’ auch homomorphes
Bild von R). Sei I’ die Menge der Ideale von R’ und I(ker(y)) = {a | a Ideal von R und
ker(y) C a}. Dann ist
o 1 = I(ker())
a = o ()

eine Bijektion mit Umkehrabbildung a — ¢(a).

Beweis: Ubungsaufgabel!

Beispiel 3.22 Ist a ein Ideal eines Ringes R, so liefert
b—b/a

eine Bijektion zwischen den Idealen von R die a umfassen und den Idealen von R/a
(betrachte R — R/a).

Satz 3.23 (Zweiter Isomorphiesatz) seien a C b Ideale eines Ringes R. Dann ist die
kanonische Bijektion (vergl. 1.19)

¢ (R/a)/(b/a) — R/b

ein Ringhomomorphismus.

Beweis Man beachte, dass b/a nach 3.22 ein Ideal von R/a ist. Die Multiplikativitét von
@ ist klar.

Es sei dem Leser als Ubung iiberlassen, das ringtheoretische Analogon des ersten Isomor-
phiesatzes zu formulieren und zu beweisen.
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Satz 3.24 (Chinesischer Restsatz) Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und seien
a,...,a, Ideale von R derart, dass a;, + a; = R fiir ¢ # j. Dann hat man einen Isomor-
phismus

R/ﬂai;R/alx...xR/an.

i=1

Beweis Definiere ¢ : R — [[ R/a; vermoge
i=1

o(r)y=r+ay,...,r+a,).

Offenbar ist dies ein Ringhomomorphismus, und es ist ker(¢) = () a;. Es bleibt die
i=1

Surjektivitdt von ¢ zu zeigen, dann folgt die Behauptung mit dem Homomorphiesatz.
Seien rq,...,7, € R; wir miissen ein r € R konstruieren mit r —r; € a; firi =1,...,n,
wobei ohne Einschrénkung n > 2 ist.

Sei j € {1,...,n}. Nach Voraussetzung gibt es fiir jedes ¢ # j Elemente a;; € a; und
bij c a; mit

1= CLij -+ bij .
Setze s; := [] a;;; dann ist s; € a; fiir jedes i # jund s; = [[(1—0b;;) € 1 +a; :={1l+a|
7] i#]
a € a;}. Mit anderen Worten ist
sj = 1 mod a;
s; = 0 moda; fliri##j.

n
Mit r := > r;s; ist dann r = r;s; = r; mod a;.
Jj=1

Beispiel 3.25 (klassischer Chinesischer Restsatz) Sind my, ..., m, € Z paarweise teiler-

fremd, so ist
Z)my..mpyZ —— ZLJmZx ...xXZ/m,Z.

Es ist ndmlich m;,Z4+m;Z = ggT(m;, m;)Z = Z fir i # jund ( myZ = kgV (mq, ..., mp)ZL =
i=1
[] miZ (siehe auch §5). Explizit bedeutet der obige Isomorphismus: es gibt zu vorgege-
i=1
benen ay,...,a, € Z ein x € 7Z mit
r=a; modm; 1=1,...,n.

Ist x eine Losung dieses Systems von Kongruenzen, so ist x 4+ my ... m,Z die Menge aller
Losungen.

Im Hinblick auf dieses klassische Beispiel nennt man Ideale a und b in einem kommutativen
Ring mit Eins teilerfremd, wenn a + b = R. Die Voraussetzung von 3.24 ist also, dass die
a; paarweise teilerfremd sind.

Wir kommen nun zu drei wichtigen Definitionen fiir Ringe und Ideale.
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Definition 3.26 (a) Ein Element r in einem Ring R heifit Nullteiler, wenn es ein Element
s € R~ {0} gibt mit r-s =0 oder s-r =0.

(b) Ein Ring R heifit nullteilerfrei, wenn es auler der 0 keine Nullteiler gibt.

(c¢) Ein kommutativer Ring R mit Eins heifft Integritéitsring (oder Integritatsbereich),
wenn R # 0 und nullteilerfrei ist.

Beispiel 3.27 (a) Z ist ein Integrititsring.

(b) Jeder (Schief-)Korper ist ein Integritéitsring.

Definition 3.28 Ein Ideal p in einem Ring R heifit Primideal (oder prim), wenn p # R
ist und wenn fiir alle a,b € R gilt

abep = acp oder bep.

Beispiel 3.29 Ist p eine Primzahl, so ist pZ ein Primideal in Z. Denn es ist pZ # 7Z, und
fiir a € Z gilt a € pZ genau dann wenn p | a. Fiir a,b € Z gilt aber

plab = pla oder p|b.

Definition 3.30 Ein Ideal m in einem Ring heifit maximal, wenn m # R und wenn es
kein Ideal a € R mit m ; a ; R gibt.

Beispiel 3.31 Ist K ein (Schief-)Korper, so ist (0) ein maximales Ideal (siehe 3.12 (b)).

Satz 3.32 Sei R ein kommutativer Ring mit Fins.
(a) Ein Ideal p C R ist genau dann ein Primideal, wenn R/p ein Integritétsring ist.

(b) Ein Ideal p C R ist genau dann maximal, wenn R/m ein Korper ist.

Beweis (a): Zunichst ist p # R genau dann, wenn R/p # 0. Weiter gilt fiir a € R genau
dann a € p wenn @ = 0 in R/p, wobei @ die Restklasse von a in R/p bezeichnet. Daher ist

abep = acp oder bep
dquivalent zu ~ ~

ab=0 = a=0 oder b=0,
und Letzteres bedeutet die Nullteilerfreiheit von R/p.

(b): Da die Ideale in R/m gerade den Idealen a C R mit m C a C R entsprechen, folgt die
Behauptung daraus, dass der kommutative Ring mit Eins R/m genau dann ein Korper
ist, wenn er nur die trivialen Ideale hat (die in R den Idealen m und R entsprechen).

Corollar 3.33 Sei R ein kommutativer Ring mit Eins.
(a) R ist Integritdtsring genau dann, wenn (0) ein Primideal ist.

(b) R ist ein Korper genau dann, wenn (0) ein maximales Ideal ist.
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(c) Jedes maximale Ideal ist auch ein Primideal.

Beweis (a) und (b) folgen aus der Isomorphie R/(0) = R, und (c) folgt aus 3.32 und
Beispiel 3.27 (b).

Satz 3.34 Fiir m € N sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) m ist eine Primzahl.

(b) Z/mZ ist ein Integritétsring.

(¢) Z/mZ ist ein Korper.

Beweis: (a) = (c): Ist m = p Primzahl, so besteht (Z/pZ)* nach Beispiel 3.18 aus allen
Elementen ungleich 0, némlich 1,2,...,p — 1.

(¢) = (b): gilt allgemein.

(b) = (a): Ist m keine Primzahl, also etwa m = c¢-d mit 0 < ¢,d < m, so ist ¢ # 0,d # 0,
oder ¢d = cd =m = 0.

84 Polynomringe

In diesem Abschnitt seien alle Ringe kommutativ mit Eins und die Ringhomomorphismen
sollen immer die Eins respektieren (¢(1) = 1).

4.1 Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Naiv ist ein Polynom in einer Unbestimmeten
X iiber R ein “formaler Ausdruck”

fX)=a+uX+...+a, X"

mit n € NU{0} und ay, . ..,a, € R. Die a; heifien die Koeffizienten von f(X). Die Menge
R[X] der Polynome bildet einen Ring, wenn man fiir ein zweites Polynom

g X)=by+ b X +...+b,X™

die Summe von f(X) und g(X) definiert als

max (m,n)

FX)+9(X) = > (0 +b)X",

=0

wobei man a; = 0 fiir ¢ > n und b; = ¢ fiir ¢ > m setzt, und das Produkt definiert als

JX) +9(X) = (52 aib)X*.

Eine formal korrekte Definition, die auch fiir Polynomringe in beliebig vielen Variablen
geeignet ist, erhalten wir wie folgt:
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Definition 4.2 Der Polynomring iiber R in einer Variablen ist die Menge
RMo) .— (@i)ien, | @i =0 fiir fast alle i € Ng}

mit den Verkniipfungen
(ai)ieny + (bi)ieny = (@i + bi)ien,

n
(ai)ieNo ) (bi>i€No = (Ci)ieNo mit ¢, = Z aibn—; .
i=0

Schreiben wir X fiir das Element (0, 1,0, ...), so ist

X'=(0,..., 1 ,0,...) fiir i>0,

1
i—te Stelle

und jedes Element im Ring lésst sich schreiben als > a; X" mit n € Ny und ay, . .., a, € R.
i=0

Dies entspricht dem Element (ag,...,a,,0,0,...). Ungekehrt kénnen wir ein Element

(ag,ay, . ..) schreiben als

0 .
Z OJZ'XZ
i=0

wobei die Summe in Wirklichkeit endlich ist. Die Addition und Multiplikation ist dann
wie in 4.1 beschrieben, und wir schreiben auch R[X] fiir den Polynomring, wenn wir das
Element (0,1,0,...) mit X bezeichnen.

Bemerkungen 4.3 (a) Ein Polynom ist also durch seine Koeffizienten festgelegt und
nicht durch seine “Werte” (im Sinne des Einsetzens, siche 4.5 unten).

(b) Wir haben einen kanonischen Monomorphismus von Ringen

R — R[X]
a — a (=aX?=(a,0,...)).

Hieriiber fassen wir R immer als Unterring von R[X] auf.

Satz 4.4 (Universelle Eigenschaft des Polynomrings) Sei R’ ein Ring (mit Eins!) und
¢ : R — R’ ein Ringhomomorphismus (mit ¢(1) = 1!). Fiir jedes a € R’ gibt es genau
einen Ringhomomorphismus

¢a: R[X] — R
mit PR =¥ und ¢, (X) = a, ndmlich

n

(4.4.1) %(é aX) =3 pla)a

=1

Beweis Es ist klar, dass die Beziechung gelten muss, wenn ¢, ein Ringhomomorphismus
mit den beiden vorgegebenen Eigenschaften sein soll. Diese Definition ist andererseits
wohldefiniert, und macht ¢, zu einem Ringhomomorphismus mit den beiden gewiinschten
Eigenschaften.
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Bemerkung 4.5 Ist R C R’ eine Ringerweiterung, also R ein Unterring von R', so
erhalten wir fiir a € R’ also die Abbildung

RIX] — R
f(X):;)aiXi — ;aiai:: f(a).

Wir haben also einfach “die Variable X durch a ersetzt” und sprechen auch von dem

Einsetzungsmorphismus. Betrachten wir nur R' = R, so wird ein Polynom im Allgemeinen
nicht durch die Abbildung a — f(a) bestimmt: Fiir den Koérper Fo = Z /27 = {0, 1} gilt
zum Beispiel immer a? — a = 0, aber das Polynom X2 — X ist ungleich null.

Definition 4.6 Sei R C R’ eine Ringerweiterung und f = f(X) € R[X]. Ein Element
a € R heifit Nullstelle von f, wenn f(a) =0 (in R').

Definition 4.7 Fiir f € R[X] heifit

n falls 0# f=> aX" mit a, #0,
i=0
—oo falls f=0,

deg(f) =
der Grad von f. Ein Polynom 0 # f € R[X] heifit normiert, wenn sein Leitkoeffizient
a, = 1 ist.

Lemma 4.8 Wenn man mit —oo wie iiblich rechnet, gilt

(a) deg(fg) < deg(f)+deg(g), mit Gleicheit, falls das Produkt der Leitkoeffizienten von
0 verschieden ist.

(b) deg(f + g) < max (deg(f),deg(g)) mit Gleichheit falls deg(f) # deg(g).

Beweis selbst.

Definition 4.9 Ist f(X) = > ;X" ein Polynom in R[X]| und a, # 0, so heiit a, € R
i=0

der Leitkoeffizient von f.

Satz 4.10 (Division mit Rest) Seien f,g € R[X], beide # 0.
(a) Ist b der Leitkoeffizient von g und

k = max {0,deg(f) — deg(g) + 1},
so gibt es Polynome ¢, € R[X] mit

Vf=gqg+r und deg(r) < deg(g).

(b) Ist b keine Nullteiler von R, so sind ¢ und r eindeutig bestimmt.

(c) Ist b eine Einheit von R, so gibt es eindeutig bestimmte ¢,r € R[X]| mit

f=qg+r und deg(r) < deg(g).
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Beweis (a): durch vollstandige Induktion iiber m := deg(f). Setze n := deg(g).

Sei zunéichst m = 0, also f € R~ {0}. Ist n =0,s0ist g = b,k =1 und bf = fg+0
eine Zerlegung wie behauptet. Fiir n > 0 ist K = 0 und f = 0g + f eine Zerlegung wie
benotigt.

Sei nun m > 0. Fiir n > m ist wieder k = 0 und f = 0g+ f eine Zerlegung wie gewiinscht.
Sei also n < m und a der Leitkoeffizient von f. Dann ist

m':=deg(bf —aX™ "g)<m—1,
nach Induktionsvoraussetzung gibt es also ¢/, € R[X| mit
VTN —aX™g) = ¢ - g+ und  deg(r') < deg(g).
Es folgt durch Multiplikation mit 5™ ', dass
R S

mit deg(r’) < deg(g), was zu zeigen war.

(b): Sei b kein Nullteiler und
dg+r'=qg+r,

deg(r), deg(r') < deg(g).
Fiir ¢’ # q folgt wegen (¢ —¢')g =1 — 1’

deg(g) > max{deg(r),deg(r’)}
> deg(r —r') = deg(g) +deg(q — ¢'),

was ein Widerspruch ist. Also ist ¢ = ¢’ und damit auch r = r’.

(c) ist klar mit (a) und (b).
Beispiel 4.11 (improvisiertes Teilen von Polynomen auf Zuruf)

Lemma 4.12 Ein Element a € R ist genau dann Nullstelle von f € R[X], wenn es ein
g € R[X] gibt mit f=g¢-(X —a).

Beweis Sei a € R eine Nullstelle von f. Fiir f # 0 gibt es g,r € R[X] mit
f=9(X—a)+r,

wobei deg(r) < deg((X —a)) =1, also r € R. Es folgt 0 = f(a) =, also f = g(X — a).
Der Fall f =0 und die umgekehrte Richtung sind trivial.

Satz 4.13 Ist R ein Integrititsring, so besitzt jedes 0 # f € R[X] hochstens deg(f) viele
Nullstellen in R.

Beweis durch vollstindige Induktion iiber n := deg(f): Ist n = 0, so ist f konstant, # 0,
hat also keine Nullstelle.
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Sei nun n > 0. Hat f keine Nullstelle, so ist man fertig. Hat f eine Nullstelle in a € R, so
gibt es ein g € R[X| mit f = (X —a)g. Da R ein Integrititsring ist, ist deg(g) = n—1, und
jede von a verschiedene Nullstelle von f ist Nullstelle von g. Nach Induktionsvoraussetzung
besitzt g hochstens n — 1 Nullstellen, daher f héchstens n Nullstellen in R.

Bespiele 4.14 (a) Das Polynom f = X? + 1 € R[X] besitzt keine Nullstelle in R, da
a?+1 > 1 fiir a € R ist, aber die zwei Nullstellen 4, —i in C.

(b) Sei Rle] = R & Re, mit (11 + roe)(r] + rhe) = riry + (rirhy + rori)e, der Ring der
dualen Zahlen iiber R (Es ist R[e] = R[X]/(X?)). Dann ist jedes re Nullstelle von
f = X2 Fiir R = Z sind dies unendlich viele Nullstellen.

Satz 4.15 Ein Ring R ist genau dann ein Integritéitsring, wenn dies fiir R[X] gilt.
Beweis: Unterringe von Integritdtsringen sind wieder solche. Ist umgekehrt R ein Inte-
gritdtsring und sind f, g € R[X|~\{0}, so ist nach Lemma 4.8 deg(f-g) = deg(f)+deg(g) #
—00, also f-g #0.

Wir diskutieren noch kurz Polynomringe in mehreren Variablen.

Definition 4.16 Fiir n € N ist der Polynomring in n Variablen iiber dem Ring R definiert
als die Menge

RM0) = {(as)aen, € R | a, =0 fiir fast alle o € Ny}

mit der Addition
und der Multiplikation

wobel

i—te-Stelle
Schreiben wir

B (1, a=(0,...1,..,0)
X; := (aq) mit aa—{o | sonst,

so konnen wir ein beliebiges Element (a,,) schreiben als

S X0 Y g X0 X
aeNp (a1,...,an)ENY
wobei X := X{1X3%--- X" fiir @ = (ay,...,a,) € Ny, und wobei die Summe in Wirk-

lichkeit endlich ist. Dies ist die iibliche Schreibweise als Polynom. Wir bezeichnen den
Polynomring dann auch mit R[ X, ..., X,].

Bemerkung 4.17 Offenbar konnen wir identifizieren

R[X1,...,X,] = R[Xy,..., X, 1][X.].
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Wir kénnen den Polynomring in n Variablen auch induktiv so definieren.

Beispiel 4.18 (n = 2) Benennen wir die zwei Variablen X; und X, um in X und Y, so
haben wir fiir die Elemente

f(X)Y) = 1+XY?+Y? = 14+ (1+X)Y?
g X,)Y) = X+X?°+Y = (X+X)+Y

in K[X,Y]

frg = X+X?+Y +X2Y24+ X3Y2 4+ XV3 4+ XY?2 4 X?2Y2 4+ Y3
= X+X?+YV + (X +2X?+ X3)Y? 4+ (1+ X)YV?3

85 Noethersche Ringe und Hauptidealringe
Sei R ein kommutativer Ring mit Eins.

Definition 5.1 (a) Ein Ideal a C R heifit Hauptideal, wenn es von einem Element erzeugt
wird: a = (a) fiir ein a € R. R heifit Hauptidealring, wenn jedes Ideal Hauptideal ist.

(b) Ein Ideal a C R heifit endlich erzeugt, wenn es ay, ..., a, € R gibt mit a = (ay,...,a,).
R heifit noethersch, wenn jedes Ideal endlich erzeugt ist.

Wir betrachten zunichst Hauptidealringe.

Definition 5.2 Ein Integrititsring R heifit euklidisch, wenn es eine Abbildung
d: R~ {0} — Ny

gibt mit der Eigenschaft: zu je zwei Elementen a,b € R~ {0} gibt es ¢, € R mit
(i) a = gb+ r, wobei
(i) 7 = 0 oder d(r) < d(b).

Bespiele 5.3 (a) Z mit | | : Z~ {0} — Ny, m +— |m|, ist euklidisch — das ist das bekannte
Teilen mit Rest.

(b) Nach 4.15 und 4.10 (c) ist fiir jeden Koérper K der Polynomring in einer Variablen
K[X] mit deg : K[X]\{0} — Ny, f — deg(f), euklidisch, denn jedes Element aus K~ {0}
ist eine Einheit.

Satz 5.4 Jeder euklidische Ring R ist ein Hauptidealring.

Beweis (vergleiche den Beweis von 2.6) Ist a ein Ideal von R, ohne Einschrénkung a #
{0}, so ist d(a ~ {0}) eine nichtleere Teilmenge von Ny, hat also ein kleinstes Element k.
Sei 0 # a € a mit d(a) = k; dann ist a = (a). Ware ndmlich b € a mit b ¢ (a), so gébe es
q,r € Rmit b= gqa+r, wobei r # 0 und d(r) < d(a) = k. Dar = b — ga in a liegt, wire
dies ein Widerspruch zur Minimalitat von k.
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Corollar 5.5 Ist K ein Korper und a C K[X] ein Ideal # {0}, so gibt es genau ein
normiertes Polynom f € K[X] mit a = (f).

Beweis Nach 5.3 (b) und 5.4 ist K[X] ein Hauptidealring; es gibt daher ein f € K[X]
mit a = (f). Ist a der Leitkoeffizient von f, soist a € K \ {0} = K*, ! f normiert und
(f) = (a7 f); es kann also f als normiert vorausgesetzt werden. Ist (f) = (g), so ist nach
dem folgenden Lemma f = ug mit u € K[X]* = K* (siche Ubungsaufgabe 7(i) fiir die
letzte Gleichheit). Sind f und g normiert, so ist notwendigerweise u = 1, also f = g.

Lemma 5.6 Ist R ein Integritdtsring und sind a,b € R, so gilt (a) = (b) genau dann
wenn a = ub fiir eine Einheit v € R*.

Beweis Gilt (a) = (b), so ist a = ub und b = va mit u,v € R, und damit a(1 — uv) = 0.
Ist a # 0, so folgt wv =1, d.h., u,v € R*.

Wir betrachten nun noethersche Ringe.

Proposition 5.7 Die folgenden Aussagen sind dquivalent.
(a) R ist noethersch.

(b) Jede aufsteigende Kette ag C a3 C as C ... von Idealen wird stationér, d.h., es gibt
ein n € N mit a,, = a, 4 fiir alle £ > 0.

(c) Jede nichtleere Menge I von Idealen von R besitzt ein maximales Element, d.h., es
existiert ein b € I derart, dass kein a € I existiert mit b ;Cé a.

Beweis (a) = (b): Man zeigt leicht, dass |J a, =: a ein Ideal ist (je endlich viele Elemente

n>0
von a liegen in einem a,, fiir geeignetes m € N). Ist a = (a4, ..., qa,), so gibt es auch ein
a, mit ay,...,a, € a,. Die Inklusionen
(al,...,ar) Ca, C Onitk Ca= (CLl,...,CLT)

sind dann alles Gleichheiten.

(b) = (c): Gébe es in I kein maximales Element, so hitte man eine aufsteigende Kette
WS Sas. ..
(c) = (a): Sei a ein Ideal von R und I die Menge aller in a enthaltenen endlich erzeugten
Ideale. Wegen {0} € I ist [ nichtleer, nach (c) gibt es also ein maximales Element ¢ =
(c1,...,¢.) € I. Esist nach Definition ¢ C a. Ist a € a, soist ¢/ = (¢y,...,¢,a) Ca, ¢ C ¢,
also ¢ = ¢’ wegen der Maximalitat von ¢, d.h., a € ¢. Damit ist a = ¢ endlich erzeugt.

Beispiele 5.8 (a) Korper und Hauptidealringe sind trivialerweise noethersch; insbeson-
dere ist Z noethersch.

(b) Der Ring C([0,1],R) der stetigen reellwertigen Funktionen auf dem Intervall [0, 1] ist
nicht noethersch: fiir jedes n € N ist die Menge a, = {f € C([0,1],R) | f|[0 1= 0} ein

Ideal, und esist a1 S ap G azs & .. ..

(¢) Ist R noethersch, so ist jedes epimorphe Bild R’ von R wieder noethersch.
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Satz 5.9 (Hilbertscher Basissatz) Ist R noethersch, so auch R[X].

Beweis (nach Heidrun Sarges) Angenommen a # {0} ist ein nicht endlich erzeugtes Ideal
in R[X]. Dann sei f; ein Polynom minimalen Grades in a \ {0}, f» minimalen Grades in
a~ (f1) usw., so dass man eine Folge fi, fa, f3, ... in a erhélt mit f; minimalen Grades in
a~ (fi,--, fee1). Sei ny = deg(fr) und a; der Leitkoeffizient von fi. Dann ist ngyq > ng
(nach Definition) und (ay, ..., ax) G (a1, ... apy41) fir alle &, also R nicht noethersch. Wire
namlich

k
g1 = >, Tiq; mit r; € R,
i=1

so lidge das Polynom

k
g = Z Til’nk"’l_nifi
=1

(2

in (fi1,..., fr) und hitte den Leitkoeffizienten ay,; und den Grad ng, ;. Dann wére fr 1 —
ge€a~(fi, .., fr) und deg(fri1—9g) < ngpy1 = deg(frs1), im Widerspruch zur Wahl von

fk+1-

Durch vollstéandige Induktion folgt:

Corollar 5.10 Ist R noethersch (z.B. R = Z oder R = ein Kérper K), soist R[ X7, ..., X,)]
noethersch.

86 Quotientenkdrper und faktorielle Ringe

Sei R ein Integritédtsring. Dann gibt es einen “kleinsten” R enthaltenden Koérper, den so-
genannten Quotientenkdrper Q(R). Dies verallgemeinert die Konstruktion der rationalen
Zahlen aus den ganzen Zahlen.

Konstruktion 6.1 Auf R x R~ {0} ist die Relation
(a,b) ~ (¢,d) & ad=bc

eine Aquivalenzrelation. Die Aquivalenzklasse von (a, b) beziiglich ~ werde mit % bezeich-
net und

Quot(R) = {% la,be R, b;é()}

sei die Menge der Aquivalenzklassen. Durch die Addition

a ¢ ad+bc
b dT T
und die Multiplikation
a ¢ ac
b d bd

wird Quot(R) zu einem Korper. Die Abbildung

t: R — Quot(R)

a
— =
a 1
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ist ein injektiver Ringhomomorphismus; wir fassen hiermit R als einen Unterring von

Quot(R) auf.
Beweis der Behauptungen: selbst!

Beispiele 6.2 (a) Es ist Quot(Z) = Q.
(b) Fiir einen Korper K ist Quot(K) = K.
Satz 6.3 (universelle Eigenschaft) Ist ¢ : R < K ein injektiver Ringhomomorphismus in

einem Korper (mit ¢(1) = 1!), so gibt es einen eindeutig bestimmten Ringhomomorphis-
mus ¢ : Quot(R) — K, der ¢ fortsetzt, d.h., fiir den das Diagramm

R&———— Quot(R)

\ y
-
-

P ElN

L/ s

K

kommutativ ist.

Beweis In Quot(R) ist

a a 1 a/b\ "
—=_.2=Z2(Z —q-b!
b 1b 1(1) ¢

wobei wir @ € R mit § € Quot(R) identifizieren). Es muss also gelten

5 (3) = plab™) = pla)p(v) "

Man rechnet leicht nach, dass diese Definition wohldefiniert ist und die damit definierte
Abbildung ¢ ein Ringhomomorphismus ist. Per Definition ist <,5| R =

Bemerkungen 6.4 (a) Ist ¢ : K — R ein nicht-trivialer Ringhomomorphismus, wobei
K ein Korper ist, so ist ¢ injektiv. Denn es ist ker(y) ein Ideal ungleich K, also null. Dies
gilt insbesondere, wenn R # 0 ist und (1) = 1 (da dann ¢(1) =1 # 0).

(b) Insbesondere ist jeder (Ring-)Homomorphismus ¢ von Koérpern injektiv (fiir diese
setzen wir immer (1) = 1 voraus).

(c) Insbesondere folgt, dass der Homomorphismus ¢ im obigen Satz injektiv ist. Wir
kénnen Quot(R) mit dem Teilkorper L = im(¢p) von k identifizieren. In diesem Sinne ist
Quot(R) der kleinste Korper, der R enthilt.

Wir kommen nun zur Teiler-Theorie in Integritdtsringen. Sei R wieder ein Identitatsring.

Definition 6.5 Fiir a,b € R sagen wir a teilt b (Bez. a | b oder b = 0(mod a)), wenn die
folgenden dquivalenten Bedingungen gelten

(i) Es existiert ein ¢ € R mit a - ¢ = b.
(ii) b € (a).
(iii) b= 0 mod(a) (d.h.,b=01in R/(a)).
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ii) ist klar, da (a) = Ra. (ii) < (iii) gilt nach Definition. (ii) = (iv):

)
be(a) = (b)=RbC (a),da (a) ein Ideal ist. (iv) = (ii) ist trivial.

(
(i) & (iv): L=< mit c€ R & b=acmit c€ R,

Corollar 6.6 Fiir a,b,c € R gilt:
(a) a | a (reflexiv)
(b)a|bund b|c = a|c (transitiv)

(c)albundb|a < (a) = (b) < es existiert eine Einheit u € R* mit a = ub. In diesem
Fall sagen wir, dass a und b assoziiert sind. (Bez.: a ~ b).

Beweis Alle Aussagen sind klar; die zweite Aquivalenz in (c¢) wurde in Lemma 5.6 be-
wiesen.

Definition 6.7 Ein Element p € R ~\ {0} heiBt Primelement (oder prim), wenn die
folgenden dquivalenten Bedingungen gelten:

(i) (p) C R ist ein Primideal.

(ii) R/(p) ist ein Integritétsring.

(iii) p ¢ R* und es gilt: ab=0 (modp) = a =0 (mod (p) oder b =0 (mod p).
(iv) p ¢ R* und es gilt: p | ab = p|a oder p | b.

Beweis der Aquivalenzen: Dies ist klar nach Definition 3.28, Satz 3.32 und den Aquivalenzen
in Definition 6.5. Beachte: p ¢ R* < (p) # R.

Bemerkungen 6.8 (a) Aus 6.7 (iv) folgt induktiv fiir ein Primelement p:
plllee = 3Fi:p|a.
i=1

(b) Ist p prim, so ist p keine Einheit (Dies folgt aus 6.7 (iii)).

(c) Aus 6.7 (i) folgt: Ist p prim und u Einheit, so ist auch up prim. Es gilt also fiir
a~b : aprim< b prim.

(d) Sind py, . . ., p, Primelemente, so ist || p; keine Einheit, denn sonst wire R = (H pi) C
i=1 '
(p1) — Widerspruch!

Definition 6.9 Ein Element a € R ~\ {0} heifit irreduzibel (oder unzerlegbar), wenn a
keine Einheit ist und wenn gilt:

a=bc = boder ¢ Einheit.

Sonst heifit a reduzibel (oder zerlegbar).
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Proposition 6.10 Ist p ein Primelement, so ist p irreduzibel.

Beweis: Sei a € R prim. Ist a = bc mit b, ¢ € R, so gilt insbesondere a | be, also a | b oder
a | ¢, da a prim ist. Wenn (ohne Einschrankung) a | b, so gibt es ein d € R mit ad = b.
Es folgt a = bc = adc. Da R ein Integritatsring ist, folgt hieraus 1 = de. Damit ist ¢ eine
Einheit. Also ist a irreduzibel.

Bemerkungen 6.11 Hier haben wir benutzt, dass in Integritétsringen gekiirzt werden
kann: Gilt ab = ac mit a # 0, so folgt a- (b—c¢) =0, alsob—c =10 (daa # 0 und R
nullteilerfrei ist), also b = c.

Bespiele 6.12 (a) Fiir jedes a > 0 ist das Polynom z? + a in R[X] irreduzibel. Gilt
namlich z°+a = f(z)g(z), so kann f(z) nicht den Grad 1 haben, denn dann wiirde 2% +a
einen Linearfaktor x — b abspalten und héitte die Nullstelle b € R. Die Gleichung 2% = —a
ist aber in R nicht 16sbar. Also hat entweder f(x) oder g(z) den Grad 0, ist also eine
Einheit.

(b) Im Allgemeinen ist die Umkehrung von Proposition 6.10 falsch. Betrachte zum Beispiel
den Ring
ZIV—d ={a+bV/—d|abeZ} CC,

wobei d € N, d > 5 und d =1 (mod4). Das Element 1 + v/—d ist irreduzibel aber nicht
prim (Ubungsaufgabe!).

Definition 6.13 Ein Integrititsring heifit faktoriell (oder ZPE-Ring), falls jedes Element
# 0 Produkt von Primelementen oder eine Einheit ist.

Satz 6.14 In faktoriellen Ringen ist die Primzerlegung (Zerlegung in ein Produkt von
Primelementen) bis auf Einheiten eindeutig.

Beweis: Dies folgt aus dem allgemeineren
Lemma 6.15 Sei R ein Integritatsring. Fiir ein Element a € R sei

a=upy...pr = Vq-..qs,

wobei u,v Einheiten, py,...,p, Primelemente und ¢y, ..., q, irreduzibel sind. Dann gilt
r = s, und nach moglicher Umnummerierung der g; gilt, dass p; und ¢; assoziiert sind
(d.h., ¢; = w;p; fiir eine Einheit u;).

Beweis Ist r < 1(also p; ...p, = 1), so ist auch s < 1, da ¢y, . .., ¢s keine Einheiten sind.
Sei also r > 1. Da p; Primelement ist, folgt aus p; | ¢1,...,¢s, dass esein i € {1,...,s}
gibt mit p; | ¢; (siehe 6.8(a)). Durch Umnummerieren kénnen wir annehmen, dass i = 1
ist. Dann gibt es ein u; € R mit p; - u; = ¢;. Da ¢ irreduzibel ist und p; keine Einheit
ist (6.8 (b)), muss u; eine Einheit sein. Wir erhalten die Gleichung

Uup ...pPr = ULVQG2...(qs.

Da v’ := uyv wieder eine Einheit ist, folgt per Induktion die Behauptung.
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Corollar 6.16 In einem faktoriellen Ring R ist jedes irreduzible Element auch prim.

Beweis: Sei a € R irreduzibel und seien z,y € R mit a | = -y. Wir wollen zeigen a | x
oder a | y. Seien
T=UTy...Tp , Y=VY...Ys

Primzerlegungen von  und y (u, v Einheiten, x; und y; Primelemente). Sei ab = xy mit
b€ Rundseib=whb...b; eine Primzerlegung von b (w Einheit, by, ..., b, Primelemente).
Dann gilt

waby...by = wor...TrY1... Ys,

und nach Lemma 6.15 ist a assoziiert zu einem x; oder zu einem y;. Damit gilt a | = oder

aly.

Lemma 6.17 Sei R (ein Integritdtsring und) ein Hauptidealring. Ist a € R~ {0} irredu-
zibel, so ist (a) maximal.

Beweis Angenommen (a) C (b) C R. Dann gibt es ein ¢ € R mit a = be. Da a irreduzibel
ist, ist entweder b oder ¢ Einheit. Im ersten Fall ist (b) = R, im zweiten Fall ist (a) = (b)
(Lemma 5.6).

Satz 6.18 Sei R (ein Integritéitsring und) ein Hauptidealring. Dann ist R faktoriell.
Beweis Sei a € R~ R*, a # 0.

1. Schritt: a besitzt einen irreduziblen Teiler.

Angenommen nicht. Dann ist a insbesondere reduzibel, also a = a;a} mit a;,a] € R~ R*.
Weiter ist dann a; ohne irreduziblen Teiler, also a; = agal, mit ag, ah, € R~ R*. Induktiv
gibt dies eine unendliche echt aufsteigende Idealkette

(@) S () G(az) & ...

Widerspruch dazu, dass R noethersch ist (als Hauptidealring)!

2. Schritt: a besitzt einen primen Teiler, da jedes irreduzible Element in R auch prim ist
(nach Lemma 6.17; jedes maximale Ideal ist auch prim).

3. Schritt: a ist Produkt von (endlich vielen) Primelementen.

Denn nach dem 2. Schritt besitzt a einen Primteiler a1, also a = a1b;. Ist b; keine Einheit,
so besitzt b; einen Primteiler as, so dass by = asby. Induktiv erhalten wir Primelemente
a; mit

(6181) a=4ay... anbn y bl = ai+lbi+1 .

Dies Verfahren bricht ab, wenn b,, eine Einheit ist; dann ist (6.18.1) eine Primzerlegung
von a. Andernfalls bricht das Verfahren nicht ab, und wir erhalten eine echt aufsteigende

Primidealkette
(01) G (ba) G (b3) &,
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da b; = a;11b;11 mit a; 1 ¢ R*. Dies ist ein Widerspruch dazu, dass R noethersch ist.

Corollar 6.19 Ist K ein Korper, so ist K[X] faktoriell. Z ist faktoriell. Jeder euklidische
Ring ist faktoriell.

Definition 6.20 Sei R ein Integritétsring und seien a,b € R~ {0}.

(a) Fiir ein Element d € R sagen wir d ist ein grofiter gemeinsamer Teiler von a und b
(Bez. d = ggT(a,b)), wenn gilt: d | a und d | b, und falls ¢ | @ und ¢ | b so gilt ¢ | d.

(b) Fiir ein Element ¢ € R sagen wir c ist ein kleinstes gemeinsames Vielfaches von a und
b (Bez. ¢ = kgV (a,b)), wenn gilt: a | cund b | ¢, und fiir a | s und b | s folgt ¢ | s.

ggT und kgV sind nur bis auf Einheiten wohlbestimmt.

Lemma 6.21 In einem faktoriellen Ring R besitzen zwei Elemente # 0 immer einen gg7T’
und einen kgV'.

Beweis Seien a,b € R~ {0}. Dann gibt es eine endliche Menge P von Primelementen in
R und Zahlen e, f, € Ny mit

a,NHpep s bNprP

peP peP
Dann sieht man leicht, dass
99T(a,b) = ] pm™erts)
peEP
k;g‘/(a7 b) — H pmax(ep,fp) .
peEP

Bemerkungen 6.22 Sei R faktoriell.

(a) Auf R~ {0} ist die Assoziiertheit (r ~y < x =uy fiir u € R* < (x) = (y)) eine
Aquivalenzrelation. Die Menge der Aquivalenzklassen wird mit R ~ {0}/R* bezeichnet.
Die Teilrelation induziert eine Ordnungsrelation auf R ~ {0}/R* (siehe Corollar 6.6).
Beziiglich dieser Ordnungsrelation ist gg7'(a, b) das Infimum und kgV das Supremum der
Menge {& mod~, b mod~}. Es gibt eine Bijektion

R~ {0}/R* — {Hauptideale (a)}

(6.22.1) o mode o (a).

beziiglich derer die Teilrelation | iibergeht in die umgekehrte Inklusion (daa | b < (b) C
(a))-

(b) Auf R ~ {0}/R* sind ggT und kgV assoziierte Operationen; daher machen fiir
ai,...,a, € R~ {0} die Bildungen

99T (a1,...,a,) und kgVi(ay,..., a,)

Sinn.
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(c) In einem Hauptidealring R gilt fir a4,...,a, € R~ {0}

ﬂ (a;) = (kgV(ay,...,a,))

i(ai) = (99T (ay,...,a,)),

wegen der Identifikation (6.22.1) und der Tatsache, dass alle Ideale Hauptideale sind, also
auch ((a;) und > (a;). Vergleiche die Anwendung im klassischen chinesischen Restsatz
(Beispiel 3.25)

87 Faktorisierung von Polynomen

Wir untersuchen in diesem Abschnitt, wie man Polynome in ein Produkt von irreduziblen
Polynomen (= irreduziblen Elementen in Polynomringen) zerlegt beziehungsweise, wie
man feststellt, ob ein Polynom irreduzibel ist.

Zur Erinnerung: Im Polynomring K[X] iiber einem Korper K ist ein Polynom genau dann
irreduzibel, wenn es prim ist.

Definition 7.1 Sei R ein faktorieller Ring und f = > ;X" € R[X]. Dann heifit
i=0

I(f) := gg9T{a;| a; # 0}

der Inhalt von f, und f heiit primitiv, wenn I(f) ~ 1.

Bemerkung 7.2 Ist f normiert, so ist f primitiv; ebenso, falls ein Koeffizient eine Einheit
ist.

Beispiele 7.3 (a) 3X? + 4X + 6 ist primitiv in Z[X].

(b) In K[X], K Korper, ist jedes Polynom # 0 primitiv.

Lemma 7.4 (von Gaufl) Sei R faktoriell. Sind f,g € R[X] primitiv, so ist auch f - g
primitiv. Genauer gilt fiir f,g € R[X]:

I(f-g) ~ I(f)-1(g).
Beweis 1) Seien f und g primitiv. Angenommen, f - ¢ ist nicht primitiv. Dann gibt es
ein Primelement p € R mit p | I(g), also f-¢g =0 (mod p), d.h., f-g=01in
R[X]/(p) = R[X]/pR[X] = (R/pR)[X].

Da R/pR = R/(p) ein Integrititsring ist, ist R/pR[X] auch ein Integritéitsring (Satz 4.15).
Es folgt also f = 0in R/pR[X] oder g =0 in R/pR[X]. Dies bedeutet aber p | I(f) oder
p | 1(g)-
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2) Seien f,g € R[X]. Dannist f = I(f)- f* und g = I(g)-¢* mit primitiven f* ¢* € R[X].
Es folgt
I(f-g)=1(f)-1(g) - I(f" - g") ~ I(f) - I(g)

da I(f* - g*) ~ 1 nach dem ersten Teil.

Satz 7.5 (von Gauf}) Sei R faktoriell und K = Quot(R). Seien f, g € R[X] mit g primitiv
und ¢ | f in K[X]. Dann g | f bereits in R[X].

Beweis Sei f = ¢ - h mit h € K[X]. Wihle b € R~ {0} mit b- h € R[X]| (Zum Beispiel

sei b der Hauptnenner der Koeffizienten von h: fir h := ) %

i=0
wir b := kgV'(by,...,b,) wihlen). Dann gilt

X% mit a;,b; € R kénnen

bf =g-(bh) in R[X].

Es folgt
b-1(f) = I(b- f) = I(g) - I(bh) = I(bh)

in R, da I(g) ~ 1, also b | I(bh). Dann gilt bereits h = % € R[X].
Corollar 7.6 Sei R faktoriell, K = Quot(R) und f € R[X] primitiv. Dann ist f(X)
genau dann irreduzibel in R[X], wenn f(X) irreduzibel in K[X] ist.

Beweis Sei f = g - h in R[X] mit Nichteinheiten g, h. Wegen 1 ~ I(f) = I(g) - I(h)
sind I(g) und I(h) Einheiten, also g und h primitiv. Daher haben g und h positiven
Grad (sonst wére g oder h in R*, also auch Einheit in R[X]). Damit sind g und h auch
Nicht-Einheiten in K[X], also f reduzibel in K[X].

Sei umgekehrt f reduzibel in K[X], also f = ¢g-h mit g, h nicht konstant in K[X]. Wahle
b € K* mit bh € R[X] primitiv (W&hle zum Beispiel ¥ € R mit b’h € R[X]. Dann kénnen
wir
b X
b=——c¢
I(b'h)

nehmen). Dann gilt
f=(b""g)(bh) in K[X].

Mit Satz 7.5 folgt b~'g € R[X]; wir erhalten also eine Zerlegung in Nicht-Einheiten in
R[X].

Durch die vorigen Sétze kénnen wir fiir einen Korper K = Quot(R), wobei R faktoriell
ist (zum Beispiel fir Q = Quot(Z)), die Irreduzibilitét eines Polynoms f € K[X] im
Polynomring R[X] untersuchen (wihle a € K* mit af € R[X] und primitiv). Dies ist
wegen der folgenden zwei Sétze niitzlich.

Satz 7.7 Sei R ein Integrititsring, sei p € R ein Primideal und f € R[X] ein primitives

Polynom, dessen hochster Koeffizient nicht von p geteilt wird. Sei f:= f(mod p) das Bild
von f in R/(p)[X]. Ist f irreduzibel, so ist f irreduzibel in R[X].
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Beweis Angenommen f ist reduzibel, also f = ¢g-h in R[X] mit Nicht-Einheiten g, h, also
deg(g), deg(h) > 0 (vergleiche den Beweis von 7.6). Dann werden die Leitkoeffizienten von
g und h nicht durch p geteilt, da sonst p den Leitkoeffizienten von f teilen wiirde. Damit
ist

f=g9-h in Z/(p)X]

eine Zerlegung in nicht-konstant Polynome, im Widerspruch zur Voraussetzung.

Beispiel 7.8 Betrachte f(X) = X? 4+ 3X? — 4X — 1 € Q[X]. Wir fassen [ als ein
primitives Polynom in Z[X] auf und reduzieren die Koeffizienten modulo 3. Wir erhalten

das Polynom _
f(X)=X*-X-1€7Z/3Z]X].

Dieses ist irreduzibel: Falls nicht, so wiirde es einen Linearfaktor abspalten, héitte also
eine Nullstelle in Z/3Z. Es ist aber

Nach 7.7 und 7.6 ist f(X) also irreduzibel in Q[X].

Bemerkung 7.9 Sei K ein Korper. Ein Polynom f € K[X] vom Grad 2 oder 3 ist genau
dann reduzibel, wenn es eine Nullstelle in K hat.

Satz 7.10 (Eisenstein-Kriterium) Sei R ein faktorieller Ring, p € R ein Primelement und
f(X)=a, X"+ a, 1 X" "+ ...+ X +ay € RX]

mit

(7.10.1) ptan,, pla; fir i<n, p*fag.

Dann ist f(X) irreduzibel in K[X] fiir K = Quot(R).

Beweis Sei d = I(f) und f* = f/d € R[X]. Dann ist f* primitiv und seine Koeffizienten
al erfiillen wieder die Bedingungen (7.10.1), denn nach Voraussetzung ist a; = a - d und
p1d wegen p1{a,. Also ist ohne Einschréankung f primitiv und dann geniigt es (nach 7.6)
zu zeigen, dass f(X) irreduzibel in R[X] ist.

Angenommen, f = gh in R[X] mit Nicht-Einheiten g, h € R[X], also deg(f),deg(h) > 0
(vergleiche den Beweis von 7.6). Wegen p { a,, werden die Leitkoeffizienten von g und h
beide nicht durch p geteilt. Damit ist unter Reduktion modulo p und Beriicksichtigung
von (7.10.1)

F=aX"=g-h inR/(p)X]

mit nicht-konstanten Polynomen g, . Da X ein Primelement in R := R/ (p)[X] ist (denn
offenbar ist R'/(X) = R/(p) Integrititsring), folgt induktiv leicht § = a X", h = SX* mit
a,f€ R/(p)und 0 < r;s < n, r+ s =mn. Daher ist

g = b X" +b X" 4. 4+ X +by,
h = ¢, X+ 1 X7+ .+ X +c,
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mit p1b,,p1cs und
p’bD;--'abr—bCOw--;Cs—l-

Es folgt p? | by - co = ag, im Widerspruch zur Voraussetzung.
(Siehe Bosch ‘Algebra’ 2.8 Satz 1 fiir einen anderen Beweis)

Beispiele 7.11 (a) f(X) = X* + 15X3 + 25X + 105 ist irreduzibel in Q[X].

(b) Sei p eine Primzahl. Die Nullstellen des Polynoms X? — 1 in C sind die p-ten Ein-
heitswurzeln. Dieses Polynom ist iiber Q nicht irreduzibel, denn es hat die Nullstelle 1.

Betrachte P _ 1
p(X) = _1 =XP 4 XP 24+ X +1€Q[X].

Dieses Polynom ist irreduzibel in (Z[X] und) Q[X]: Das Eisenstein-Kriterium ist nicht
direkt anwendbar, aber betrachte

(X +1) = % S e <31?> XP 24 4 <f> Xp“+<p b 2) X+ <pf 1) .

Es ist

(mod p) firi <p

(p> pp—1).. . (p—it+l) _

i)~ i(i—1)...1

und

Nach dem Eisenstein-Kriterium ist ®,(X + 1) irreduzibel in Q[X], also auch ®,(X) (be-
achte: f(X) | ®,(X) = f(X+1)|P®,(X)). Das Polynom ®,(X) heifit das p-te Kreistei-
lungspolynom.

Wir zeigen nun noch einen Vererbungssatz fiir faktorielle Ringe.
Satz 7.12 (Satz von GauB) Ist R faktoriell, so auch der Polynomring R[X].

Beweis: Sei K = Quot(R). Dann ist K[X] faktoriell. Sei f € R[X] ~ {0}. Dann ist
f=I(f) f*mit I(f) € Rund f* € R[X] primitiv. I(f) ist Einheit in R oder Produkt
von Primelementen in R, aber jedes Primelement p € R ist auch Primelement in R[X],
denn

R[X]/(p) = RIX]/pR[X] = R/pR[X]
ist integer.

Also geniigt es zu zeigen, dass f* eine Einheit oder ein Produkt von Primelementen in
R[X] ist. Ist deg(f*) = 0, so ist f* € R, also f* € R* (da f* primitiv ist), also Einheit

in R[X]. Ist deg(f*) > 0, so ist f* keine Einheit in K[X], also f* = [] f; mit n > 1 und
i=1
Primelementen f; € K[X]. Wéhle a; € K*, so dass fiir jedes ¢ € {1,...,n}ff == a;f; €

R[X] und primitiv ist. Dann ist f;* immer noch prim in K[X] (a; Einheit in K'). Nach dem

Satz von GauB 7. ist f dann prim in R[X]. Wegen [] a;f* = [] f7 und der Primitivitét
i=1 i=1
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von f* und H fiist H a; ein Einheit in R (Lemma von GauB 7.). Also besitzt f* ~ [ f
=1

eine Zerlegung in Prlmfaktoren

Corollar 7.13 Ist R faktoriell, so ist fiir jedes n € N der Polynomring R[ X7, ..., X,] fak-
toriell. Insbesondere ist Z[ X7, ..., X,,] faktoriell sowie K[Xq,..., X,], wenn K ein Korper
ist.

Zum Schluss besprechen wir noch das konstruktive Verfahren von Kronecker zur Bestim-
mung der irreduziblen Faktoren von Polynomen f(X) € Z[X].

Vorbemerkung 7.14 Sei K ein Korper der Charakteristik 0 (also z.B. K = Q,R oder
C). Seien xy,...,x, € K paarweise verschieden und yo, ...,y, € K beliebig. Dann gibt
es genau ein Polynom

g X)=ap+a; X +...+a,X" € K[X]
n-ten Grades mit

gx)) =y, (1=0,...,n).

Beweis: Wir haben das lineare Gleichungssystem

2 n
1 zy x5 ... 3 ag Yo
1 oz 22 ... af aq i
1 2 n
Tp T xy anp Un

zu 16sen. Die Determinante der Matrix ist die Vandermonde’sche Determinante, ndmlich

[[(z; — i) #0
i<j
da die x; paarweise verschieden sind). Daher gibt es eine eindeutige Losung ao, . . ., a,.
g g g

Bemerkung 7.15 Explizit kann man ¢g(X) auch durch die Interpolationspolynome von
Lagrange bzw. Newton bestimmen (sieche Numerik, Approximationstheorie).

Kronecker-Verfahren 7.16: Sei f € Z[X]| und sei g € Z[X] ein Polynom vom Grad
m, welches f teilt. Dann gibt es nur endlich viele Moglichkeiten fiir g. Fiir jedes r € Z
gilt néamlich g(r) | f(r) € Z, also gibt es nur endlich viele Moglichkeiten fiir g(r). Sind
Xo, ..., T, € Z paarweise verschieden, so gibt es also nur endlich viele Moglichkeiten fiir
(9(x0),...,9(zm)) und nach 7.14 genau soviele Moglichkeiten fiir g.

Beispiele 7.17: Betrachte f(X) = X*— X + 1. Eisenstein-Kriterium — schwierig! Linear-
faktor: Falls aX —b | X* — X +1 (a,b € Z), so a | 1 und b teilt 1, also a,b € {&1}. Aber
1 und —1 sind keine Nullstellen von f(X). Bleiben quadratische Faktoren zu iiberpriifen:
Betrachte (ohne Einschrinkung) ¢(X) = X? + aX + b. Gilt g | f, so folgt

b = g(0) | f(0) =1 = b = =1
l+a+b = g(1) | f(1) =1 = a = £1-1+b
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Die moglichen Teiler sind also

X2 —-X+1
X2+ X -1
9X)=93 x2_3xy4+1
X2_X_1

Polynomdivision zeigt: Keins dieser Polynome teilt f. Also ist f irreduzibel in Z[X], also
auch in Q[X], da f primitiv ist.

88 Korper und Korpererweiterungen; grundlegende Definitionen

Ist R ein Ring mit Eins, so gibt es einen eindeutig bestimmten Homomorphismus von
Ringen mit Eins
v:7Z— R,

namlich ¢(n) =n - 1.

Definition 8.1 Sei K ein Korper. Die Charakteristik von K (Bez. char(K)) ist die ein-
deutig bestimmte Zahl n € Ny mit ker(yp) = nZ.

Lemma 8.2 (a) char(K) =0 < n-1#0firallen € N & n-xz # 0 fur alle
r e K~ {0}

(b) Ist char(K') # 0, so ist char(K) = p eine Primzahl und die kleinste Zahl n € N mit
n-1=0. Es ist dann pz = 0 fiir alle z € K.

Beweis (a) ist klar, da n -z = (n - 1)z und K nullteilerfrei ist.

(b) Sei m = char(K), dann ist nach dem Homomorphiesatz Z/mZ isomorph zu einem
Unterring von K, also ein Integritétsring. Es folgt, dass m eine Primzahl ist (Satz 3.34).
Die anderen Aussagen sind klar (vergleiche auch den Beweis von Lemma 2.6).

Beispiele 8.3 (a) Q,R und C sind Korper der Charakteristik 0.
(b) Fiir jede Primzahl p ist der Ring Z/pZ ein Korper der Charakteristik p.

Definition 8.4 (a) Eine Teilmenge k eines Korpers K heifit Teilkorper, wenn gilt:
(i) Mit a,b € k liegen auch a4+ b und @ - b in k,

(ii) k ist mit den Einschrankungen der Verkniipfungen + und - ein Korper.

(b) K heiit dann Erweiterungskorper von k, und das Paar (K, k) (man schreibt meist
K /k) heifit Korpererweiterung.

(c) Ein Teilkorper L von K mit k C L C K heifit Zwischenkorper der Korpererweiterung.

Bemerkung 8.5 Ist K/k eine Korpererweiterung, so ist char(k) = char(K), da bereits
1e€k.
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Definition 8.6 Sei K ein Korper. Dann ist
P= () &k
kC K Teilkorper

offenbar der kleinste Teilkorper von K und heifit der Primkorper von K.

Lemma 8.7 Sei K ein Korper.
(a) char(K) =0 & P=Q.
(b) char(K) =p >0 < P =7Z/pZ.

Insbesondere sind die Kérper Q und Z/pZ (p prim) bis auf kanonische Isomorphie die
einzigen Primkorper. Man schreibt auch oft I, fiir den eindeutig bestimmten Korper mit
p Elementen Z/pZ.

Beweis Die Implikationen “<” folgen aus 8.5. Ist umgekehrt char(K) = 0, so ist ¢ :
7, — K ein Monomorphismus und induziert nach der universellen Eigenschaft des Quo-
tientenkorpers einen Monomorphismus von Korpern ¢ : Q — K. Nach der Minimalitat
von P ist P = im(¢), also Q — P. Ist char(K) = p > 0, so hat man ker(y) = pZ und
entsprechend nach dem Homomorphiesatz einen Isomorphismus Z/pZ — Im(p) = P.

Ist K/k eine Korpererweiterung, so wird K zu einem k-Vektorraum durch die Addition
+ in K und die Skalarmultiplikation rs = r - s (Multiplikation in K) fiir r € k,s € K.

Definition 8.8 Die (Kardinal-)Zahl dim; K (=Méchtigkeit einer Basis von K iiber k)
heiBt der Grad von K iiber k (Bez.: [K : k]).

Satz 8.9 (Gradsatz) Ist K/k eine Korpererweiterung und L ein Zwischenkorper, so ist
[K:kl]=[K:L|-[L:k|.

Beweis Sei (;);ec; eine Basis von L iiber k und (y;) ;e eine Basis von K iiber L, so bildet

die Familie (z;y;)( jicrxs eine Basis von K iiber k:

Lineare Unabhdngigkeit: Ist Y ou;zy; = 0, mit oy € k, fast alle null, so ist Y oz, =0
12 i

fir alle j € J, wegen der linearen Unabhéngigkeit der y;, also a;; = 0 fiir alle ¢ € I und

J € J, wegen der linearen Unabhéngigkeit der z;.

Erzeugendensystem: Ist y € K, so gibt es nach Voraussetzung j1,...,J, € Jund by,...,b, €
L mit

y= El buy;, -
Weiter gibt es ¢1,...,t, € fund a,, €k, v=1,...,n, p=1,...,m, mit
by =) u,Ti, .
p=1
Es folgt
Yy = Z buyju = Z Z AT, Y, -
v=1 v=1p=1
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Zusammen ergibt sich nun: [K : k] = |I x J| =|I|-|J|=[L:k]-[K : L].
Bemerkung 8.10 [K : k] =1 & K =k.

Lemma/Definition 8.11 Sei K/k eine Korpererweiterung und A C K eine Teilmenge.

Dann ist
kA= () R

RCK Unterring
kCR,ACR

der kleinste Unterring von K, der £ und A enthélt, und heifit der von A iiber k erzeugte
Unterring von K. Weiter ist
KA =[] L

LCK Teilkérper
kCL,ACL

der kleinste Zwischenkorper von K/k, der A enthélt, und heifit der von A iiber k erzeugte
Teilkorper von K. Man sagt auch, dass k[A] (bzw. k(A)) durch Adjunktion der Elemente
in A entsteht. Fiir A = {a4,...,a,} schreibt man meist klay,...,a,] baw. k(ay,...,a,).

Der Beweis der Behauptungen ist klar.

Lemma 8.12 (a) Fiir endliches A ist k[A] das Bild des Einsetzungshomomorphismus
¢:k[X,lae Al - K X,—a.
Insbesondere ist
klay,...,an) = {f(ar,...;an) | f(X1,..., Xp) € K[Xy, ..., X))}
(Hierbei seien k[X, | a € A] bzw. k[X,...,X,] die Polynomringe in den Variablen X,
bzw. X;).
(b) Es ist k(A) der Quotientenkorper von k[A].
(c) Fiir Teilmengen A, B von K gilt k(AU B) = (k(A))(B).
Beweis (a) Fiir jeden Ring R C K mit ¥ C R und A C R hat man im(¢) C R, und

im(¢) ist selbst so ein Ring.

(b) Offenbar ist k[A] C k(A), und nach der universellen Eigenschaft des Quotientenkorpers
Q(k[A]) gibt es einen Monomorphismus ¢ : Q(k[A]) — k(A), der die Inklusion fortsetzt.
Wegen der Minmalitit von k(A) ist im(p) = k(A), also ¢ ein Isomorphismus.

(c) Fiir jeden Teilkorper L von K gilt

kFUAUBCL << k(A UBCL.

Bemerkungen 8.13 (a) In 8.12 (b) und (c) haben wir nicht vorausgesetzt, dass A und
B endlich sind.

(b) 8.12 (a) gilt auch fiir unendliches A, wenn k[X, | a € A] der Polynomring in den
unendlich vielen Variablen X,(a € A) ist (siehe spéter).
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Definition 8.14 Eine Korpererweiterung K /k heifit einfach, wenn es ein Element a € K
gibt mit K = k(a), und a heifit dann primitives Element fiir K/k.

Beispiel 8.15 Es ist [C : R] = 2 ({1,¢} ist eine R-Basis von C). Insbesondere hat
die Erweiterung C/R nach dem Gradsatz 8.9 keine echten Zwischenkorper. Offenbar ist
R[i] = C, und dies ist gleich R(7), da C ein Korper ist. Daher ist ¢ ein primitives Element
fir C/R.

89 Algebraische und transzendente Elemente
Sei K /k eine Korpererweiterung.

Definition 9.1 Ein Element a € K heifit algebraisch iiber k, wenn es ein Polynom
f € k[X] ~ {0} gibt mit f(a) = 0. Andernfalls heiit a transzendent iiber k.

Sei ¢, : k[X] — K mit f(X) — f(a) der Einsetzungshomomorphismus. Dann ist a
offenbar genau dann algebraisch iiber k, wenn ker(p,) # {0} ist. In diesem Fall gibt es
nach Corollar 5.5 genau ein normiertes Polynom f, € k[X] mit ker(p,) = (f,) C k[X].

Definition 9.2 Ist a € K algebraisch iiber k, so heifit das Polynom f, das Minimalpoly-
nom von a iiber k.

Proposition 9.3 Sei a € K algebraisch iiber k. Fiir ein normiertes Polynom g € k[X]
sind dann dquivalent:

(a) g ist das Minimalpolynom von a.

(b) g(a) = 0, und fiir jedes 0 # h € k[X] mit h(a) = 0 gilt deg(g) < deg(h).

(c) g(a) =0, und fiir jedes 0 # h € k[X] mit h(a) =0 gilt g | h.

(d) g(a) =0, und g ist irreduzibel.

Beweis (a) = (c): Wegen ker(p,) = (f.) gilt fir jedes h € ker(p,) : h = f, - I fiir ein
h' € k[X], also f, | h fiir h # 0.

(c) = (b) ist trivial (g | h = deg(g) < deg(h) fiir h # 0).

(b) = (d): Aus g = ¢ - ¢" mit ¢/, ¢" € k[X] folgt 0 = g(a) = g'(a) - ¢"(a ) st (ohne
Einschrankung) ¢'(a) = 0, so ist nach (b) deg(g) < deg(¢g’). Wegen deg(g) Z desly)) +
deg(g") ist dann deg(g"”) =0, also g" € k*.

(d) = (a) Ist g € ker(¢,), so folgt g = f,¢' mit ¢ € k[X]. Ist g irreduzibel, so ist ¢ € k*
(da f, wegen f,(a) = 0 keine Einheit ist) und damit g = f, wegen der Normiertheit beider
Polynome.

Beispiel 9.4 Ist m € Z kein Quadrat (in Z) — also z.B. eine Primzahl — so ist /m € C\Q
und X? — m das Minimalpolynom von +/m iiber Q (es kommt nicht darauf an, welche
Wurzel wir in C wéhlen).
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Satz 9.5 Sei a € K algebraisch mit Minimalpolynom f, € k[X]. Dann gilt:

(a) kla] = k(a) = K[X]/(fa).

(b) [k(a) : k] = deg(f,). Genauer gilt: Ist m = deg(f,), so bilden 1,a,...,a™ ! eine

k-Basis von k(a).

Beweis (a) Nach dem Homomorphiesatz und 8.12 (a) ist

KX/ (fa) = k[X]/ ker(¢oa) — kla].

Andererseits ist f, nach 9.3 (d) irreduzibel und daher (f,) ein maximales Ideal (Lemma

6.17). Damit ist k[a] = k[X]/(f.) ein Korper und es folgt kla] = k(a).

(b) Ist b € k[a], so gibt es nach 8.12 (a) ein g € k[X] mit b = g(a). Ist g # 0, so gibt
m—1

es ¢,7 € k[X] mit deg(r) < m und g = ¢ - f, + r. Es folgt g(a) = r(a) = Y. c;a’ mit
i=0

¢; € k; d.h., 1,a,...,a™ ! bildet ein Erzeugendensystem des k-Vektorraums kla]. Diese
Elemente sind linear unabhéngig: wére

m—1
S ca'=0, ¢ €k, nicht allenull,
i=0
m—1
so wire Y. ¢; X' € ker(p,) und vom Grad < m im Widerspruch zu 9.3(b).
i=0

Fiir transzendente Elemente haben wir:

Satz 9.6 Die folgenden Aussagen sind dquivalent fiir a € K:

(a) a ist transzendent iiber k.

(b) ¢, : k[X] — kla] ist ein Isomorphismus.

(c) kla] # k(a).

(d) [k(a) : k] = oc.

Beweis (a) & ker(¢p,) = 0 < (b) ist klar. Gilt (b), so ist [k(a) : k] > dimy k[a] =
dimy k[X] = oo, da die Monome 1, X, X2, ... linear unabhéngig iiber k sind, und es ist

kla] # k(a), da k[X] kein Korper ist (z.B. besitzt X kein Inverses in k[X]). Umgekehrt
kann fiir (¢) oder (d) das Element a nach 9.5 nicht algebraisch sein.

Bemerkungen 9.7 Die Zahlen 7 bzw. e € R sind transzendent (d.h., transzendent iiber
Q), nach tiefliegenden Sdtzen von Lindemann und Hermite.

Definition 9.8 Eine Korpererweiterung K /k heifit algebraisch, wenn jedes a € K alge-
braisch iiber k ist, und andernfalls transzendent.

Satz 9.9 Fiir K/k sind dquivalent:
(a) K/k ist endlich.
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(b) K ist endlich erzeugt iiber k (d.h., es gibt a4,...a, € K mit K = k(ay,...,a,)) und
K /E ist algebraisch.

(c) Es gibt iiber k algebraische Elemente ay,...,a, € K mit K = k(ay, ..., a,).

Beweis (a) = (b): Ist m = [K : k] < o0, so sind fiir jedes a € K die m + 1 Potenzen

1,a,a?,...,a™ linear abhingig iiber k, a also die Nullstelle eines nicht-trivialen Polynoms
m-ten Grades in k[ X]. Ist ay, .. ., a, eine k-Basis von K, so ist offenbar K = k[ay, ..., a,] =
k(al, ey an).

(b) = (c): ist trivial.

(¢) = (a): Wegen K = k(aq,...,a,-1)(a,) folgt dies durch Induktion aus 9.5 und dem
Gradsatz 8.9: ist a, algebraisch iiber k, so erst recht iiber K’ := k(ai,...,a,-1), und
damit [K : K'] = [K'(a,) : K'] < .

Corollar 9.10 Ist K/k eine Korpererweiterung und L ein Zwischenkorper, so ist dquivalent:
(a) K/k algebraisch.
(b) K/L und L/k algebraisch.

Beweis (a) = (b) ist trivial.

(b) = (a): Ist a € K, so gibt es nach (b) ein Polynom

f=>bX"€e L[X]
i=0
mit f(a) = 0, und wiederum sind by, ..., b, algebraisch tiber k. Ist k' = k(by,...,b,), so
folgt mit 9.9 [k(a) : k] < [K'(a) : k| = [K'(a) : K] - [k’ : k] < o0, da a algebraisch iiber &’
ist. Damit ist wiederum a algebraisch iiber k.

810 Zerfallungskorper und normale Korpererweiterungen

Ist f € Q[X], so kann es passieren, dass f keine Nullstelle in @ hat. Aber nach dem
‘Fundamentalsatz der Algebra’ zerfillt f in C[z] in Linearfaktoren. Wir zeigen in die-
sem Abschnitt fiir einen beliebigen Koérper & und f(X) € k[X], dass es eine endliche
Korpererweiterung L/k gibt, so dass f in L[X] in Linearfaktoren zerfillt.

Satz 10.1 Sei k ein Korper und f € k[X] nicht konstant. Dann gibt es einen Erweite-
rungskorper K/k und ein a € K mit f(a) = 0.

Beweis Sei f = p - f' mit einem irreduziblen Polynom p. Dann ist K := k[X]/(p)
nach Lemma 6.17 ein Korper und die Komposition k& — k[X] — K injektiv (wie jeder
Kérperhomomorphismus, siehe 6.4 (b)). Wir kénnen also k als Teilkérper von K auffassen.
Fiir g(z) € k[X] sei g(X) := g(z) mod(p) das Bild von g(X) in K = k[X]/(p). Das

Element a = X € K ist dann eine Nullstelle von p iiber K, denn es ist p(a) = p(X) =
p(X) = 0. Daher ist auch f(a) = 0.

Definition 10.2 Eine Korpererweiterung K/k heifit Zerfallungskorper eines nicht-konstanten
Polynoms f € k[X], wenn gilt:
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(i) f zerféllt iber K in Linearfaktoren, d.h., es gibt b,aq,...,a, € K mit

f=bX—a) (X —as)... (X —ay,) in K[X].

(ii) K/k ist minimal mit dieser Eigenschaft, d.h., f zerféllt iiber keinem echten Zwi-
schenkorper K’ von K /k in Linearfaktoren.

Beispiel 10.3 Q(v/2) = Q[v/?2] ist Zerfillungskérper von f = X? — 2 iiber Q.

Satz 10.4 Sei k ein Korper und f € k[X] nicht konstant.
(a) Es gibt einen Zerfallungskorper von f iiber k.

(b) Ist K eine Korpererweiterung von k und zerfillt f {iber K in Linearfaktoren X —
a,...,X —ay, soist k(ay,...,a,) C K ein Zerfillungskorper von f iiber k.

Beweis Nach 10.1 erhélt man einen Erweiterungskorper K4 von k, in dem f eine Nullstelle
a; hat. In K;[X] erhalten wir dann durch Polynomdivision durch X — a; ein Polynom
f1 kleineren Grades mit f(X) = (X — ay)fi(X). Nun kénnen wir das Verfahren auf K
und fi(X) anwenden und weiter iterieren und bekommen so in endlich vielen Schritten
einen Erweiterungskorper K von k und Elemente aq,...,a, € K und b € K mit f =
b(X —a1)(X —ag)...(X —a,) in K[X]. Es geniigt also, (b) zu zeigen.

Offenbar zerféllt f iiber K’ = k(ay,...,a,) in Linearfaktoren. Ist dies schon iiber einem
Zwischenkorper L von K'/k der Fall, so gibt es by,...,b, € L mit f =b(X —by)... (X —
bg)...(X — b,) in L[X]. Da K'[X] ein faktorieller Ring ist, gilt dann {by,...,b,} =
{ai,...,a,} und damit L = K’ wegen k(by,...,b,) C L C k(ay,...,a,) = K'.

Die folgenden Untersuchungen zeigen, dass der Zerfallungskorper bis auf Isomorphie ein-
deutig ist. In den néchsten drei Séatzen betrachten wir die folgende Situation:

Seien K /k und [:( / k Korpererweiterungen, ¢ : k — k ein Korperhomomorphismus, und sei
mit ¢ : k[X] — k[X] auch der zugehorige Homomorphismus der Polynomringe bezeichnet

(bestimmt durch ¢ (Z a; X Z) = > p(a;)X"). Ferner sei f € k[X] ein nicht konstantes
i=0 i=0
Polynom und f = ¢(f) € k[X].

Satz 10.5 Sei f irreduzibel, a eine Nullstelle von f in K und a eine Nullstelle von fin
K. Dann gibt es genau einen Homomorphismus

P = o kla) — k(a)
mit ¢|.= ¢ und $(a) = a. Ist ¢ ein Isomorphismus, so auch ¢.

Beweis Notwendigerweise gilt

?(g(a)) = ¢(g)(a) fiir jedes g € k[X],
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d.h., das Diagramm

9X) X KX ——F[X]

T A ; )j

9(a) a k(a) k(@)

ist kommutativ. Dies zeigt die Eindeutigkeit von ¢. Zur Wohldefiniertheit: Da f irreduzibel
ist, gilt f = bf,, wobei b € £ und f, das Minimalpolynom von a iiber k ist (9.3). Daher
ist (f) = ker(pq). Ist also gi(a) = ga(a) fiir g1, g2 € k[X], so ist g1 — g2 € (f), und damit
p(91) — (92) = (g1 — g2) € (f), dhe, o(g1)(a) — ¢(g2)(a) = 0 wegen f(a) =

Ist ¢ ein Isomorphismus, so liefert die Anwendung auf o=t =ty = = idy, einen I Homomor-

lﬁl

—_—

phismus ¢=1: k(d) — k(a), wobei wegen der Eindeutigkeit gilt p—1¢ = gp lp = idy =
idy(q); ebenso folgt P~ = id -

Corollar 10.6 Die Fortsetzungen

Vi k(a) = K
von ¢ : k — k entsprechen gerade bijektiv den Nullstellen von f in K, vermége ¢ — 1(a).
Beweis Nach 10.5 erhalten wir fiir jede Nullstelle @ von f in K genau eine Fortsetzung
(10.6.1) b k(a) 5 k(@) C K

mit ¢ (a) = a. Ist umgekehrt ¢ : k — K eine Fortsetzung von ©, so ist @ := (a) € K eine
Nullstelle von f, da fiir f = > a; X7 gilt f(a) = 3 @(a;)h(a)’ = (> aa’) = (0) = 0.
i=1 i=1 i=1

Weiter ist ¢(k(a)) = ¥(k[a]) C k[a] = k(a), also im(y)) C k(d) und ¢ von der Form
(10.6.1) mit @ = @y ..

Satz 10.7 (a) Ist K (bzw. K) ein Zerféllungskorper von f iiber k (bzw. f iiber k), so
gibt es einen Homomorphismus ¢ : K — K mit den Eigenschaften

(1) Y= ¢
(i) ¢ bildet die Nullstellen von f auf Nullstellen von f ab.

(b) Sind 1, ¢’ zwei solche Homomorphismen mit ¢ (a) = ¢’(a) fiir jede Nullstelle a von f
in K, so gilt v =¢/.

(¢) Ist a € K die Nullstelle eines irreduziblen Faktors g von f, und ist @ € K eine Nullstelle
von g = ¢(g), dann gibt es ein ¢ wie in (a) mit ¢¥(a) =

(d) Ist ¢ ein Isomorphismus, so auch jede der Fortsetzungen wie in (a).

Beweis von (a): durch vollstdndige Induktion iiber die Anzahl r der Nullstellen von f in
K ~ k. Fiir » = 0 zerfallen f und f in Linearfaktoren, und ¢ = p: K=k— k=

hat die gewiinschten Eigenschaften. Sei nun r» > 1 und seien aq,...,a, die Nullstellen
von f in K \ k. Es gibt einen irreduziblen Faktor g von f, der a; als Nullstelle hat
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(z.B. das Minimalpolynom f,, von a; iiber k). Dann ist § = ¢(g) ein Faktor von f.
Da f iiber K in Linearfaktoren zerfillt, hat g eine Nullstelle a; in K. Nach 10.5 gibt
es einen Homomorphismus ¢ : k(ay) — k(a;) mit @|.= ¢ und @(a;) = a;. Nun ist
K (bzw. K) auch ein Zerfillungskérper von f iiber k(ay) (bzw. f iiber k(@y)). Nach
Induktionsvoraussetzung gibt es also eine Fortsetzung ¢ : K’ — K von ¢, welche wegen
U(f) = ¢(f) = f die Nullstellen von f in die Menge der Nullstellen von f abbildet. Dies

zeigt (a).
(b) Aus der Voraussetzung folgt insbesondere 1 (a;) = 9'(a;) und wegen der Eindeutig-
keitsaussage in 10.5 gilt ¢|k(a1): ¢/|k(a1)' Mit Induktion iiber r folgt dann ¢ =)'

(c) Fiir a € k ist die Aussage klar. Fiir a € K \ k wurde die Aussage oben bewiesen.

(d) Ist a; = @(aq), so ist lp\k<a1): ¢ : k(ay) — k(@) ein Isomorphismus nach 10.5, und

mit Induktion iiber r folgt, dass auch 1 ein Isomorphismus ist.

Corollar 10.8 Sei K/k ein Zerfallungskorper des nichtkonstanten Polynoms f € k[ ].
Ist K /k ein anderer Zerfillungskorper von f, so gibt es einen Isomorphismus ¢ : K — K
tiber k, d.h., mit ¢[;.= id. Insbesondere ist jeder Zerfallungskoérper endlich iiber k.

Beweis Die erste Aussage ist der Fall k = & und ¢ = id von 10.7 (a). Da % insbesondere
ein Isomorphismus von k-Vektorrdumen ist, folgt die zweite Behauptung aus 10.4: Es gibt
einen Zerfallungskorper der Form k(ay, .. ., a,) mit algebraischen a;. Dies ist endlich iiber
k nach 9.9.

Definition 10.9 Eine algebraische Korpererweiterung K/k heifit normal, wenn jedes
irreduzible Polynom f € k[X], das in K eine Nullstelle hat, iiber K in Linearfaktoren
zerfallt (< fiir jedes a € K gilt: das Minimalpolynom f, von a iiber k zerfillt iber K in
Linearfaktoren).

Wir haben die folgende wichtige Charakterisierung.

Satz 10.10 Fiir eine endliche Korpererweiterung K /k sind dquivalent:
(a) K/k ist normal.
(b) K ist Zerfdllungskorper iiber k eines Polynoms f € k[X].

(c) Ist K/K eine Kérpererweiterung und ist ¢ : K — K ein Homomorphismus mit
Y|g= idy, so gilt P(K) C K.

Beweis (a) = (b): Sei K = k(ay,...,a,). Fir jedes i = 1,...,n zerfillt das Mini-
malpolynom f,, von a; iiber k£ nach Voraussetzung iiber K in Linearfaktoren. Wegen
K =Ek(ay,...,a,) ist dann K der Zerfallungskorper von fy, - fa, - - . fa, (vergleiche 10.4).

(b) = (c) Nach (b) und 104 gibt es ein f € k[X] und b,ay,...,a, € K mit f =
(X —ay)...(X —a,) und K = k(ay,...,a,). Fir ¢ wie in (c) gilt dann offenbar
v({ay,...,a,}) C {as,...,a,} und damit ¢ (K) C K.

(c) = (a) Als endliche Korpererweiterung ist K /k algebraisch (vergleiche 9.9). Sei f €
k[X] irreduzibel mit einer Nullstelle a in K. Seien ay, ..., a, € K mit K = k(a, a1, .., a,),
und sei f,, das Minimalpolynom von a; iiber k,7 = 1,...,n. Ist K ein Zerféllungskdérper
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von g := ffa ... fa, € k[X] tiber K, so ist K auch ein Zerfillungskorper von f iiber k,
wegen K = k(ay,...,a,)und 10.4 (b). Nach Definition zerfillt f iiber K in Linearfaktoren.
Ist nun b € K eine Nullstelle von f, so gibt es nach 10.7 (¢) und (d) einen Automorphismus
¢ von K mit Y |.= id und (a) = b. Nach (c), angewendet auf ¢ |r: K — K, gilt
Y(K) C K und damit b = ¢(a) € K; f zerfallt also schon iiber K in Linearfaktoren.

Lemma 10.11 Sei K/k normal und £ C L C K ein Zwischenkorper. Dann ist K/L
normal.

Beweis: Sei a € K, sei f, das Minimalpolynom von a iiber k£ und sei g, das Minimal-
polynom von a iiber L. Dann gilt ¢, | f, in L[ X] (da f, € L[X] und f,(a) = 0). Mit f,
zerfallt also auch g, iiber K in Linearfaktoren.

L/K muss nicht normal sein; weiter folgt aus der Normalitit von K /L und L/K nicht
die von K/k:

Beispiele 10.12 (a) Das Polynom f(X) = X3 — 2 € Q[X] ist irreduzibel (Eisenstein-
Kriterium fiir p = 2) und sein Zerfillungskorper in C ist K = Q(+3/2,¢), wobei ( = e
eine primitive dritte Einheitswurzel ist, denn f hat die Nullstellen /2, /2, ¢2v/2 in C.
Aber der Zwischenkorper L = Q(\B/é) ist nicht normal iiber Q, da er reell ist und die
Nullstellen ¢+/2, ¢?+/2 nicht enthilt.

(b) Q(v/2)/Q ist normal (vergleiche 10.3). Genauso ist Q(v/2)/Q(v/2) normal, als Zerfillungskérper
des Polynoms X2 — /2 € Q(v/2)[X]. Aber Q(+/2) ist nicht normal iiber Q, denn das Po-
lynom

Xt =2 (= (X = V2)(X + V2)(X —iv2)(X +iv2) in C[X])

ist irreduzibel in Q[X] (Eisenstein-Kriterium), hat in Q(+/2) die Nullstelle v/2, zerfillt
aber nicht in Linearfaktoren iiber Q(\‘Vi), da die Nullstellen +iv/2 nicht in @({‘/5) CR
liegen.

Lemma 10.13 Ist K /k eine endliche Koérpererweiterung, so gibt es eine Kérpererweiterung
K'/K derart, dass K'/k normal ist.

Beweis Ist K = k(ay,...,a,), fa, das Minimalpolynom von q; iiber k£ und K’ der
Zerfallungskorper von f = f,, ... f,, iiber K, so ist K’ auch der Zerfallungskorper von f
tiber k (da dieser alle Nullstellen von f in K’, also auch ay, ..., a, und damit K enthalten

muf). Nach 10.10 ist K’/k normal.

811 Separable Korpererweiterungen

Wir beschéftigen uns in diesem Paragraphen mit dem Unterschied zwischen einfachen und
mehrfachen Nullstellen. Sei k ein Koérper.

Definition 11.1 Sei f € k[X] ein nicht-konstantes Polynom und Z/k der Zerféllungskorper
von f iiber k (dieser ist nach 10.8 bis auf Isomorphie eindeutig). Sei a ein Element von Z.
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(a) Die Zahl
Vo (f) =max {n € Ny | (X —a)" teilt fin Z[X]}

heifit die Vielfachheit von f in a. Ist a eine Nullstelle von f (< v, (f) > 1, vergleiche 4.12),
so heiBt v,(f) auch die Vielfachheit (oder Ordnung) der Nullstelle a von f. Insbesondere
heifit @ eine einfache Nullstelle, wenn v,(f) = 1, und eine mehrfache Nullstelle, wenn

va(f) > 2.
(b) f heifit separabel, wenn f nur einfache Nullstellen in Z hat.

Definition 11.2 Die Abbildung
D:k[X]—k[X], D (Z aiX"') = > ia; X!
i=0 i=0

heifit (formale) Differentiation in k[X]. Fiir f € k[X] heifit Df die Ableitung von f und
wird auch mit f” bezeichnet.

Lemma 11.3 D ist eine k-Derivation von k[X], d.h., eine k-lineare Abbildung von k[X]
in sich mit
D(fg) = (Df)g + f(Dg) .

Jede k-Derivation o : k[X]| — k[X] ist von der Form o(f) = p- f' fiir ein eindeutig
bestimmtes p € k[X].

Beweis: Ubungsaufgabe!

Beispiele 11.4 (a) Aus 11.3 folgt leicht durch Induktion
(X —a)") =n(X —a)""

fiir a € k und n € Ny.
(b) Allgemeiner gilt fiir Polynome f(X), g(X) € k[X] die iibliche Kettenregel

Lemma 11.5 Sei f € k[X] nicht-konstant, und Z/k ein Zerféllungskoérper von f.
(a) Fiir a € Z gilt

Ua(f) =
va(f) >

1 =
1 =

f@) = 0 wd o) £ 0
fla) = 0 und f = 0.

(b) f hat genau dann mehrfache Nullstellen in Z, wenn f und f’ einen nicht-konstanten
gemeinsamen Teiler in k[X] haben.

Beweis (a) Sei r = v,(f). Dann gibt es ein g € Z[X] mit f = (X —a)"g und g(a) # 0.
Es folgt mit 11.3 und 11.4 (a), dass

fr=rX—-a)g+ (X -a)y
= (X —a)rg+ (X —a)).
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Ist 7 =1, so ist danach f’(a) = g(a) # 0; ist r > 1, so ist f'(a) = 0.

(b) Ist a eine mehrfache Nullstelle von f, so ist das Minimalpolynom f, wegen f(a) =
0 = f'(a) ein Teiler sowohl von f als auch von f’. Ist umgekehrt g ein nicht-konstanter
gemeinsamer Teiler von f und f’; so gilt fiir jede Nullstelle a von g in Z: f(a) =0 = f'(a);
nach (a) ist also a eine mehrfache Nullstelle von f.

Satz 11.6 Ein irreduzibles Polynom f € k[X] ist genau dann separabel, wenn f’ # 0 ist.

Beweis Sei Z der Zerfillungskorper von f iiber k. Ist f/ = 0, so ist jede Nullstelle
von f in Z mehrfach nach 11.5. Ist f’ # 0, so haben f und f’ keinen nicht-konstanten
gemeinsamen Teiler: da f irreduzibel ist, wiirde dies bedeuten, dass f’ von f geteilt wird,
im Widerspruch zur Ungleichung deg(f’) < deg(f).

Wir untersuchen nun, wann f’ = 0 (identisch 0) sein kann.
Lemma 11.7 Sei f € k[X].
(a) Ist char(k) = 0, so gilt:

f'=0 & f ist konstant .

(b) Ist char(k) = p > 0, so gilt:

f'=0 < esgibtein g € k[X] mit f(X) = g(XP).

Beweis Sei f = Z a; X" und f' = Z ia; X""1 = 0. Ist char(k) = 0, so folgt aus ia; = 0
auch a; = 0 fiir ¢ > 1, d.h., f ist konstant Ist char(k) = p > 0, so folgt nur a; = 0 fir

p1i, da dann i 1nvert1erbar in k ist. Damit ist

f = a+a,X?+ a2pX2p + o A X
= g(X?)

fiir g = 3 a,, X" wie behauptet. Die Riickrichtungen sind klar.
i=0

Corollar 11.8 Ist char(k) = 0, so ist jedes irreduzible Polynom f € k[X] separabel.

Definition 11.9 Sei K/k eine algebraische Korpererweiterung.

(a) Ein Element a € K heifit separabel iiber k, wenn das Minimalpolynom f, von a iiber
k separabel ist (< a ist die Nullstelle eines separablen Polynoms f € k[X]).

(b) K/k heiit separabel, wenn jedes Element a € K separabel iiber k ist (= K/k ist
algebraisch).

(c) Der Korper k heifit vollkommen (oder perfekt), wenn jede algebraische Erweiterung
K /k separabel ist (< jedes irreduzible Polynom aus k[X] ist separabel).

(d) Fiir “nicht separabel” sagt man meist “inseparabel”.
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Corollar 11.10 Jeder Korper der Charakteristik Null ist vollkommen.
Wir kommen nun zu einer Kennzeichnung von separablen Erweiterungen.

Definition 11.11 Fiir Korpererweiterungen K und K’ von k sei Homy (K, K') die Menge
der k-Morphismen ¢ : K — K’, d.h., der Kérperhomomorphismen mit ¢ (z) = z fiir alle
x € k.

Satz 11.12 Sei K/k eine endliche Korpererweiterung und K’ ein beliebiger Erweite-
rungskorper von K, der normal iiber £ ist.

(a) Es ist |[Homy (K, K')| < [K : k.
(b) Es ist |Homg (K, K')| = [K : k] genau dann, wenn K/k separabel ist.

Beweis Sei K = k(ay,...,a,). Wir zeigen die Aussagen durch Induktion iiber r, wobei
der Induktionsanfang mit » = 0 (d.h., K = k) trivial ist. Sei L = K(ay,...,a,-1), so dass
K = L(a,), und seien

Oy o L— K’

die verschiedenen k-Homomorphismen von L nach K’. Dann ist nach Induktionsvoraus-
setzung m < [L : k|. Weiter ist M := Homy (K, K’) die disjunkte Vereinigung der Mengen
M(p)) ={¢: K — K'|{|;= ¢} firi =1,...,m.

Fiir (a) geniigt es zu zeigen, dass |M(¢;)| < [K : L] gilt fiir alle 4; dann folgt ndmlich
|M|=;|M(soi)| <m[K:L<[L:K|]-[K:L =[K:k.

Sei also ¢ beliebig, aber fest. Sei g das Minimalpolynom von a, iiber L. Dann zerfillt
vi(g) tiber K’ in Linearfaktoren: ¢ teilt ndmlich das Minimalpolynom f von a, iiber k
(wegen f(a,) =0) , daher teilt ¢;(g) das Polynom ¢;(f) = f, welches die Nullstelle a, in
K’ hat und also wegen der Normalitit von K’/k iiber K’ in Linearfaktoren zerfillt. Nach
Corollar 10.6 entsprechen die Fortsetzungen

Y: K =L(a,) = K'

von ¢; gerade den verschiedenen Nullstellen von ;(g),und dies sind hochstens deg(y;(g)) =
deg(g) = [L(a,) : L] = [K : L] viele.

Wir zeigen nun (b). Ist K/k separabel, so hat f = f,. in K’ lauter verschiedene Nullstellen
und dasselbe gilt auch fiir den Faktor ¢;(g). Nach Corollar 10.6 gibt es dann genau
deg(pi(g)) = [K : L] viele verschiedene Fortsetzungen

:K=L() — K

von ¢; : L — K' (némlich zu jeder Nullstelle von ¢;(g) eine). Weiter ist L/k auch
separabel, nach Induktionsvoraussetzung also m = [L : k]. Es folgt [M| =m - [K : L] =
[K : k. Ist dagegen K/k inseparabel, so gibt es ein Element a € K, welches inseparabel
iiber k£ ist. Durch etwaige Hinzunahme zum Erzeugendensystem konnen wir annehmen,
dass a; = a ist. Ist r = 1, so ist L = k, und nach 10.6 gibt es hochstens so viele k-
Homomorphismen ¢ : K = k(a;) — K’, wie es verschiedene Nullstellen von f,, gibt, und
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dies sind wegen der Inseparabilitdt von f,, echt weniger als deg(f,,) = [K : k. Ist r > 2,
so ist L/k inseparabel, und es gilt nach Induktionsvoraussetzung m < [L : k|. Zusammen
mit (a) folgt |M| <m-[K : L] < [K : k]

Corollar 11.13 Ist K = k(ay,...,a,) mit ay,...,a, separabel iiber k, so ist K/k sepa-
rabel.

Beweis mit Induktion iiber n, wobei der Fall n = 0 wieder trivial ist. Sei K'/K ein
Erweiterungskorper, der iiber & normal ist (ein solcher existiert nach 10.13 immer). Sei
n>1und L = k(ay,...,a,-1), so dass K = L(a,). Nach Induktionsvoraussetzung gibt
es m = [L : k] viele k-Homomorphismen ¢1,..., ¢, : L — K’. Weiter ist nach dem
Argument im Beweis von 11.12 (b) die Anzahl der Fortsetzungen ¢ : K = L(a,) — K’
von ; gleich [L(a,) : L]. Es folgt |Homy (K, K')| = [L : k] - [K : L] = [K : k], und nach
11.12 (b) ist K/k separabel.

Als weitere Anwendung erhalten wir:

Satz 11.14 (Satz vom primitiven Element) Sei K/k eine endliche separable Korpererweiterung,.
Dann gibt es ein a € K mit K = k(«).

Beweis fiir endliches & (den Fall endlicher Kérper behandeln wir spéter): Da es Ele-

mente ay,...,a, € K gibt mit K = k(ay,...,a,) = k(ay,...,a,-1)(a,), konnen wir
per Induktion die Frage auf den Fall zuriickfithren, dass K = k(a,b) mit a,b € K ist.
Sei K'/K ein iiber k normaler Erweiterungskorper. Sind o7, ..., 0, die verschiedenen k-

Homomorphismen von K in K’ so gilt wegen 11.12 und der Separabilitdt von K/k die
Gleichheit n = [K : k]. Das Polynom

p(X) =11(oia + Xoib—0ja — Xo,b)

i#j
ist nicht das Nullpolynom; wegen der Unendlichkeit von k gibt es daher ein ¢ € k mit
P(c) # 0. Dann sind die Elemente o;(a + ¢b) fir i« = 1,...,n alle verschieden, also die
Einbettungen

Ui|k:(a + cb)’ k(a + cb) — K’

paarweise verschieden. Mit 11.12 folgt, dass [k(a+cb) : k| > n = [K : k], also k(a + cb) =
K.

Wir bemerken noch:

Lemma 11.15 Sei K/k eine Korpererweiterung und £ C L C K ein Zwischenkorper.
(a) Ist K/k separabel, so auch K/L und L/k.
(b) Sind K/L und L/k separabel so auch K/k.

Beweis (a) Sei K/k separabel. Dann ist L/k trivialerweise separabel. Weiter sei a €
K, f, € k[X] das Minimalpolynom von a iiber k und g, € L[X] das Minimalpolynom von
a iiber L. Wegen f,(a) = 0 gilt dann g, | f, in L[X], also f, = g, - h mit h € L[X]. Dann
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ist
fé:g;'h"i_ga'h,

also g/, # 0 wegen f!(a) # 0 und g,(a) = 0. Also ist g, separabel und damit a separabel
iiber L.

(b): Ubungsaufgabe!

8§12 Der Hauptsatz der Galoistheorie

Definition 12.1 Fiir eine Korpererweiterung K /k sei Auty(K) die Gruppe der k-
Automorphismen von K, d.h., die Gruppe der Korperautomorphismen o : K — K mit
o(x) =z fiir alle z € k.

Definition 12.2 Eine Korpererweiterung K /k heiit galoissch, wenn sie normal und se-
parabel ist. Auty(K) heifit dann die Galoisgruppe von K tiber k (Bez. Gal(K/k)).

Satz 12.3 Sei K/k eine endliche galoissche Korpererweiterung mit Galoisgruppe G =
Gal(K/k).

(a) Ist U eine Untergruppe von G, so ist
KV :={r e K |u(z) =z fiiralleu e U}

ein Korper und heifit der Fixkoérper von U in K.
(b) Ist L ein Zwischenkorper von K /k, so ist K/L galoissch.

(c) (Galoiskorrespondenz) Sei U(G) die Menge der Untergruppen von G und Z(K/k) die
Menge der Zwischenkorper von K /k. Die Abbildungen

U(G) é Z(K/k)
¢
U — KUY
Gal(K/L) «— L

sind zueinander inverse Bijektionen.

(d) Es gilt unter diesen Bijektionen

i) UCU < KV CKUY

i) LCL < GalK/L')C Gal(K/L)

(e) G ist endlich, und fiir jeden Zwischenkorper L von K/k gilt
i) [K:L] = (Gal(K/L):1)

i) [L:k] = (G: Gal(K/L)).

(f) Ist L ein Zwischenkorper von K/k, so ist L/k genau dann galoissch, wenn Gal(K /L)
ein Normalteiler in G ist. Es ist dann o (L) = L fiir jedes ¢ € G, und der Homomorphismus

G = Gal(K/k) — Gal (L/k), o~ o0lf
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induziert einen Gruppenisomorphismus

Gal(K/k)/Gal(K/L) == Gal(L/k).

Beweis (a) ist klar, und (b) folgt aus 10.11 und 11.15. Die Beziehungen

UCclU = KUV CKU
LCL = Gal(K/L')C Gal(K/L)

in (d) sind trivial. Hat man (c) gezeigt, so gilt
Gal(K/K") = ¢(y(U))=U
KO0 — (g(L)) = L,

und wir erhalten auch die Implikationen in die andere Richtung (z.B.: KV C KV =
Gal(K/KY) C Gal(K/KY") & U C U").

In (e) ist nur (i) zu zeigen; dann folgt (ii) aus der Gradgleichung [K : k] = [L : k|- [K : L]
und dem Satz von Lagrange: (G : 1) = (G : Gal(K/L)) - (Gal(K/L) : 1).

Weiter folgt (e) (i) aus

Lemma 12.4 Ist K/k endlich und normal, so gilt
(a) § Autg(K) < [K : k]
(b) £ Auty(K) = [K : k] genau dann, wenn K/k separabel ist.
Dies ist der Fall K’ = K von 11.12. Wir zeigen nun eine Hélfte von 12.3 (c), ndmlich
»o(L) = L. Da K/L wieder galoissch ist, geniigt es zu zeigen:
Proposition 12.5 Ist K/k eine endliche galoissche Korpererweiterung, so gilt
JGal(K/k) _ .

Beweis Trivialerweise ist k € K%5/%) Umgekehrt sei o € K%K/ ynd sei o : k(a) —
K ein k-Homomorphismus. Nach dem Beweis von 11.12 gibt es eine Fortsetzung ¢ : K —

K von o. Nach Voraussetzung wird o von ¢ € Gal(K/k) festgelassen, also auch von o.
Es folgt mit 11.12, dass [k(«) : k] = 1 ist, also « € k.

Fiir die andere Hélfte von (c¢) bendtigen wir einige Vorbereitungen.

Das folgende Lemma gibt zusammen mit dem nachfolgenden Satz eine Beschreibung von
Minimalpolynomen bei galoisschen Kérpererweiterungen.

Lemma 12.6 Sei K ein Kérper, G < Aut(K) eine endliche Untergruppe und k = K¢
der Fixkorper. Sei @ € K und N := N(«) := {oa | 0 € G}. Dann ist

fX) =11 (X =0)

BEN
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das Minimalpolynom von « iiber k.

Beweis Fiir jedes 0 € G gilt

o(/)(X) =TI (X —0P) = f(X),

BEN

d.h., o lasst die Koeffizienten von f fest, d.h., es ist f(X) € k[X]. Da f normiert ist und
f(x) = 0 gilt, ist nur noch zu zeigen, dass f irreduzibel in k[X] ist. Seien also g, h € k[X]
mit f = ¢g-h, und sei ohne Einschrankung g(«) = 0. Ist § € N, etwa 8 = o(a) mit 0 € G,
so ist g(B) = g(o(a)) = o(g(a)) = 0. Da die 8 € N alle verschieden sind, folgt f | g und
damit h € k*.

Wir erhalten hiermit die folgende Charakterisierung von endlichen Galoiserweiterungen.

Satz 12.7 Sei K/k eine Korpererweiterung. Dann sind dquivalent:
(a) Es gibt eine endliche Untergruppe G C Aut(K) mit k = K¢,
(b) K/E ist endlich und galoissch.

(¢) K/k ist Zerféllungskorper eines separablen Polynoms f € k[X].

Beweis (a) = (b): Ist @ € K, so ist @ nach 12.6 algebraisch iiber k, und das Minimalpo-
lynom zerfillt iiber K in verschiedene Linearfaktoren. K /k ist also normal und separabel.
Fir jedes v € K gilt weiter nach 12.6: [k(a) : k] = |[N(a)] < |G]. Sei f € K mit
[k(c) : k] maximal. Wire k(3) # K, so gébe es ein a € K mit k(a, 3) 2 k(8) und nach
dem Satz vom primitiven Element ist k(«, 5) = k(7) fiir ein v € K, im Widerspruch zur
Maximalitét von 3. Es ist also K = k() endlich iiber k.

(b) = (c): Nach 10.10 ist K/k Zerfallungskorper eines Polynoms f € k[X]. Ist ¢g ein
irreduzibler Faktor von f und a € K eine Nullstelle von g, so ist g bis auf einen konstanten
Faktor gleich dem Minimalpolynom von a. Da a separabel {iber k ist, ist g separabel. Sind
g1, - .., gm die verschiedenen irreduziblen Faktoren von f, so ist f = g1 ...0m, separabel
und K auch Zerfillungskérper von f.

(c) = (b): Ist K/k Zerféllungskorper eines separablen Polynoms f € k[X], so ist K/k
normal nach 10.10, und nach 10.4 ist K = k(a4,...,a,), wobei ay, ..., a, die Nullstellen
von f sind. Nach Corollar 11.13 ist K/k separabel.

(b) = (a): Nach 12.5 ist k = KGal(K/k),
Wir zeigen nun die andere Hélfte von 12.3 (c), ndmlich ¢ppU = U.
Proposition 12.8 Sei K/k eine endliche Galoiserweiterung und sei U eine Untergruppe

von Gal(K/k). Dann ist
Gal(K/KY)=U.

Beweis Offenbar ist U C Gal(K/KY), und mit 12.4 also

\U| < |Gal(K/KY) |= K : KY].
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Umgekehrt sei a ein primitives Element von K/KY also K = KY(«). Dann folgt wie im
Beweis von 12.7
[K: KY]=[KY(a) : KY] <|U],

und wir erhalten |U| = |Gal(K/KY)], also die Behauptung.
Wir beweisen nun den letzten Teil von 12.3, nédmlich (f).

Proposition 12.9 Sei K/k endlich galoissch und L ein Zwischenkorper. Dann ist dquivalent:
(a) L/k ist galoissch.

(b) Fiir alle 0 € Gal(K/k) gilt o(L) = L.

(c) Gal(K /L) ist Normalteiler in Gal(K/k).

Beweis (a) = (b): Nach 10.10 (c) (fiir (K, K) = (L, K)) gilt o(L) C L. Andererseits ist

o : L — o(L) ein Isomorphismus von k-Vektorrdumen (da o ein k-Homomorphismus
ist), also [L : k] = [o(L) : k]. Damit ist die Inklusion ¢(L) C L eine Gleichheit.

(b) < (c): Ist L ein Zwischenkérper und o € Gal(K/k), so ist o(L) ebenfalls ein Zwi-
schenkorper von K/k und es gilt

Gal(K /(L))

{reG|rox=0x VYrel}
= {reG|lo'roxr =20 Vrel}
= o Gal(K/L)o™'.

Die Aquivalenz von (b) und (c) folgt also aus der Galoiskorrespondenz, denn diese besagt:

o(L) =L < Gal(K/o(L)) = Gal(K/L).
(b) = (a): Nach (b) hat man einen kanonischen Homomorphismus
Gal(K/k) — Autyg(L), oo, .

Es folgt k£ C LAutk(L) C KGallK/k) — L und damit Gleichheit; L/k ist also galoissch nach
12.7.

Fiir den Rest von 12.3 (f) geniigt es zu zeigen, dass fiir galoissches L/k die Restriktion
Gal(K/k) — Gal(L/k), o+ olf,

surjektiv ist, denn der Kern ist per definitionem Gal(K/L). Diese Surjektivitit folgt aber
zum Beispiel aus dem Homomorphiesatz und der Gleicheit

(Gal(K/k) : Gal(K/L)) = [L : k] = Gal(L/k) .

Beispiel 12.10 Sei K = Q(v/2,(), wobei ¢ = e € C eine primitive dritte Einheitswur-
zel ist. Dann ist K/Q galoissch, denn K ist der Zerfillungskérper von f(X) = X3 —2 €
Q[X] (siehe Beispiel 10.12 (a)), also normal tiber Q und weiter ist Q als Korper der
Charakteristik 0 vollkommen, also jede algebraische Erweiterung separabel (Wir kénnen
auch sofort sehen, dass f(X) nach 10.12 (a) paarweise verschiedene Nullstellen in K
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hat, also separabel ist, und dann 12.7 (c) benutzen). Es ist [Q(+/2) : Q] = 3, da f
das Minimalpolynom von +/2 iiber Q ist und deg(f) = 3. Das Minimalpolynom von
¢ iiber Q ist das Kreisteilungspolynom ¢3(X) = X? + X + 1 (siehe 7.11 (b)); also ist
[Q(¢) : Q] = 2. Aber ¢3(X) ist auch das Minimalpolynom von ¢ iiber Q(+/2), da die
Nullstellen ¢ und ¢! nicht Q(v/2) C R liegen. Also ist [Q(v/2,¢) : Q(¥/2)] = 2. Es folgt
(K : Q] = [K : Q(/2)]-[Q(+/2) : Q] = 2-3 = 6. Welche Gruppe mit 6 Elementen ist
Gal(K/Q)?

813 Bestimmung von Galoisgruppen

Sei K /k eine endliche Galoiserweiterung. Da K /k separabel ist, gibt es ein Element o € K
mit K = k(«) (Satz von primitiven Element). Da K/k auch normal ist, zerfillt das
Minimalpolynom f, von « iiber k iiber K in Linearfaktoren. Zusammen folgt, dass K
der Zerfallungskorper von f, ist (die weiteren Nullstellen von f, sind bereits in k(a)
enthalten). Es geniigt also, die Galoisgruppen von irreduziblen separablen Polynomen zu
bestimmen, wobei wir definieren:

Definition 13.1 Sei k ein Korper und f € k[z] ein irreduzibles separables Polynom. Die
Galoisgruppe von f ist definiert als die Galoisgruppe von K /k, wobei K der Zerfallungskor-
per von f iiber k ist.

Wir bemerken, dass K/k als Zerfallungskérper von f normal ist. Weiter ist K/k sepa-
rabel, denn es gilt K = k(a), wobei « € K eine Nullstelle von f ist. Da a separabel
ist (das Minimalpolynom von « iiber k entsteht durch Normierung von f, ist also nach
Voraussetzung separabel), erhalten wir die Behauptung mit 11.13.

Definition 13.2 Sei K/k normal. Zwei Elemente «, 3 € K heiflen konjugiert iiber k,
wenn sie dasselbe Minimalpolynom iiber £ haben.

Fir o € K sind also die Konjugierten von « iiber k (in K) die Nullstellen des Minimal-
polynoms f, von « iiber k (welches in K in Linearfaktoren zerféllt).

Beispiel 13.3 Die Zahlen /2, /2, (2/2, mit ¢ = e eC (siehe Beispiel 12.10), sind
also zueinander konjugiert iiber Q (in K = Q(3/2,¢)).

Lemma 13.4 Sei K/k endlich und normal. Zwei Elemente o, € K sind genau dann
konjugiert iiber k, wenn es ein o € Auty(K) gibt mit o(a) = f.

Beweis Seien o und (3 konjugiert iiber k und sei g das (gemeinsame) Minimalpolynom
von « und . Nach 10.10 gibt es ein Polynom h € k[X], so dass K der Zerfallungskorper
von h iiber k ist. Dann ist K auch der Zerfallungskorper von f := g-h iiber k (da g iiber K
zerfillt). Nach Satz 10.7 (¢) (mit k = k und K = K) gibt es also ein 0 € Homy (K, K) =
Autg(K) mit o(a) = 3 (g ist ein irreduzibler Faktor von f und «, 3 sind Nullstellen von
9=29)-

Sei umgekehrt o € Auty(K) mit o(a) = [, und sei f, das Minimalpolynom von « iiber
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k. Dann gilt in K : fo(B) = fa(o(a)) = o(fa(a)) = 0(0) = 0, da o(fa) = fa wWegen
fa € E[X].

Bemerkung 13.5 Es folgt, dass fiir K/k endlich normal und a € K
N(a) ={o(a) | o € Auty(K)}
die Menge der Konjugierten von « iiber k ist und

fX)= 11 (X=p5)

BEN(a)
das Minimalpolynom von « tiber k ist (vergleiche mit Lemma 12.6).
Lemma/Definition 13.6 Sei M eine Menge. Dann ist die Menge
S(M) ={¢: M — M | ¢ bijektiv}

der bijektiven Selbstabbildungen von M eine Gruppe mit der Komposition als Ver-
kniipfung und heifit die symmetrische Gruppe von M.

Dass S(M) mit der Komposition eine Gruppe bildet ist klar (Assoziativitét ist klar, idy,
ist das neutrale Element, und das Inverse von ¢ ist die Umkehrabbildung ¢=1).

Bemerkung 13.7 Fir M = {1,...,n} ist S(M) = S,,, die symmetrische Gruppe n-ten
Grades. Allgemeiner ist fiir endliches M, |M| = n, die Gruppe S(M) isomorph zu S,:
Schreiben wir M = {my,...,m,}, so ist jedes ¢ € S(M) von der Form ¢, mit

0o (mi) = My (1=1,...,n)
fiir ein eindeutiges o € S,,, und o — ¢, liefert einen Isomorphismus S, — S(M).

Satz 13.8 Sei K/k der Zerfillungskorper des irreduziblen Polynoms f(X) € k[X]. Sei N
die Menge der Nullstellen von f in K. Dann ist die Abbildung

ein injektiver Gruppenhomomorphismus.

Beweis Zunichst ist die Abbildung wohldefiniert, denn es ist o(N) C N wegen o |,.= id}, :
fla)=0 = 0=0(f(a)) =0(f)(o(a)) = f(c(a)). Weiter ist die Restriktionsabbildung
offenbar ein Gruppenhomomorphismus. Schliefilich ist dieser nach Satz 10.7 (b) (Fall k =
k, K = K, = idy) injektiv.
Corollar 13.9 Ist f separabel, so ist

v:G— S(N)

injektiv, wobei G = Gal(K/k) die Galoisgruppe von f ist.
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Beispiel 13.10 Wir kénnen nun leicht die Galoisgruppe von K = Q(V/2,¢) iiber Q
bestimmen ({ = e%, siehe Beispiel 12.10): K ist der Zerfillungskérper von X3—2 € Q[X];
also haben wir einen injektiven Homomorphismus

G = Gal(K/Q) = S({V2,(V2,(*V2}) = ;.
Nach 12.10 gilt |G| = [K : Q] = 6 = |S3|. Daher ist v ein Isomorphismus und G = S.

Bemerkung 13.11 Allgemein hat man fiir die Galoisgruppe G eines irreduziblen separa-
blen Polynoms f € k[X] vom Grad deg(f) = n nach 13.9 und 13.7 einen Monomorphismus

v:G<—S,.

Das Polynom f heifit ohne Defekt, wenn dies ein Isomorphismus ist, also G = S,, isomorph
zur vollen Permutationsgruppe der Nullstellen von f ist.

814 Endliche abelsche Gruppen und endliche Kérper

Der folgende Struktursatz fiir endliche abelsche Gruppen ist ein Vorlaufer der sogenannten
Sylowsétze fiir beliebige endliche Gruppen.

Satz 14.1 Sei (A, +) eine endliche abelsche Gruppe. Fiir jede Primzahl p ist die p-primére
Komponente von A definiert als

A(p) ={a € A| es existiert ein ¢ € N mit p‘a = 0} .

,
Dies ist eine Untergruppe von A. Gilt |A| = [] pi"*, mit verschiedenen Primzahlen py, ..., p,,
i=1

So ist

A=A(p) x ... x Ap:),
und |A(p;)| = p™.

Beweis Ist p‘a = 0 und p™b = 0, so ist p™™(a — b) = 0, also ist A(p) eine Untergruppe.
Definiere nun

("2 H1A<pi) — A

.
durch p(ay,...,a.) = > a;. Dies ist ein Homomorphismus, da A abelsch ist.
i=1

i=1 i i
Wegen ord(a;) | p und ord(a;) | ] pﬁj folgt dann ord(a;) = 1 (die Zahlen rechts sind
J#i
teilerfremd), also a; = 0, fiir alle 7.

.
@ ist ingektiv: Ist > a; = 0, mit, pfiai = 0, so ist wegen a; = — ) _ a; auch (H p§j> a; = 0.
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@ ist surjektiv: Wir zeigen durch Induktion iiber s: Ist [] pi“a = 0, so liegt a im Bild von
i=1

[T A(p:) (Beachte, dass |A|-a = 0 fiir jedes a € A). Dies ist klar fiir s = 1; sei also s > 1.

i=1

s—1
Dam = p und n = [] p}" teilerfremd sind, gibt es u,v € Z mit
j=1

mu+nv=1.

Dann gilt
a = uma + vna,

s—1

und fiir mna = 0 folgt n(uma) = 0, also uma = > a; mit a; € A(p;) nach Induktionsvor-
i=1

aussetzung, und m(vna) = 0, also vna € A(ps) nach Definition.

Wir zeigen nun noch |A(p;)| = p;* fur alle i. Sei p eine Primzahl. Wegen der Endlichkeit
von A(p) gibt es eine p-Potenz p* mit pLa = 0 fiir alle a € A(p), zum Beispiel

L= Y {, , fallspa=0.
a€A(p)

Nach dem nachfolgenden Lemma ist also |A(p)| eine p-Potenz. Wegen

Al = LA
und der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung folgt hieraus die Behauptung.

Lemma 14.2 Ist B eine endliche abelsche Gruppe und n eine natiirliche Zahl mit nb = 0
fiir alle b € B, so gilt fiir jede Primzahl p

pl|Bl = pln.

Beweis: Ubungsaufgabe!
Aus Satz 14.1 folgern wir:

Corollar 14.3 Eine endliche abelsche Gruppe A ist genau dann zyklisch, wenn alle p-
priméren Komponenten A(p) zyklisch sind.

Beweis Untergruppen von zyklischen Gruppen sind zyklisch. Gilt umgekehrt, dass fiir
alle Primteiler py,...,p, von |A| die zugehorigen Komponenten A(p;) zyklisch sind, so
gilt nach 14.1 und dem chinesischen Restsatz

T

A= [T Ap) = EZ/p?iZ =Z/mi,

=1

,
mit m = [] p}".
i=1
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Wir wenden uns wieder der Kérpertheorie zu. Der folgende Satz gilt fiir beliebige Korper.
Lemma 14.4 Ist K ein Korper, so ist jede endliche Untergruppe von K> zyklisch.

Beweis Sei G < K* eine endliche Untergruppe. Da G abelsch ist, geniigt es nach 14.3 zu
zeigen, dass fiir jede Primzahl p die p-primére Komponente G(p) zyklisch ist. Da G endlich
ist, gibt es ein y € G(p) maximaler Ordnung p™. Dann ist 2P" = 1 fiir alle 2 € G(p),
d.h., jedes # € G(p) ist eine Nullstelle des Polynoms X?" — 1. Da dieses héchstens p™
Nullstellen hat (siehe 4.13), folgt |G(p)| < p™. Andererseits hat < y > schon die Ordnung
p™; es folgt G(p) =< y >.

Fiir endliche Korper liefert dies:

Corollar 14.5 Ist k ein endlicher Korper mit ¢ Elementen, so ist £* zyklisch von der
Ordnung ¢ — 1, und es gibt ein y € k£ mit

k={0,1Ly, 9% ...,y %},

Corollar 14.6 Ist K/k eine Erweiterung endlicher Korper, so gibt es ein y € K mit
K = k(y) (also ein primitives Element fiir K/k).

Dies beweist den Satz 11.14 (vom primitiven Element) auch im Fall endlicher Kérper.

Bemerkung 14.7 Ist k ein endlicher Korper mit ¢ Elementen, so ist char(k) = p > 0

(da Z — k nicht injektiv sein kann), der Primkérper von k also gleich IF,, (vergleiche 8.7),

und damit ¢ = p™ mit m = [k : F,] < oo.

Lemma 14.8 Ist K ein Korper der Charakteristik p > 0, so ist die Abbildung
F:K—K , x— a1,

ein Kérperhomomorphismus und heifit der (absolute) Frobenius-Homomorphismus von
K.

Beweis Trivialerweise gilt (zy)P = 2Py? fir x,y € K. Weiter ist

P . .

1=0

da (p>:p—!=()mod(p)ﬁir0<i<p.

) il(p—i)! —

Bemerkung 14.9 Ist K endlich, so ist F' : K — K nicht nur injektiv, sondern auch
surjektiv aus Méchtigkeitsgriinden. Dagegen ist F' : F,(X) — F,(X) nicht surjektiv.

Satz 14.10 Ein Koérper der Charakteristik p > 0 ist genau dann vollkommen, wenn
F : K — K surjektiv (und damit ein Isomorphismus) ist.
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Beweis Sei F' surjektiv und f € K[X] irreduzibel. Ist f inseparabel, so gibt es nach 11.6
und 11.7 ag, ay, ..., a4y, € K mit f(X) = ag+ a1 XP+. ..+ a,,(XP)™. Seien by, ..., b, € K
mit b =a; (i =0,...,m). Dann folgt

f(X) = b5+ 0XP+. ..+ (XP)™
im Widerspruch zur Irreduzibilitdt von f.

Sei umgekehrt K vollkommen und a € K. Sei f(X) := X? —a € K[X],g € K[X] ein
irreduzibler Faktor von f, L der Zerfallungskorper von g iiber K und b € L eine Nullstelle
von g. Dann ist ¥ = ¢ und damit f = X? —0? = (X —b)P. Es gibt also ein n € {1,...,p}
mit g = (x — b)". Da g wegen der Vollkommenheit von K nur einfache Nullstellen in L
hat, gilt n =1, d.h., b € K (mit F(b) = b’ = a wie gewiinscht).

Corollar 14.11 Jeder endliche Korper ist vollkommen.

Satz 14.12 Sei p eine Primzahl und n € N.

(a) Ist K der Zerfiallungskorper des Polynoms X?" — X € F,[X], so hat K p" Elemente.
(b) Ist K ein Korper mit p" Elementen, so ist K/k Zerfallungskorper des Polynoms
X - X.

Beweis (a) Sei N die Menge der Nullstellen von f(X) = X?" — X in K, d.h., der Elemente
a € K mit a?" = a. Wegen f' = —1ist ggT(f, f') = 1, also f separabel (Lemma 11.5),
also |N| = deg(f) = p". Wegen

n—mal

ist N = K<I"> wobei < ™ >C Aut(K) die von F™ erzeugte Untergruppe ist. Also ist
N ein Korper. Wegen der Minimalitat von K ist N = K, d.h., |K| = p™.

(b) Wegen |K*| = p" — 1 gilt a?"~! = 1 fiir alle a € K*, und also a*" = a fiir alle a € K.
Da f = X?" — X hochstens p™ Nullstellen hat, ist K gleich der Menge der Nullstellen von
f in einem Zerfallungskorper von f, also gleich dem Zerfallungskorper (vergleiche 10.4).

Corollar 14.13 Es gibt bis auf Isomorphie genau einen Kérper mit p” Elementen (Bez.:
Fyn).

Dies folgt aus der Eindeutigkeit von Zerfallungskorpern, siehe 10.8.
Corollar 14.14 Sei k ein endlicher Kérper mit p™ Elementen (p Primzahl).

(a) Jede algebraische Erweiterung K /k ist galoissch.

(b) Ist m € N, so gibt es bis auf k-Isomorphie genau eine Erweiterung K/k mit [K : k] =
m. Gal(K/k) ist zyklisch und wird von F" erzeugt.
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(c) Aut(k) wird von F erzeugt, und die Teilkorper von k sind die Kérper Fi = k<> fiir

- 1
IE‘Z: < F:>
S /
i n < F'> n
“ Z
F, < F > (Fm =1).

Beweis (a) K/F, ist separabel (nach 14.11) und normal (nach 14.12 (b)), daher auch
K/k.

(c) Esist Aut(k) = Gal(k/F,), da der Primkorper von jedem Automorphismus festgelassen
wird. Nach dem Hauptsatz der Galoistheorie ist |Gal(k/F,)| = [k : F,] = n. Andererseits
ist die Ordnung von < F' >C Gal(k/F,) gleich n, da es ein Element y € £* der Ordnung
p" — 1 gibt, also mit F™(y) = y?" # y fiir m < n. Es folgt Gal(k/F,) =< F >. Nach
der Theorie der zyklischen Gruppen (siche Beweis von 2.14) sind die Untergruppen von
< F' > von der Form < F “ > mit 4 | n, nach Galoistheorie also die Zwischenkérper von
k/F, von der Form k<> mit i | n. Weiter gilt

aek” o ' =a & aecF,.
(b) Wegen [K : F,] = m-n hat K p™ Elemente, ist also Zerfillungskorper von X?"" — X

iiber F,, also auch iiber k. Dies zeigt die Eindeutigkeit (nach 10.8). Es ist K</""> D k,
und nach (c) gilt Gleichheit. Nach Galoistheorie folgt Gal(K/k) =< F™ >.

8§15 Einheitswurzeln

Erinnerung 15.1 (siehe Beispiel 3.18) Fiir m € Nist @ € Z/mZ genau dann Erzeugendes,
wenn a in (Z/mZ)* liegt. Weiter gilt

(Z/mZ)* ={a € Z/mZ | a € Z mit g¢gT(a,m) =1}
und daher
(15.1.1) | (Z/mZ)* | = p(m),

wobel

p(m) :=|{a e N[0 <a<m,ggT(a,m)=1}| .
Die Funktion
N

¢ : N
m p(m)

—
—
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heiflt die Eulersche (p-Funktion.
Lemma 15.2 (a) Fir ggT(m,n) =1 gilt
p(m-n) =p(m) - p(n).

(b) Ist p eine Primzahl und r € N, so gilt
r—1

e(P")=({@—1)p

Beweis: (a) Falls gg7'(m,n) = 1, so hat man nach dem chinesischen Restsatz einen
Ringisomorphismus
Z)m-nZ = Z/mZ x T./nZ.

Dieser induziert natiirlich einen Isomorphismus
(Z/m-nZ)* = (Z)mZ)* x (Z/nZ)*

fiir die zugehorigen Einheitengruppen. Mit (15.1.1) folgt die Behauptung.

(b): Die natiirlichen Zahlen a € {0,1,...,p" — 1}, die nicht teilerfremd zu m = p” sind,
sind offenbar gerade die Vielfachen von p

0-p,1-p,2-p,....,(p" 1 =1)-p.
Dies sind p"~! Zahlen. Daher ist

T r—1

W) =p —p T = - 1p

Corollar 15.3 Ist m = [] p;* die Primfaktorzerlegung von m (mit verschiedenen Prim-
i=1
zahlen pq,...,p, und r; € N), so gilt

o(m) = T1(pi — Dpy .

i=1
Beispiel 15.4 ¢(100) = ¢(4 - 25) = 2 - 20 = 40.

Sei nun K ein Korper und n eine natiirliche Zahl.

Definition 15.5 Ein Element ( € K heif3t n-te Einheitswurzel, wenn (" = 1, also wenn
¢ eine Nullstelle des Polynoms X™ — 1 ist. Nenne ( eine primitive n-te Einheitswurzel,
wenn ¢ die Ordnung n in K* hat. Die Gruppe der n-ten Einheitswurzeln sei mit g, (K)
bezeichnet.

Sei K,, der Zerfallungskoérper von X™ — 1 iiber K.

Lemma 15.6 (a) u,(K) ist zyklisch und die Ordnung von p,(K) teilt n.
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(b) Ist ¢ € p,(K,) ein Erzeugendes, so ist K,, = K(().
(¢) K, /K ist galoissch.

(d) Ist char(K) = p > 0, s0 ist pip(K) = pn(K) und K,, = K,. Insbesondere ist
/Lpu(K) - {1} und Kpu = K

(e) Gilt char(K) 1 n, so hat p,(K,) die Ordnung n.

Beweis: (a) folgt aus 14.4 (jede endliche Untergruppe von K* ist zyklisch). Beachte, dass
| n(K) |= ord(C) | n fir ein Erzeugendes ¢ von p, (K).

(b): K(¢) enthilt alle Potenzen (*, also auch alle Elemente on j, (K,,), d.h., alle Nullstellen
von X" — 1. Also ist K(() der Zerféllungskorper dieses Polynoms, d.h., gleich K,.

(d) folgt wegen X™? —1 = (X" — 1)? fiir char(K) = p.

(e): Fiir char(K) { n sind X™ — 1 und (X" — 1) = n- X" teilerfremd. Also ist X™ — 1
separabel und hat n verschiedene Nullstellen in K.

(c): Nach (d) konnen wir annehmen, dass char(K) { n. Dann ist K, /K galoissch als
Zerfiallungskorper des separablen Polynoms X™ — 1.

Im Folgenden sei angenommen, dass n nicht von char(K) geteilt wird.

Bemerkung 15.7 Dann ist die Anzahl der primitiven n-ten Einheitswurzeln in K, gleich
©(n). Denn nach 15.6 (e) ist p,(K,) zyklisch von der Ordnung n. Also ist ¢ € pu,(Ky,)
genau dann primitive n-te Einheitswurzel, wenn ( Erzeugendes dieser Gruppe ist, und
nach 15.1 gibt es ¢(n) Erzeugende.

Definition 15.8 Sind (;, . .., (yn) die primitiven n-ten Einheitswurzeln in K, so heif3t

0,(X) = Oy i (X) = (X = Q)X = C) -+ (X = Cpm))

das n-te Kreisteilungspolynom iiber K.

Satz 15.9 (a) ¢,(X) liegt in K[X], ist normiert und separabel und hat den Grad ¢(n).

(b) In K[X] gilt
X" —1=]]%uX).
dln

Beweis: (a): Nach Definition gilt ®,, € K,[X]. Sei G = Gal(K,,/K) (beachte 15.6 (c)!).
Ist 0 € G und ¢ € K, eine primitive n-te Einheitswurzel, so gilt dies auch fiir o(¢). Daher
permutiert ¢ die primitiven n-ten Einheitswurzeln (i, ..., (yn) und ldsst damit @, (X)
fest. Da dies fiir alle 0 € G gilt, liegen alle Koeffizienten von @, (X) in K¢ = K, also @,
in K[X]. Der Rest von (a) ist klar.

(b): Dies ergibt sich durch Zusammenfassung der Faktoren in der Zerlegung

Xto1= [ (X -¢).

CEpn(Kn)
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Die Gruppe p,(K,) ist ndmlich die disjunkte Vereinigung der P, fiir d | n, wobei P,
die Menge der Elemente der Ordnung d in p,(K,) bezeichnet, also der primitiven d-ten
Einheitswurzeln in K,,. Es ist also

X" =1 =T IT (X =) = [T®u(X).

dln (€Py dln

Diese Zerlegung gilt zunéchst in K,,[X], aber alle Faktoren sind nach (a) in K[X].
Bemerkung 15.10 Mit der Gleichung aus 15.9 (b)

X' =1=][Pa(X)=Pn- [] Pu

din dln,d<n

kann man die ®,, rekursiv ausrechnen: Kennt man alle ®, fiir d | n und d < n, so erhélt
man ®,, durch Polynomdivision.

Beispiele 15.11 (a) Fir n =1 ist ®;(X) =X — 1.
(b) Fiir eine Primzahl p ist

XP 1= 8,(X)- (X ~ 1),

also

X1
X1
Dies zeigt Ubereinstimmung mit der Definition in Beispiel 7.11 (b).

P,(X) =XPl 4 XP 2+ X 1.

(c) Die ersten Kreisteilungspolynome iiber Q sind

O (X) = X—1

Py(X) = X +1

P3(X) = X2+ X+1

(X)) = ey = xen - X+
P5(X) = X'+ XP+ X2+ X +1
Pg(X) = X0l = X2 X 41.

TX)(X2-1)

Satz 15.12 (a) Fiir K = Q ist ¢,, = ¥, ¢ € Z[X] und irreduzibel in Z[X] und Q[X].

(b) Fiir beliebiges K erhélt man ®,, ;- durch Anwendung des kanonischen Homomorphis-
mus Z — K auf die Koeffizienten von @, q.

Beweis: (a) Sei ¢ € Q,, eine primitive n-te Einheitswurzel, und sei f € Q[X]| das Mini-
malpolynom von ( iiber Q. Fiir jede Nullstelle & von f in @Q,, gibt es nach 10.7 (c) ein
o € G = Gal(Q,/Q) mit 0(¢) = a. Also ist « eine primitive n-te Einheitswurzel. Wir
zeigen, dass umgekehrt jede primitive n-te Einheitswurzel ¢’ in Q, Nullstelle von f ist.
Dann folgt f = ®,, nach Definition von ®,, und damit die Irreduzibilitit von ®,,.
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Als Minimalpolynom von ( ist f ein Teiler von X™ — 1, also
X"—1=f-h

mit A € Q[X]. Nach dem folgenden Lemma sind dann f,h € Z[X] und normiert.
Es ist ¢! = ("™ mit einem m, welches teilerfremd zu n ist.

1. Fall: m = p Primzahl. Annahme f((?) # 0. Dann ist also h((?) = 0, d.h., ¢ Nullstelle
von h(X?). Hieraus folgt wiederum f | h(X?), also

h(Xp) = f 9,
wobei wie oben folgt, dass ¢ € Z[X] und normiert ist. Betrachte nun die Bilder h, f und
g in F,[X]. Fiir diese gilt B B
B =h(X")=Ff-7.
Also sind h und f nicht teilerfremd in F,[X], also hat das Polynom
X"—1=f -heF,[X]

mehrfache Nullstellen in dem Zerféllungskorper von X™ — 1 iiber F,. Das ist ein Wider-
spruch zur Separabilitdt von X" — 1 fir p # n (Beweis von 15.6(¢)).

2. Fall: m beliebig. Wir fithren Induktion iiber die Anzahl r der Primfaktoren von m,
wobei der 1. Fall der Induktionsanfang ist. Ist m zusammengesetzt, so ist m = p - g
fiir eine Primzahl p, und nach Induktionsvoraussetzung ist ¢ = (¢ Nullstelle von f.
Dann ist f auch das Minimalpolynom von ¢” und nach dem Argument vom 1. Fall ist
(¢"P = (1P = (™ = (' Nullstelle von f.

Da f € Z[X] und normiert ist, folgen wegen ®,, = f nun auch die restlichen Aussagen
von (a).

(b): Sei 7 : Z[X] — K|[X] der kanonische Homomorphismus und ®,, = ®,, o. Wir zeigen
durch Induktion iiber n, dass 7(®,,) = ®,, . Fiir n =1 ist

T((bl) :X— 1 = (DI,K-

Fir n > 1 gilt
X"—1 = &, ][] @4 in Z[X],

dn
d<n

X"—1 = q)n,K'HCI)d,K in K[X]
i

Durch Induktion und Nullteilerfreiheit von K[X] folgt hieraus 7(®,) = ®, k.

Lemma 15.12 Sei R ein faktorieller Ring mit Quotientenkérper @ = Quot(R). Sei f €
R[X] normiert (bzw. primitiv) und

f=g-h inK[X],

wobei ¢ normiert (bzw. primitiv) ist. Dann sind ¢ und h beide in R[X] und normiert
(bzw. primitiv).
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Beweis: Sei b € Q* derart, dass bh € R[X] und primitiv ist. Nach dem Beweis von
Corollar 7.6 ist dann b~'g € R[X]. Weiter ist b~'g nach Lemma 7.4 primitiv. Ist nun g
primitiv, so folgt b € R* und die Behauptung. Der Fall “normiert” folgt genauso.

Corollar 15.13 (a) Es gibt einen kanonischen Monomorphismus von Gruppen
(15.13.1) Gal(K,/K) — (Z/nZ)* .

Insbesondere ist Gal(K, /K) kommutativ und [K,, : K] ein Teiler von ¢(n).

(b) Fiir K = Q ist (15.3.1) ein Isomorphismus. Fiir die primitive n-te Einheitswurzel
(p=en €Cund Q, = Q(¢,) gilt also

(15.13.2) Gal(Q(¢a)/Q) = (Z/nZ)*
und [Q(¢.) : Q] = ¢(n).

Beweis (a): Nach 15.6 (c) ist K,,/K galoissch, und nach 15.6 (b) ist K,, = K((), wobei
( eine primitive n-te Einheitswurzel in Kn ist. Fir 0 € Gal(Kn/K) ist o(¢) wieder eine
primitive n-te Einheitswurzel; es gibt also ein ¢’ € Z mit ggT'(a’,n) = 1, so dass

o(¢) =¢*.

Die Zahl o ist nicht eindeutig, aber fiir ’ € Z mit (¢ = (% gilt ¢*~*" = 1, also
a’' — a’ € nZ. Daher ist

a(o) == d = d mod nZ € (Z/nZ)* C Z/nZ
wohldefiniert. Allgemein ist fiir © = m € Z/nZ mit m € Z die Potenz
"= (=
wohldefiniert, denn fiir m’ € Z mit m = m/ ist t = m’ — m € nZ und damit
¢ ===

Die Abbildung
¢:Gad(K,/K) — (Z/nZ)*
o — alo) mit o(¢) = ¢

ist ein Homomorphismus, denn fir o, 7 € Gal(K,,/K) gilt
(07)(¢) = o(7(¢)) = o (¢*7) = ¢*D),
wegen (o7)(¢) = ¢4 also a(or) = a(o) - a(1). Fir m,r € Z gilt ndmlich
("=(C & "=Ce(""=1lem-renZ e m=rinZ/nZ.

Weiter ist ker(ip) trivial, also ¢ injektiv, denn fiir 0 € Gal(K,/K) mit 0({) = ¢! = ¢
operiert o trivial auf K,, = K({); es ist also 0 = id das neutrale Element in G.

Die zweite Aussage in (a) ist dann klar, da Gal(K,,/K) = im(p) und im(p) eine Unter-
gruppe von (Z/nZ)* ist, so dass [K, : K] = |Gal(K,,/K)| = |im(y¢)| die Ordnung von
(Z/nZ)*, also p(n) teilt.
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(b): Fiir K = Q ist ®,, nach 15.12(a) irreduzibel und damit das Minimalpolynom von (,
(denn ¢, ist als primitive n-te Einheitswurzel per Definition eine Nullstelle von ®,, in Q,,).
Es folgt [Q, : Q] = [Q((,) : Q] = deg(®,) = ¢(n). Damit muss der Monomorphismus
(15.3.1) fiir K = Q ein Isomorphismus sein. O

Beispiel 15.14 Fiir jede Primzahl p ist [Q({,) : Q] = p—1 und Gal(Q((,) : Q) = (Z/pZ)*
zyklisch. Zum Beispiel ist [Q((3) : Q] = 2 und Gal(Q(¢3)/Q) = (Z/3Z)* = {*1}.

Bemerkung 15.15 Fiir allgemeines n € Z ist (Z/nZ)* nicht immer zyklisch. Fiir n =
15 =3 -5 ist zum Beispiel

(ZJ152)% = (Z/3Z)* x (Z/5Z)* (Beweis von 15.2)

7./27. x TJAZ.,

~
~

was nicht zyklisch ist, wie man leicht tiberpriift ((0,a) und (1, a) sind beides keine Erzeu-
genden).

816 Der algebraische Abschluss eines Korpers

Lemma/Definition 16.1 Ein Korper K heifit algebraisch abgeschlossen, wenn er die
folgenden dquivalenten Bedingungen erfiillt:

(a) In K[X] zerfillt jedes Polynom in Linearfaktoren.
(b) Jede algebraische Erweiterung L von K ist trivial, d.h., gleich K.

Beweis der Aquivalenz: Gilt (a) und ist L/K algebraisch, so ist fiir jedes a € L das
Minimalpolynom von « iiber K vom Grad 1, also a € K. Also ist L = K. Sei umgekehrt
f € K[X] nicht konstant und L/K der Zerféllungskorper von f iiber K. Gilt (b), so ist
L = K und f zerfallt schon {iber K.

Erstes Ziel dieses Abschnitts ist der Beweis von:

Satz 16.2 Sei K ein Korper. Dann gibt es eine algebraische Korpererweiterung L/ K, fiir
die L algebraisch abgeschlossen ist. L ist bis auf K-Isomorphie eindeutig und heifit der
algebraische Abschluss von K. (Bez: K oder K®#).

Hierzu brauchen wir Polynomringe in unendlich vielen Variablen.

Definition 16.3 Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Eine R-Algebra ist ein Ring mit
Eins S zusammen mit einem Homomorphismus ¢ : R — S von Ringen mit Eins.

Fir r € R und s € S schreibe auch

(16.3.1) res = p(r)-s.
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Ein Homomorphismus ¢ : S — S’ von R-Algebren ist ein Ringhomomorphismus fiir den

¢ IS
N
R

S

kommutativ ist.

Beispiel 16.4 Der Polynomring R[X] in einer Variablen ist eine R-Algebra vermoge

R — R[X]
a — a (konstantes Polynom) .

Definition 16.5 Sei I eine Menge. Der Polynomring iiber R mit Indexmenge [ ist eine R-
Algebra R[I] zusammen mit einer Familie (X;);e; in R[I], so dass die folgende universelle
Eigenschaft gilt: Ist S eine R-Algebra und ist (s;);c; eine mit I indizierte Familie in S, so
gibt es genau einen R-Algebren-Homomorphismus

¢:R[I]— S

mit p(X;) = s; fir alle ¢ € 1.

Satz 16.6 Es gibt einen Polynomring (R[], (X;):cs) und dieser ist bis auf Isomorphie

von R-Algebren eindeutig. Genauer gilt: Hat (S, (X;)icr) dieselbe universelle Eigenschaft,
so gibt es genau einen R-Algebren-Isomorphismus ¢ : R[I] — S mit ¢(X;) = X; fiir alle
i € I. R[I] wird auch mit R[(X;);cs] oder R[X; | ¢ € I] bezeichnet.

Beweis Die Findeutigkeitsaussage ist klar: ¢~5 existiert nach der universellen Eigenschaft

von (R[1], (X;)ier), und nach der universellen Eigenschaft von (S, (X;);cr) gibt es (genau)
einen R-Algebren Homomorphismus 618 — R[] mit %(XZ) = X, fiir alle i € 1. Wieder-

um mit den universellen Eigenschaften folgt ;ng = idgpy und &(/Nb = idg. Daher ist ¢ ein
Isomorphismus.

Existenz von (R[I], (X;)er) (vergleiche 4.16):

Setze
A= Nél) = {(a)ier € N' | o = 0 fiir fast alle i € I}

und
R[I] := RY := {(aa)aca | ao = 0 fiir fast alle o € A}.

mit der Addition
(aa) + (ba) = (aq + ba)

und der Multiplikation

(16.6.1) (aq) - (by) == (ca) wobel c¢o= > agb,.
Bty=a
Hierbei ist
(Bi)ier + (Vi)ier = (Bi + Vi)ier
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fir B = (6;),7 = (1) € A. Beachte, dass die Summe in (16.6.1) endlich ist. Dann ist
(R[I],+, ) ein kommutativer Ring mit Eins und eine R-Algebra mittels des Ringhomo-
morphismus

R — RII]
a — amita, = ¢, a=0
0, a#0
Setzen wir (5.
— ; )1 a=(95)jer
X; = (aq) mit a, = { 0 sonst ,
so lasst sich jedes f = (aq)aeca schreiben als
(16.6.2) f=> as- X2,
a€A
wobei
(16.6.3) X =] X firae A=N",

el

und wobei die Summe in (16.6.2) und die Produkte in (16.6.3) endlich sind. In dieser
Schreibweise ist klar, dass jedes f eine endliche Summe von Monomen

A X

sind, wobei a, € R und X ein endliches Produkt von X;’s ist (wobei ein X; mehrfach,
ndmlich in der Potenz X% («a; € Ny) vorkommen kann und X weggelassen wird fiir
a; = 0 — was fiir fast alle i € I der Fall ist).

Die universelle Eigenschaft fiir (k[I],(X;)ies) ist nun einfach: Ist eine R-Algebra S und
eine Familie s = (s;);er in S gegeben, so definiere

¢:R[I| — S
durch
(16.6.4) O(D] anXY) = > ans* €S
aEA aEA

(beachte die Konvention (16.3.1)!), wobei

s =[] s (€ A)

el

gesetzt wird und wieder Summe und Produkte endlich sind (s;" = 1 fiir o = 0 wird im
Produkt weggelassen, a,s* = 0 fiir a, = 0 wird in der Summe weggelassen). Offenbar gilt
#(X;) = s; und man zeigt leicht mit (16.6.2) und (16.6.3), dass ¢ ein Homomorphismus
von R-Algebren ist. Schliellich ist ® der einzige Homomorphismus von R-Algebren mit
O(X;) = s; fur alle ¢ € I, denn hieraus folgt sofort (16.6.4).

Beispiel 16.7 Der Polynomring Z[X; | i € N| enthélt zum Beispiel alle Polynome
Jon(X)=XT"+ ...+ X
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fiir alle m und n in N.
Als néchstes benotigen wir:

Satz 16.8 Sei R ein Ring (kommutativ, mit Eins) und sei a & R ein echtes Ideal. Dann
besitzt R ein maximales Ideal m mit a C m. Insbesondere besitzt also jeder Ring R # 0
ein maximales Ideal.

Beweis mit Zorns Lemma (Lineare Algebra II, Lemma 11.13): Sei M die Menge der
echten Ideale b C R die a enthalten. Dann ist die Inklusion C eine Ordnung auf M und
wegen a € M nicht leer. Weiter besitzt jede Kette (=total geordnete Teilmenge) N C M
eine obere Schranke in M: Fiir N = () ist nichts zu zeigen. Fiir N # () ist

c= U b

beN

ein echtes Ideal in R. Denn fiir o, as € ¢ gibt es by, by € N mit oy € by, as € by und es
gibt b; C by oder by C by. Gilt (ohne Einschréankung) b; C bs, so liegen oy, g in bg, also
oy + ay € b C ¢. Weiter ist fiir o € ¢ und A € R offenbar A\« € «¢.

Also ist ¢ € M und offenbar eine obere Schranke fiir N beziiglich C.

Nach Zorns Lemma besitzt nun M ein maximales Element m, dies ist ein maximales Ideal
m D a wie gewiinscht.

Nun kommen wir zum Beweis von Satz 16.2:

Sei K der gegebene Korper und
I={f € K[X]|deg f # 0}
die Menge der nicht-konstanten Polynome iiber K. Sei
R=K[X;|fell
der mit f € I indizierte Polynomring iiber K. Dann ist das Ideal
o= (f(X) | feT)

ein echtes Ideal in R. Andernfalls ware ndmlich 1 € a und es géibe eine Gleichung
1= ;gi(X)fi(Xfi)

in Rmit f1,...,f, € Tund gy,...,9, € R. Sei K;/K ein Zerfallungskorper von f;--- f,
und «; € K; eine Nullstelle von f; in Ky (i = 1,...,n). Wahlen wir nun die Familie
a = (af)fermit ap, =; (1 =1,...,n) und ay = 0 fiir f ¢ {f1,..., fn} (zum Beispiel)
so folgt

1=§%mmmn:m
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Widerspruch! Also ist a # R, und nach 16.8 gibt es ein maximales Ideal m C R mit a C m.
Dann ist
Ll = R/m

ein Korper, der mittels des Kérperhomomorphismus

eine Kérpererweiterung von K ist. In dieser hat jedes nicht-konstante Polynom f € K [X]
eine Nullstelle: Ist ndmlich ay := X, die Restklasse von X; in R/a, so ist f(ay) =

f(Xy) =01in R/a, also fiir das Bild 8y von ay in L, ebenfalls f(5;) = 0.

Iterieren wir die Konstruktion, so erhalten wir Korpererweiterungen
K=LyCLiCL,C... |,

so dass fiir jedes n > 0 gilt: Jedes nicht-konstante Polynom f € L,,[X] hat eine Nullstelle
in L,,,. Dann ist
L=\ L,
n=0
wieder ein Korper (dhnlicher Schluss wie im Beweis von 16.8), also eine Kérpererweiterung
von K.

Behauptung: L ist ein algebraischer Abschluss von K.

Beweis 1) L ist algebraisch abgeschlossen: Sei f € L[X] nicht konstant. Dann gibt es
ein n > 0 mit f € L,[X]; dieses hat in L,,; eine Nullstelle, also auch in L. Jedes
nicht-konstante Polynom f € L[X]| hat also eine Nullstelle in L und spaltet daher einen
Linearfaktor ab. Durch Polynomdivision folgt, dass f iiber L in Linearfaktoren zerféllt.

2) L/L, ist algebraisch: L;/K ist algebraisch, denn jedes o € Ly liegt in K (04, ..., [5,),
wobei 3; = Bild von Xy, in Ly, fiir gewisse f; € I (i = 1,...,n). Aber fi(5;) = 0, also
ist jedes (; algebraisch iiber K. Damit ist K(f1,...,[3,)/K algebraisch (Satz 9.9), also
« algebraisch iiber K. Entsprechend ist L, /L, ;1 algebraisch fiir alle n > 1 und damit
L, /K algebraisch fiir alle n > 0 (Corollar 9.10). Es folgt, dass jedes « € L algebraisch
iiber K ist.

Es bleibt noch die Eindeutigkeit in Satz 16.2 zu zeigen.

Lemma 16.9 (a) Sei L/ K eine algebraische Korpererweiterung und ¢ : K — 2 ein Homo-

morphismus in einem algebraisch abgeschlossenen Korper 2. Dann gibt es eine Fortsetzung
v L — Q) von .

(b) Ist L algebraisch abgeschlossen und 2 algebraisch iiber ¢(K), so ist ¢ ein Isomorphis-
mus.

Beweis (a) mit dem Lemma von Zorn: Sei M die Menge aller Paare (E,7), wobei K C
E C L ein Zwischenkorper ist und 7 : EF — () eine Fortsetzung von . Definiere eine
(Teil-)Ordnung =< auf M durch

(E,7)<x (F',7") & ECE und T’/EIT.
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Da (K,p) € M, ist M nicht leer. Weiter ist M induktiv geordnet: Ist N C M total-
geordnet, so zeigt das iibliche Vereinigungselement, dass N eine obere Schranke in M
besitzt. Nach Zorns Lemma besitzt M also ein maximales Element

(Fp: F — Q).

Angenommen F ; L. Dann gibt es ein a € L ~ F. Nach Corollar 10.6 gibt es dann
eine Fortsetzung 7 : F(a) — Q von ¢ (Ist f das Minimalpolynom von « iiber F', so hat
f= ©(f) eine Nullstelle & in €, da Q algebraisch abgeschlossen ist; es gibt also nach 10.6
eine Fortsetzung 7 von ¢ mit 7(a) = &). Dies ist aber ein Widerspruch zur Maximalitét
von (F, ). Also ist F' = L und (a) gezeigt.

(b): Ist L algebraisch abgeschlossen, so gilt dies auch fiir ¢/(L). Da Q algebraisch iiber
o(K) ist und p(K) C (L) C Q, ist 2 auch algebraisch iiber ¢(L). Nach 16.1 ist also
(L) = Q. Daher ist ¢ surjektiv und, als Kérperhomomorphismus, auch injektiv. (]

Corollar 16.10 Sind €2, 25 zwei algebraische Korpererweiterungen von K, die algebra-
isch abgeschlossen sind, so gibt es einen K-Isomorphismus

(V2R Ql = Ql .
Damit ist Satz 16.2 vollstéindig bewiesen.

Beispiele 16.11 (a) Sei K/Q eine endliche Kérpererweiterung (man nennt dann K einen
Zahlkorper). Dann gibt es nach 16.9 eine (Q)-Einbettung ¢ : K — C. Ist Q ein al-
gebraischer Abschluss von @, so konnen wir diesen mit dem Teikorper 2 aller iiber Q
algebraischen Zahlen in C identifizieren (vergleiche Ubungsaufgabe 29 ii)).

(b) Sei p eine Primzahl und F, ein algebraischer Abschluss von F,. Sei F : F, — F, der
Frobenius-Homomorphismus. Dieser ist surjektiv (also ein Automorphismus): Fiir a € Fp
liegt o némlich im endlichen Kérper F,(«), und es ist schon F': F,(«) — F,(«) surjektiv.
Fiir n € N sei e

F ={a€eF,| F'(a)=a}

p

der Fixkorper von F™, also auch der von F™ erzeugten Untergruppe von Aut(Fp). Dann
ist

—<F">
Fp == Fpn 5
denn es ist -
—=<F"> = n
F, ={aeclF,|a” —a=0}

die Nullstellenmenge des separablen Polynoms X?" — X, hat also p" Elemente.

Bemerkungen 16.12 (a) Sei k ein Kérper. Offenbar ist der algebraische Abschluss k
normal iiber &k (Jedes Polynom f € k[X] zerfillt iiber k£ in Linearfaktoren).

(b) k ist genau dann vollkommen, wenn k/k separabel (und damit auch galoissch) ist.
Also sind Q/Q und F,/FF, galoissch. Die Untersuchung von Gal(Q/Q) ist ein wichtiges
Thema der Algebraischen Zahlentheorie.

Aus Satz 11.12 folgt sofort:
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Corollar 16.13 Sei K/k eine endliche Kérpererweiterung. Dann ist [Homy, (K, k)| < K :
k] und |Homy (K, k)| = [K : k] genau dann, wenn K /k separabel ist.

Bemerkung 16.14 Es gilt sogar, dass |[Homy (K, k)| den Grad [K : k| teilt (siche
Ubungsaufgabe 46). Man nennt [Homy (K, k)| auch den Separabilititsgrad von K/k (Bez.:
(K : k|g) und [K : k]; := [K : k]/[K : k]s den Inseparabilititsgrad von K/k, so dass

(K : k| =[K :k]s [K :K];.

Viele Aussagen, die wir fiir Zerféllungskoérper formuliert haben, lassen sich auch mit den
algebraischen Abschluss formulieren. Ein Beispiel war 16.12, ein anderes ist (vergleiche
Satz 10.7):

Satz 16.15 Sei L/k eine algebraische Korpererweiterung und ¢ : & — € ein Homo-
morphismus in einen algebraisch abgeschlossenen Kérper (z.B. Q = k). Sei a@ € L, f
das Minimalpolynom von « iiber k und & eine Nullstelle von f in €2., Dann gibt es eine
Fortsetzung ¢ : L — Q von ¢ mit (o) = a.

Beweis Ubungsaufgabe!

817 Gruppenoperationen

Gruppen werden eigentlich erst dadurch interessant, dass (und wie) sie auf anderen Objek-
ten (Mengen, Vektorrdumen, ...) operieren. Dies ist auch fiir viele Anwendungen wichtig.

Definition 17.1 Sei G eine Gruppe und M eine Menge. Eine (Links-)Operation von G
auf M ist eine Verkniipfung

v o GXM — M
(g,m) — gm:=1(g,m)

fiir die gilt:
g1(gam) = (g192)m
Im = m
fiir g1,92 € G,m € M und das neutrale Element 1 € G. M mit dieser Verkniipfung heift
dann auch eine (Links-)G-Menge.

Bemerkungen 17.2 Es gibt auch Rechts-Operationen; fiir diese verlangt man g,(g1m) =
(9192)m. Schreibt man die Operation “von rechts”, als mg, so liest sich diese Regel ein-
leuchtender als (mg;)ga = m(g1g2). Man schreibt dann auch meist die Verkniipfung als
Vv:MxG— M, (m,g) — mg.

Beispiele 17.3 (a) Ist L/K eine galoissche Korpererweiterung mit Galoisgruppe G =
Gal(L/K), so operiert G auf L vermoge oo := o(«) fiir 0 € G und « € L.
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(b) GI,(R) operiert auf R™ vermoge
(A, x) — Az

(iibliche Anwendung der Matrix A € GI,(R) auf den Vektor z € R").
(c) Sei (G, ) eine Gruppe. Die Assoziativitéit der Verkiipfung

V:GxG—=G ,(g,h)—g-h

besagt gerade, dass u eine Links- und eine Rechts-Operation von G auf sich selbst (also
auf M = G) definiert.

Definition 17.4 Die Gruppe G operiere auf der Menge M.

(a) Ist m € M, so heifit
Gm:={gm|ge G} C M

die Bahn (oder der Orbit) von m unter G und
St(m) := Stg(m) :={g € G| gm=m} C G

die Standgruppe (oder der Stabilisator) von m in G.
(b) G\ M sei die Menge der Bahnen.

(c) Man sagt, dass G transitiv auf M operiert, wenn es nur einen Orbit gibt (< Sind
my, mg € M, so gibt es ein g € G mit my = gm,).

Satz 17.5 Sei m € M. Dann ist die Standgruppe St(m) eine Untergruppe von G und die
Abbildung

om : G/St(m)

gSt(m)

eine wohldefinierte Bijektion (Hier ist G/St(m) die Menge der Linksnebenklassen von G
nach der Untergruppe St(m), siehe §1).

Gm

—

Beweis Sind g,h € St(m), also gm = m = hm, so folgt (gh=')m = (gh™)hm =
gh™'hm = gm = m, d.h., gh™' € St(m). Also ist St(m) nach dem Untergruppenkriterium
eine Untergruppe. Weiter gilt fir u € St(m)

(gu)m = g(um) = gm;

dies zeigt die Wohldefiniertheit von ¢,,. Die Surjektivitéit ist klar. Ist weiter gm = hm fiir
g, h € G, so folgt g7thm = g~1gm = m, also g7'h € St(m) und damit gSt(m) = hSt(m).
Dies zeigt die Injektivitdt von ¢,,.

Lemma 17.6 Ist m € M und g € G, so gilt

St(gm) = gSt(m)g~".

Beweis ¢’ € St(gm) < ¢'(gm) =gm & g 'gdgm=m & g 'gg e St(m). Es folgt
g 1St(gm)g = St(m) und damit die Behauptung.
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Proposition 17.7 Die Relation
my ~mg &= dg € G mit my = gmy

ist eine Aquivalenzrelation auf M, und die Aquivalenzklassen sind die Bahnen unter G.
Insbesondere sind zwei Bahnen entweder gleich oder disjunkt und M ist die disjunkte
Vereinigung der Bahnen:

M= ] .

beG\M

Beweis Reflexivitit: m = 1m. Transivitit: mg = gmqi,ms = hmo = mg = hmg = hgm,.
Symmetrie: my = gmy = my = g~ 'my. Die zweite Aussage ist klar: Die Aquivalenzklasse
von my ist {ms € M | my ~ mo} = {my € M | 3g € G mit my = gm} = Gmy. Die dritte
Aussage folgt daraus, dass Aquivalenzklassen immer eine Partition der unterliegenden
Menge liefern (Lineare Algebra II, Satz 9.6).

Beispiele 17.8 (a) Die symmetrische Gruppe S, operiert transitiv auf der Menge {1,...,n}.
Firie {1,...,n} ist
U ={oc€S,|o(i)=1i}

die Standgruppe von ¢. Aus Satz 17.6 folgt
(Sp:U)=n.

(b) Sei U < G eine Untergruppe der Gruppe G. Dann operiert U von links auf G durch
die Gruppen-Verkniipfung ((u,g) — ug fir u € U,g € G). Per definitionem ist hierbei
die Rechtsnebenklasse Ug die Bahn von GG unter U. Der Stabilisator jedes Elements ist
trivial, denn aus ug = ¢ folgt u = 1.

(c) Fiir U < G operiert G transitiv von links auf G/U; und der Stabilisator der Nebenklas-
se U € G/U ist U. Insbesondere ist jede Untergruppe ein Stabilisator fiir eine geeignete
Operation.

Satz 17.9 (Bahnengleichung) Sei G eine endliche Gruppe und M eine endliche G-Menge.
Sei
MC:={meM|gm=m VgcG}

die Fizmenge von G in M. Dann gilt
(M|= > [bl =M+ X |Gal,

beG\M xER!

wobei R’ C M ein Représentantensystem fiir diejenigen Bahnen in G'\ M ist, die nicht nur
aus einem Element bestehen (d.h., die Zuordnung x — Gz liefert eine Bijektion zwischen
R’ und der Menge der Bahnen, die mehr als ein Element enthalten).

Beweis Die erste Gleichung gilt nach Proposition 17.7. Die zweite folgt, da MY die
Vereinigung der Bahnen ist, die nur aus einem Element bestehen.

Wir erhalten die folgende niitzliche Anwendung auf die Gruppentheorie:

76



Definition 17.10 Sei G eine Gruppe.
(a) Fiir g, h € G heifit h konjugiert zu g, wenn es ein a € G gibt mit h = aga™'.

(b) Sei g € G. Die Konjugationsklasse von g (in G) ist die Menge
C(g) = Calg) == {aga™" | a € G}

aller Elemente in GG, die konjugiert zu ¢ sind.

(c) Der Zentralisator von g € G ist die Menge

Z(9) = Za(g) == {a € G| ag = ga}
der mit g vertauschbaren Elemente in G.
Proposition 17.11 (a) Konjugation ist eine Aquivalenzrelation. Die zugehorigen Aquivalenz-
klassen sind die Konjugationsklassen.

(b) Zwei Konjugationsklassen sind entweder gleich oder disjunkt, und G ist die disjunkte
Vereinigung der Konjugationsklassen.

(c) Fiir g € G ist Z(g) eine Untergruppe von G, und es gibt eine Bijektion

G/Z(g) —
aZ(g) — aga™'.

Insbesondere ist |C'(g)| = (G : Z(g)).

Beweis Durch die Konjugation, d.h., die Abbildung

GxG —d

(17.11.1) (a,9) +— aga”

1

ist eine Operation von G auf sich selbst erklirt: Es ist (ab)g(ab)™' = abgb~ta™ =
a(bgb™Y)a fiir a,b,g € G. Dabei ist offenbar C(g) die Bahn von g und Z(g) die Stand-
gruppe von g. Die Behauptungen folgen daher mit 17.5 und 17.7.

Corollar 17.12 (Klassengleichung) Sei G eine endliche Gruppe und
Z(G) ={g9eG|lag=gaVaecG}
das Zentrum von G. Dann ist Z(G) eine Untergruppe von G und

(G:1)=(Z2(G): 1)+ > (G: Z(9)),

geER!

wobei R’ C (G ein Représentatensystem fiir die Konjugationsklassen ist, die nicht nur aus
einem Element bestehen.

Beweis Dass Z((G) eine Untergruppe ist, rechnet man leicht mittels der Definition nach.

Die anderen Aussagen folgen sofort aus der Bahnengleichung 17.8 fiir die Konjugations-
operation (17.11.1): Die Fixmenge ist gerade Z(G), denn es gilt ag = ga genau dann,
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wenn aga~! = g. Weiter ist nach 17.11 der Orbit von ¢ unter dieser Operation gerade

C(g) und |C(g)| = (G : Z(9))-

818 p-Gruppen und Sylowsitze
Sei p eine Primzahl.

Definition 18.1 Eine p-Gruppe ist eine endliche Gruppe, deren Ordnung eine p-Potenz
ist.

Definition 18.2 Sei GG eine endliche Gruppe und H < G eine Untergruppe.
(a) H heifit p-Untergruppe, wenn H eine p-Gruppe ist.

(b) H heifit p-Sylowgruppe, wenn die Ordnung von H die hochste p-Potenz ist, die (G : 1)
teilt (d.h., wenn H eine p-Untergruppe und (G : H) prim zu p ist).

Satz 18.3 (Sylow) Ist G eine endliche Gruppe, so besitzt G ein p-Sylowgruppe.

Beweis Durch Induktion iiber die Ordnung (G : 1). Ist (0 : 1) prim, so ist die Aussage
trivial. Sei nun G eine endliche Gruppe, und die Behauptung bewiesen fiir alle Gruppen
kleinerer Ordnung. Existiert eine echte Untergruppe H < (G, deren Index prim zu p ist,
so ist eine p-Sylowgruppe P von H auch eine von G, denn aus dem Satz von Lagrange
folgt (G : P)(P :1)=(G:1)=(G:H)H:1)=(G: H)(H: P)(P :1), also
(G:P)=(G: H)H : P). Wir konnen also annchmen, dass alle echten Untergruppen
einen Index in G haben, der von p geteilt wird.

Nach der Klassengleichung gilt

(G:1)=(2(G): 1)+ > (G: Z(9)),

g€eR’

wobei R’ ein Reprisentantensystem fiir die Konjugationsklassen ist, die nicht nur aus
einem Element bestehen, Z(G) das Zentrum von G und Z(g) der Zentralisator von g in
G ist. Nach Voraussetzung ist Z(g) # G fiir g € R', also werden die Indizes (G : Z(g))
und (G : 1) von p geteilt. Folglich wird auch (Z(G) : 1) von p geteilt.

Es ist damit die p-primére Komponente Z(G)(p) (siche §14) der abelschen Gruppe Z(G)
nicht-trivial; somit gibt es ein nicht-triviales a € Z(G), dessen Ordnung eine p-Potenz ist.
Durch Ubergang zu einer Potenz kénnen wir annehmen, dass ord(a) = p. Sei H =< a >
die von a erzeugte zyklische Untergruppe; wegen H C Z((G) ist dies ein Normalteiler in
G. Sei p™ die hochste Potenz von p, die (G : 1) teilt. Dann teilt p"~! (und nicht p") die
Ordnung von G/H. Nach Induktionsvoraussetzung existiert eine p-Sylowgruppe P’ von
G/H. Ist P das Urbild von P" unter dem Epimorphismus G — G/H, so ist H < P und
P/H = P'. Damit hat P die Ordnung (P : H)(H : 1) = (P’ : 1)(H : 1) = p"~p = p"
und ist eine p-Sylowgruppe von G.

Satz 18.4 (Sylow) Sei G eine endliche Gruppe.
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(a) Ist H eine p-Untergruppe von G, so ist H in einer p-Sylowgruppe enthalten.
(b) Alle p-Sylowgruppen sind konjugiert.

Beweis Sei S die Menge aller p-Sylowgruppen von G. Dann operiert G auf S durch
Konjugation, d.h., vermoge

GxS — S

(9,P) — gPg".

Denn wegen des Gruppenisomorphismus P — gPg~ !, a — gag™, ist (¢Pg™' : 1) = (P :
1), also gPg~! wieder eine p-Sylowgruppe fiir jedes g € G. Weiter gilt g(hPh~')g™! =
(gh)P(gh)™'; es handelt sich also um eine Gruppenoperation.

(a): Sei Py eine p-Sylowgruppe. Die Standgruppe St(P,) von Py € S in G enthélt P,
der Index (G : St(Fp)) ist also prim zu p, als Teiler von (G : F,). Nach 17.5 ist (G :
St(Fy)) gleich der Méchtigkeit des Orbits Sy C S von Py. H operiert auf diesem Orbit,
und Sy ist die disjunkte Vereinigung von Orbiten unter H. Da H eine p-Gruppe ist, ist
die Méchtigkeit jedes dieser H-Orbiten entweder 1 oder eine nicht-triviale p-Potenz (die
Standgruppen haben Index 1 oder eine p-Potenz). Da |Sy| prim zu p ist, gibt es also
einen H-Orbit, der nur aus einem Element besteht, etwa aus der p-Sylowgruppe P;. Nach
Definition ist dann H im Normalisator N = N(P;) von P; enthalten: Fiir eine beliebige
Gruppe G und eine Untergruppe U < G ist der Normalisator von U in G definiert als

N(U):= Ng(U):={g9€ G| gUg ' =U}.

Es ist klar, dass dies die grofite Untergruppe von G ist, in der U ein Normalteiler ist.

Es ist also P, normal in N und nach dem ersten Isomorphiesatz ist H P, eine Untergruppe
von N, P; normal hierin, und

H/HNP, = HP/P,.

Die linksstehende Gruppe ist (als Faktorgruppe von H) eine p-Gruppe, die Ordnung der
rechtsstehenden Gruppe ist (als Teiler von (G : P;)) prim zu p. Daher sind beide Gruppen
trivial, d.h., HP, = P;, d.h, H C P,. Da P, € Sy, ist P, = gPyg~! fiir ein g € G.

(b): Sei insbesondere H ein p-Sylowgruppe von G. Wir haben eben gesehen, dass H in
einem Konjugierten P; von Py liegt. Es folgt H = Py, da diese Gruppen dieselbe Ordnung
haben (nidmlich die maximale p-Potenz, die (G : 1) teilt).

Beispiel 18.5 A3 =< (123) > ist die eindeutig bestimmte 3-Sylowgruppe von S3. Die
2-Sylowgruppen von S; sind < (12) >, < (13) > und < (23) >.

Satz 18.6 (Sylow) Sei GG eine endliche Gruppe.

(a) Ist P eine p-Sylowgruppe von G und H < G eine p-Untergruppe, die im Normalisator
von P enthalten ist, so gilt H C P.

(b) Fiir die Anzahl s, der p-Sylowgruppen von G gilt s, =1 (mod p).

Beweis (a) haben wir in Beweis von Satz 18.4 bewiesen (dort die Uberlegungen fiir H
und P).
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(b) Sei S(p) die Menge der p-Sylowgruppen von G und P, eine feste p-Sylowgruppe von
G. Dann operiert Py auf S(p) durch Konjugation:

Py xS(p) — S(p)
(h,U) ~— hURL.

Der Orbit von Fy besteht nur aus einem Element, ndmlich F,. Fiir eine p-Sylowgruppe
P # Py dagegen wird P nicht von P, festgelassen, denn sonst wire nach (a) Py C P,
also Py = P, weil diese Gruppen gleiche Ordnung haben — Widerspruch! Also ist die
Méchtigkeit des Orbits eine nicht-triviale p-Potenz (Fy : St(P)). Aus der Bahnengleichung
folgt die Behauptung: Es ist

sp =15 = KR+ > [0l
bePo\P(p)
b1
= 1 (modp).

Satz 18.7 Eine nicht-triviale endliche p-Gruppe hat ein nicht-triviales Zentrum.

Beweis Wir benutzen wieder die Klassengleichung

(G:1)=(Z(G): 1)+ >.(G:Z(g)).

geER!

Da G eine p-Gruppe ist, werden (G : 1) und auch alles Indizes (G : Z(g)) durch p geteilt:
nach Definition von R’ ist (G : Z(g)) # 1 fiir ¢ € R’, andererseits muss (G : Z(g)) eine
p-Potenz sein. Es folgt p | (Z(G) : 1|, also Z(G) # 1.

Corollar 18.8 Sei GG eine nicht-triviale p-Gruppe. Dann existiert eine Folge von Normal-
teilern in G

derart, dass G;/G;_; zyklisch von der Ordnung p ist.

Beweis Da Z(G) nicht-trivial ist, gibt es ein Element a der Ordnung p in Z(G). Dann
ist H =< a > ein Normalteiler in G (wegen gag™' = a fiir alle g € G). Ist G # H, so gibt
es nach Induktion eine Folge

1=GCGy,C...G, CG/H
von Normalteilern wie oben in der Gruppe G/H, und die Urbilder G; = 7~ (G%) unter

7 : G — G/K zusammen mit Gy := 1 bilden eine Folge wie gewiinscht in G (wegen
G;/Gi1 = G)G,_ firi>1und G; = H).

8§19 Symmetrische Gruppen

Sei n € N und S, die zugehérige Gruppe der Permutationen (bijektive Selbstabbildungen)
der Menge {1,...,n}.
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Definition 19.1 (vergleiche Lineare Algebra, Beispiel 14.6 (b)) (a) Ein Element o € S,

heifit Zyklus der Lange m, wenn es paarweise verschiedene xy,..., 2z, € {1,...,n} gibt
mit

o(x;) = xyyq fur i=1,...,m—1,

o(xy,) = x

olz) = =z fir ¢ {z1,...,2n}.

Wir schreiben dann o = (21 - - - z,,).

(b) Ein Zyklus der Linge 2 heifit Transposition.

1 2 3 4
1 4 2 3

aus Sy kann geschrieben werden als (243). Die Elemente von S; sind (1), (12), (13), (23),
(123), (13,2).

Beispiel 19.2 Das Element

Satz 19.3 (a) Zwei Zyklen (x;...x) und (y; ...ye) in S, sind genau dann gleich, wenn
k = ¢ ist und wenn die Tupel (21, ...zx) und (yi, ..., yx) durch zyklische Permutation aus-
einander hervorgehen, d.h.,esgibteini € {1,... k} mit {y1, ...,y } = (z1, %11, .., Tk, 21,
Ta, .., Ti1) (S Y = Ty fiir o = (123... k) € S).

(b) Fiir 0 € S,, und einen Zyklus (7 ...xx) € S, ist
o(xy...xp)0 " = (o(x1)o(zy) ... o(z)).

(c) Sei 7 = (x1x9...2) ein k-Zyklus. Die Konjugationsklasse C(7) von 7 in S, besteht
genau aus allen k-Zyklen. Der Zentralisator Z(7) von 7 ist die Untergruppe

{Ti0-|i207"'7k_170-€U{m1 ..... xk}}

-----

Beweis (a): Die Menge {x1,...,zy} ist durch 7 = (1, ..., x;) festgelegt, da 7(x) = z fiir
x ¢ {zry,...,xpund 7(z) # wfire € {z1,..., 21} Aus (x1...2,) = (Y1 - .. ye) folgt somit
{z1,..., 2} = {v1,...,ye} und insbesondere k = ¢. Ist y; = x;,1 € {1,...,k}, so sind
alle anderen y; wie beschrieben festgelegt. Umgekehrt sind die angegebenen Bedingungen
hinreichend fiir die Gleichheit (z1...2m) = (Y1 .. Y0).

(b): Dies folgt unmittelbar aus den Definitionen.

(¢): Ubungsaufgabe!

Definition 19.4 Zwei Zyklen (z...x,) und (y; ...y,) heiflen elementfremd, wenn
{z1,.. ;2 N {yr, ..., yn} = 0 ist.

Satz 19.5 (a) Zwei elementfremde Zyklen 71,75 € S, sind vertauschbar, d.h., es ist
T1To = T9T1.
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(b) Jedes o € S, ist Produkt von paarweise elementfremden Zyklen; in diesem Produkt
sind die Zyklen der Lénge > 2 eindeutig bestimmt.

(c) Jedes o € S, ist Produkt von Transpositionen (d.h., S wird von den Transpositionen
erzeugt).

Beweis Da ein Zyklus 7 = (27 ...x,,) die Menge {z1,...,x,,} in sich iiberfithrt und alle
x & {x1,...,xy} festlisst, ist (a) klar. Fiir 0 € S,, sei H =< ¢ > die von o erzeugte zykli-
sche Untergruppe, und seien Ha; ... Ha, die verschiedenen Bahnen unter der Operation
von H auf M = {1,...,n}. Ist m; = (H : St(a;)) der Index des Stabilisators St(a;) von
a;, so besteht Ha; aus den verschiedenen Elementen

a;, 0a;, 02ai, c. ,O'miilai s
und es ist o(c™la;) = 0™a; = a; (es ist H/St(a;) = Z/m;Z). Damit ist klar, dass
o= T., mit den Zyklen

mi—l

7, = (a0a;...0 a;) .

Hierbei kann man Zyklen der Lénge 1 weglassen ((x) = id fir jedes € {1,...,n}). Ist
umgekehrt o = 77 - - - 7/ mit paarweise elementfremden Zyklen 7/, ohne Einschrankung alle
der Lange > 2, so lidsst o genau die € M fest, die in keinem der Zyklen 7/ auftauchen,
und die verschiedenen Bahnen der Liénge > 2 sind die Mengen {zf,... z}, } fiir 7/ =
(% ...k, ). Hieraus folgt die Ubereinstimmung mit dem zuerst erhaltenen Produkt der
7; bis auf die 1-Zyklen unter den 7;.

Die Behauptung (¢) wurde schon in der Linearen Algebra bewiesen; sie folgt auch aus (b)
und der Beziehung
(1.0 &) = (120) (T1T0—1) - - - (T122)

fiir einen Zyklus der Liange m > 3 (Beweis: Induktion).
In Linearer Algebra I wurde eingefiihrt und bewiesen:

Proposition/Definition 19.6 (a) Es gibt einen eindeutig bestimmten Homomorphis-
mus.

sign : S, — {£1, -1} = uo
mit sign(r) = —1 fiir jede Transposition 7.
(b) Der Wert sign(o) heifit das Signum (oder auch die Paritét) von o € S,,. Das Element
o heifit gerade (bzw. ungerade), wenn sign(c) = 1 (bzw. sign(c) = —1).
(c) Die alternierende Gruppe A, < S,, wird definiert als der Kern von sign.

(d) A, ist ein Normalteiler in Sy, es ist (A, : 1) = 2 und (S, : 4,) = 2.

Fiir (d) beachte man, dass der Homomorphiesatz einen Isomorphismus S, /A, — {+1}
liefert.

Lemma 19.7 (a) Ein Element ¢ € S, liegt genau dann in A,,, wenn es Produkt von
Dreierzyklen (d.h.,Zyklen der Lange 3) ist.
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(b) Fiir n > 3 wird A,, von den Dreierzyklen (123), (124),...,(12n—1), (12n) erzeugt.

Beweis Fiir n < 2 ist (a) trivialerweise richtig (das triviale Produkt ist das Einselement).
Ist nun (ijk) ein Dreierzykel, so sind ¢, j, k paarweise verschieden, und man hat

(19.7.1) (1jk) = (ik)(ij) ,

welches nach 19.6 (a) in A, liegt. Da A, eine Untergruppe ist, entélt es auch alle Pro-
dukte von Dreierzykeln. Umgekehrt ist nach 19.5 (c¢) und 19.6 (a) jedes o € A,, Produkt
einer geraden Anzahl von Transpositionen. Es reicht daher, das Produkt von zwei Trans-
positionen 77 = (ij) und m = (kf) zu betrachten. Sind 7, 75 elementfremd, also i, j, k, ¢
paarweise verschieden, so ist

(k0)(ij) = (ilk)(Kig) -

Andernfalls ist entweder 71 = 7 und damit 715 = 712 = 1, oder 71, 5 stimmen in genau
einer Stelle iiberein, und das Produkt ist ein Dreierzyklus nach (19.7.1)

(b): Ubungsaufgabe.

Definition 19.8 Eine Gruppe G heifit einfach, wenn sie keine Normalteiler aufler den
trivialen (d.h., 1 und G) hat.

Satz 19.9 Fiir n > 5 ist A,, einfach.

Beweis Sei N < A, ein Normalteiler. Es geniigt zu zeigen, dass N einen Dreierzyklus
(r17923) enthiilt. Dann enthilt ndmlich N das Quadrat (z12973)? = (227123) und alle
Konjugierten o(zyxy23)0 !, fiir o € A,,. Ist xy, & {1, 70, 13} und 0 = (2122)(x371), S0 ist

o(zom123)0 " = (v1797))
und diese Dreierzyklen erzeugen zusammen mit (zy22x3) die Gruppe A, nach 19.7 (b)

(und Umnummerierung, d.h., Konjugation).

Sei nun 1 # o € N ein Element, welches minimal viele Zahlen ¢ € {1,... ,n} verriickt
(d.h., nicht festldsst). Verriickt o genau 3 Zahlen, so ist ¢ ein Dreierzyklus. Verriickt o
genau 4 Zahlen, so ist wegen o € A,

o = (z122)(x314)

mit paarweise verschiedenen xy, ..., z4. Nach Voraussetzung gibt es ein x5 ¢ {z1,..., 24},
und mit 7 = (r3x425) € A, liegt

1

o1 =107 = (1122)(T475)

in N. Daher ist auch
001 = ($1$2)2(373$4955) = (z32475)
in N, welches nur 3 Zahlen verriickt: Widerspruch!

Verriickt o mehr als 4 Zahlen, so schreiben wir

C=T1...T,
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mit paarweise elementfremden, nicht-trivialen Zyklen, die nach der Lange geordnet sind,
wobei 71 die maximale Lénge k hat.

Ist £ = 2, so schreibe
Fall 1: o = (z179)(x324)0"
(alle 7; sind dann Transpositionen und r muss gerade sein). Ist k = 3, so schreibe

Fall 2: o = (zr12923)(z475)0’,  oder

Fall 3: o = (x1w973)(T42576) 0",
und ist k£ > 4, so schreibe
Fall 4: g = (1‘12721'3234 .. .)UI .

Im zweiten Fall ist 02 = (zox173) ein nicht-trivialer Dreierzyklus in N: Widerspruch! In
den anderen Fillen benutzen wir, dass oy = 707! € N, fiir 7 = (z9w374) € A,. In den
Féllen 1,3 und 4 ist jeweils

gy = (l’1$3)(l’4$’2)0’/
g1 = (ZE1$3$4)<.§L’2I5$6)O’/
o1 = (r1237479...)0".

Da N eine Untergruppe ist, liegt 09 = 070y € N. Im ersten und letzten Fall verriickt o
nur 4 Zahlen, da oz = oz fir o ¢ {x1, 2, x5, x4}: Widerspruch. Im mittleren Fall ist

09 = ($1$2$4$3$6) s

welches 5 Zahlen, also weniger als ¢ verriickt. Widerspruch!

§20 Kummer-Theorie

Die folgenden Aussagen sind fundamental fiir viele Anwendungen der Kérpertheorie und
insbesondere fiir die Behandlung abelscher Erweiterungen, d.h., von Galoiserweiterungen
mit abelscher Galoisgruppe.

Definition 20.1 Ist G eine Gruppe und K ein Korper, so heifit ein Gruppenhomomor-
phismus
x:G— K~

ein Charakter von G mit Werten in K.
Satz 20.2 (von Artin, iiber die lineare Unabhéngigkeit von Charakteren) Sei G eine

Gruppe und K ein Korper. Verschiedene Charaktere xi, ..., x, von G mit Werten in K
sind linear unabhéngig im K-Vektorraum Abb(G, K) aller Abbildungen von G nach K.
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Beweis Angenommen der Satz ist falsch. Dann gibt es ein minimales n € N, so dass es

paarweise verschiedene Charaktere yi,...,x, : G — K* gibt mit einer nicht-trivialen
Linearkombination
(20.2.1) a1x1+ a2x2 + ..+ apxn =0,

mit aq,...,a, € K. Wegen der Minimalitét sind alle a; # 0 und es ist n > 2 wegen x; # 0.
Fiir alle g, h € G gilt dann

arxi1(gh) + ...+ apxn(gh) =0.

Wegen x; # X2 gibt es ein go € G mit x1(g0) # Xx2(g0). Da h beliebig war, und wegen
Xi(goh) = xi(g0)xi(h) fiir alle i, gilt

(20.2.2) arxi(go)xa + a2x2(g0)x2 + - - + anXn(go)Xxn =0

in Abb(G, K). Multiplizieren wir (20.2.1) mit x1(go) und ziehen wir (20.2.2) ab, so erhalten
wir

a1(x1(g0) — x2(90))x2 + - - - + an(x1(90) — Xn(90))Xn = 0.

Diese Linearkombination ist nicht trivial (wegen x1(g0) — x2(g0) # 0) und von kleinerer
Léange als n — Widerspruch!

Corollar 20.3 Sind L und M Koérper und ¢4, ...,¢, : L — M paarweise verschiedene
Korper-Homomorphismen, so sind ¢1, . .., ¢, linear unabhéngig iiber M.

Beweis Wir konnen die ¢; als Charaktere ¢ : L* — M* auffassen.

Wir studieren nun die Galoistheorie von Wurzelerweiterungen. Sei K ein Korper und n
eine natiirliche Zahl, die nicht von char(K) geteilt wird (dies gilt immer, wenn char(K) =
0).

Definition 20.4 Sei a € K* und b eine Nullstelle des Polynoms
X"—a

in einem Erweiterungskérper K "von K (zum Beispiel K’ der Zerfallungskérper von X" —a
oder K’ = K der algebraische Abschluss von K). Dann heifit b eine n-te Wurzel von a
(Bezeichnung: b = {/a) (in L).

Satz 20.5 K enthalte eine primitive n-te Einheitswurzel, d.h., die Gruppe u, alle n-ten
Einheitswurzeln in K sei in K enthalten. Sei {/a ein n-te Wurzel von a € K* in einer
Erweiterung K'/K. Dann ist K({/a)/K zyklisch (d.h., galoissch mit zyklischer Galois-
gruppe) und [K(/a) : K] = (Gal(K(/a)/K) : 1) ist ein Teiler von n. Genauer gilt: Die
Abbildung

Xt Gal(K({a)/K —
a(Va)

7\’L/7

o =

ist ein injektiver Gruppenhomomorphismus.
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Beweis Sei 3 = {/a. Jede weitere Nullstelle ' von X™ —a in K ist von der Form 3’ = 3-C
mit ¢ € p,, denn es gilt (§')" = a = (", also (3'/8)" =1, d.h., /5 € p,. Wegen pu,, C K
ist also K () bereits der Zerfallungskorper von f(X) = X" — a iiber K. Weiter ist f
wegen char(K) t n separabel, da f und f' = nX"! teilerfremd sind. Dies zeigt, dass

K () galoissch iiber K ist (als Zerfallungskorper eines separablen Polynoms). Betrachte
die obige Abbildung

x: G:=Ga(K(p)/K

—
o

Hn
(B)/8-

X ist wohldefiniert, denn es ist (o((3))" = o(B") = o(a) = a, also o() auch eine n-te
Wurzel aus a, also o(8)/8 € u, (siehe oben). Weiter ist x ein Homomorphismus: Fiir
o, 7€ G gilt

Q

_(00)(B) _ o) or(8) _ o) (T(ﬁ)) _a(8) T(B) _
X(om) = T = T8 THE = T o (T ) = T T2 = x(ox(r)
denn es ist ( = % € i, C K nach Voraussetzung, also o(¢) = (. Schlieflich ist x
injektiv, denn fiir o(3) = [ operiert o trivial auf K (), ist also gleich 1 € G.

Bemerkungen 20.6 (a) Ist 3 eine andere n-te Wurzel von a (in K), so ist der Homo-
morphismus

X: G —
o — o(f)/s
gleich y, denn es ist ' = - ( fiir ein ( € p,, C K, also o(F') = o(6-() = o(f) - ¢, d.h.,
o(3) o)
o4 g
Der Homomorphismus
x: G —
o 2L

héngt also nur von a (und nicht von der Wahl von {/a) ab und wird auch als der Kummer-
Charakter zu a (Bez. x,) bezeichnet. Beachte: Wir kénnen y, vermoge der Inklusion
iy C€ K auch als Charakter von G mit Werten in K auffassen.

(b) Da die Ordnung von G die Zahl n teilt, hat jeder Charakter y : G — K* Bild in p,
(fiir 0 € G ist (x(0))" = x(0™) = x(1) =1, also x(0) € pn).

Wir zeigen nun, dass umgekehrt jede zyklische Erweiterung L/K mit [L : K| = n auf die
obige Weise, d.h., durch Ziehen einer n-ten Wurzel entsteht, falls u,, € K.

Satz 20.7 Sei K ein Korper und n € N mit char(K) f n. Weiter enthalte K eine primitive
n-te Einheitswurzel. Ist dann L/K eine Galoiserweiterung vom Grad n mit zyklischer
Galoisgruppe G, so gibt es ein b € L™ mit a := " € K* und L = K(b) (so dass also
L = K(/a) firr die n-te Wurzel /a = b).
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Beweis Sei ( € K eine primitive Einheitswurzel und ¢ € G ein Erzeugendes. Dann
sind 1,0,02,...,0" ' : L — L paarweise verschieden, nach Corollar 20.3 also linear
unabhéngig iiber L. Es ist also insbesondere

id+Co+Co?+ ...+ o™ A0,
d.h., es gibt ein z € L mit
bi=x+Co(z)+ o) +...+ "o Ha) £0.

Es folgt
0£c(b)=o0(x)+ @) +...+"la=C"1b

(beachte o(¢) = ¢, 0™ = id und " = 1). Damit ist

a(b") = a(b)" = (CT0)" =1b",
also a := b" € LY = K nach Galoistheorie. Es bleibt noch zu zeigen:
Behauptung: L = K(b).

Beweis: Wegen ¢'(b) = (™" - b sind die Einschrinkungen von id,o,0%,... 0" ! auf K(b)
paarweise verschieden, also (Gal(K(b)/K) : 1) = [K(b) : K] > n. Andererseits ist [K(b) :
K] <[L: K] =n. Es folgt L = K(b) wie behauptet.

8§21 Auflésungen von Gleichungen durch Wurzeln

(in der Vorlesung nur skizziert)

Sei K ein Korper der Charakteristik 0. Eine quadratische Gleichung

X?+pX +q=0
lisst sich im algebraischen Abschluss K von K durch die quadratische Losungsformel
16sen:

also durch Adjunktion von geeigneten Quadratwurzeln. Nach S. del Ferro (Tartaglia)/G.
Cardano sowie L. Ferrari kann man auch kubische Gleichungen

X34 bX?+cX+d=0
und Gleichungen 4. Grades
X'+ bXP+ceX? +dX +e=0

durch sukzessives Ziehen von Wurzeln (2. und 3. Ordnung) l6sen, mit expliziten (aber
komplizierten) Losungsformeln.

Es wurde lange versucht, auch Gleichungen héheren Grades durch iteratives Wurzelziehen
zu l6sen, bis dann durch Galoistheorie bewiesen wurde, dass dies im Allgemeinen nicht
geht. Dies beruht auf den folgenden Resultaten.
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Definition 21.1 Eine Erweiterung L/ K heifit Radikalerweiterung, wenn es Zwischenkorper
K=LyClL,ClL,C...CL.=1L

gibt, so dass L; = L; ( ”\/a_l) firi=1,...,r, wobein; € Nund a; € L;_;.

Offenbar erhélt man fiir eine Polynomgleichung f(X) = 0 genau dann alle Losungen durch
wiederholtes Wurzelziehen, wenn der Zerfallungskorper in einer Radikalerweiterung liegt.

Beispiel 21.2 In der Losungsformel fiir die Gleichung
24+ 3pX +2¢=0

(auf die man eine kubische Gleichung immer transformieren kann) kommen zum Beispiel
primitive dritte Einheitswurzeln ¢ und Ausdriicke wie

{’/ —q+ Ve +p
vor. Diese liegen in der Radikalerweiterung
Loy=KCL =K()CLy=Li(\g2 + p3) C Ly = Ly(Va)

mit « = —q+ /> + p3 € Lo.

Lemma 21.3 Ist L/K eine Radikalerweiterung, so gibt es eine Radikalerweiterung M /L
so dass M /K galoissch ist. (Beachte: Insbesondere ist M/K Radikalerweiterung).

Beweis Alle Korper seien in einem festen algebraischen Abschluss betrachtet. Sei
K=IL/,CIl1C...L,1CL,=1L

so dass L; = L;_1( my/a;) mit m; € N und a; € L;* ;. Wir fithren Induktion tiber n, wobei
der Induktionsanfang mit n = 0 trivial ist. Ist n > 0 und die Aussage schon fiir n — 1
bewiesen, so gibt es eine Radikalerweiterung M; /L, 1, so dass M;/K galoissch ist. Wir
erhalten Inklusionen

M, C M, = M(¥/a)
Ul Ul
K = LO g Ln—l g Ln = Ln—l( %)7

wobei m := m,, und a = a,, € L,_1 und wobei M, sowohl M; als auch L, enthilt und
eine Radikalerweiterung von M, ist. Weiter konnen wir annehmen, dass M; eine primitive
m-te Einheitswurzel ¢ enthélt, denn sonst kénnen wir M; durch M;({) ersetzen; dieser
Korper ist dann als Kompositum der galoisschen Erweiterungen M;/K und K(¢)/K
wieder galoissch iiber K (siehe folgendes Lemma). Betrachte nun das Polynom

gle)= I (X" —o(a))

oceGal(M1/K)

Man sieht, dass fiir alle 7 € Gal(M,/K) gilt 7(g) = g, also ist ¢ € K[X]. Da M,/K
galoissch ist, gibt es ein Polynom f € K[X], so dass M; der Zerfallungskorper von f
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tiber K ist. Sei M der Zerfallungskorper von f - g iiber K. Dann ist M /K galoissch und
enthilt offenbar My und M;. Weiter ist M der Zerfillungskorper von g iiber M; (da f
tiber M; schon in Linearfaktoren zerfillt), also auch von g iiber Ms. Wegen der Form von
g sehen wir, dass M /M, Radikalerweiterung ist. Da dies auch fiir My/L,, gilt, ist M/L,
Radikalerweiterung.

Lemma 21.4 Seien £/K und E’'/K endliche Galoiserweiterungen.
(a) Dann ist E - E'/K endlich galoissch und der Homomorphismus

¢: Gal(E-FEJE) — Gad(E'/JENE)

o = olp
ein Isomorphismus.
(b) Der Homomorphismus
Y: Gal(E-E'JK) — Gal(E/K)x Gal(E'/K)
o — (olg,olp)
ist injektiv.
Beweis (a): Ist E (bzw. E’) Zerfillungskorper des separablen Polynoms f (bzw. f'),
so ist B - B’ Zerfallungskorper des Polynoms f - f' {iber K, also normal iiber K, und
Zerfallungskorper des Polynoms f’ iiber E, also separabel iiber E, also auch iiber K, da
E/K separabel ist. Damit ist £ - E'/K endlich galoissch. Weiter ist ¢ injektiv, denn fiir
o € Gal(E - E'/E) gilt o|p = id und fiir o € ker(p) gilt zusétzlich 0|y = id, so dass

o trivial auf allen Elementen in F - E’ operiert, also o = id. Fiir die Surjektivitit von ¢
betrachte die offensichtliche Beziehung

(E/)im(go) _ (E . E/)Gal(E-E’/E) NE = EnN El,
woraus nach Galoistheorie im(p) = Gal(E'/E N E') folgt.
(b): Die Injektivitét von 1) folgt wie im Beweis von (a).
Definition 21.5 Sei GG eine Gruppe.
(a) Eine Kette von Untergruppen
anlan,lggGozG

heiit Normalreihe von G, wenn jeweils GG;1; Normalteiler in G; ist. Die Faktorgruppen
G;/Gis1 heilen die Faktoren der Normalreihe.

(b) Eine Gruppe heifit auflésbar, wenn sie eine Normalreihe mit abelschen Faktoren be-
sitzt.

Lemma 21.6 Ist eine endliche Gruppe G auflésbar, so besitzt sie eine Normalreihe, deren
Faktoren zyklisch von Primzahlordnung sind.

Beweis Durch Induktion iiber die Lange n der Kompositionsreihe.
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1. Schritt: Ist G abelsch, so fithren wir Induktion iiber die Gruppenordnung. Ist G zyklisch
von Primzahlordnung, so sind wir fertig. Andernfalls gibt es eine zyklische Untergruppe
< a >C G und darin eine zyklische Untergruppe C' von Primzahlordnung (Theorie der
zyklischen Gruppen). Da G abelsch ist, ist C' ein Normalteiler. Nach Voraussetzung ist
C # G, also G/C von kleinerer Ordnung als G. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es
dann eine Normalreihe

1=G,CG,_,C...CGy=G/C
mit zyklischen Faktoren von Primzahlordnung. Dann ist
1:G7"+1gc:GrgGr—lg---gGO:G7

mit G; = 7 1(G}) fir7: G - G/Cund i = 0,...,r eine Normalreihe wie gewiinscht fiir
G, weil G;/Gi11 = G;/G;41 nach dem zweiten Isomorphiesatz.

2. Schritt: Sei nun G nicht abelsch und

1:G CanlggGO:G

n oz

eine Normalreihe mit abelschen Faktoren. Nach dem ersten Schritt besitzt G/G; eine
Normalreihe

1=G,CG,_.1C...CGy=G/G,y

deren Faktoren zyklisch von Primzahlordnungen sind. Nach Induktionsvoraussetzung be-
sitzt weiter (G; eine Normalreihe

1=G.CG _,C...CG. =G

mit primzyklischen Faktoren. Fiir 7 : G — G/G; und G}, = 77 1(G;) fiir i = 0,...,r ist
dann
1=G,C...CG,.C...CGy=Gy=G

eine Normalreihe wie gewiinscht.

Lemma 21.7 (a) Sei G eine Gruppe und H < G eine Untergruppe. Ist G' auflésbar, so
auch H.

(b) Ist H ein Normalteiler, so ist G genau dann auflésbar, wenn H und G/H auflosbar
sind.

Beweis (a): Ist {G;} eine Normalreihe von G mit abelschen Faktoren, so {G; N H} eine
solche Normalreihe fiir H, denn es ist G; 1N H normal in G;NH, und der Homomorphismus

Gz’ ﬂH/GiH NH — Gi/Gi—H

ist injektiv; mit G;/G;;1 ist also auch der linke Quotient abelsch.

(b) Sei nun H ein Normalteiler. Fiir G/H ist dann {G;H/H} eine Normalreihe und die
Isomorphie/Surjektion
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zeigt, dass die zugehorigen Faktoren abelsch sind.

Sind umgekehrt H und G/H auflésbar und

C ... C Hy=H

C ... € Gy=G/H

Normalreihen mit abelschen Faktoren, so gilt fiir die Urbilder G der G; in G, dass
1=HmC...CHy=H=GnC...CGy=G

eine Normalreihe mit abelschen Faktoren fiir G ist.

Satz 21.8 Sei L/K eine endliche Galoiserweiterung. Dann ist L/K genau dann in einer
Radikalerweiterung enthalten, wenn die Galoisgruppe G = Gal(L/K) auflosbar ist.

Beweis Sei L/K in einer Radikalerweiterung enthalten. Nach 21.3 gibt es dann eine
Erweiterung M/ L, so dass M /K eine galoissche Radikalerweiterung ist. Seien

K=MyCM;C..CM,=M

n

Kérper, so dass M; = M;_1( my/a;) mit m; € Nund a; € M;_;. Seim = [[ m; € Nund ¢
i=1

eine primitive m-te Einheitswurzel. Wir erhalten Korper

M, C M, C ... C M = M
ul ul ul
K =M, C M, C ... C M, = M,

wobei M] = M;(¢). Dann ist M'/K wieder galoissch (Lemma 21.4, als Kompositum von
M/K und Mj/K) und eine Radikalerweiterung. Sei i > 1. Wegen ¢ € M/ ; enthélt
M, eine primitive m;-te Einheitswurzel, und nach Kummertheorie ist die Erweiterung
M} /M_, = M]_,(n/a;)/M;_, galoissch mit zyklischer Galoisgruppe. Setzen wir G =
Gal(M'/M!_,), mit M’ := K, so erhalten wir Untergruppen

1=G,,,CG,C...CG,CG)=G =Gal(M/K)

wobei nach dem Hauptsatz der Galoistheorie 12.3, Teil (f) (angewendet auf den Zwi-
schenkorper M, von M/M_;) G}, , normal in G} ist mit zyklischem Quotienten, da
M]/M]_, galoissch zyklisch ist. Also ist G’ auflosbar, also nach Lemma 21.7 auch die
Faktorgruppe G = Gal(L/K) = G'/Gal(M'/L) (Gal(M'/L) ist Normalteiler, da L/K
galoissch ist).

Sei umgekehrt G auflosbar und n = [L : K|. Sei K’ = K((,) fiir eine primitive n-te
Einheitswurzel ¢,, und es sei L' = K'- L = L({). Dann ist

(21.8.1) G :=Gal(L'/K") = Gal(L/LNK) — Gal(L/K) =G

nach 21.4 (a). Nach 21.7 (a) ist G’ dann wieder auflosbar, besitzt also nach 21.6 eine
Normalreihe
1=G/ CG ,C...CG=G
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mit zyklischen Quotienten G%_,/G’. Sei L) = L'“i, so dass L/, = L' und L}, = K'. Nach
Galoistheorie ist dann G, = Gal(L'/L;) und L}/L’_, galoissch mit zyklischer Galoisgruppe
Gi_1/G}. Weiter teilt m; = [L; : L,_,] den Grad [L' : K'], also auch [L : K] = n nach
(21.8.1). Wegen ¢,, € K’ folgt nach Kummertheorie, dass L] = L;_;( =y/a;) fiir eina; € L;_;
ist. Damit ist L'/ K’ offenbar eine Radikalerweiterung und L’/ K in der Radikalerweiterung
L’/ K enthalten.

Mit der Bemerkung nach Definition 21.1 folgt:

Corollar 21.9 Eine Polynomgleichung f(X) = 0 iiber K ist genau dann durch Radikale
(d.h., durch sukzessives Wurzelziehen) 16sbar, wenn die Galoisgruppe von f auflosbar ist.

Denn nach Definition ist die Galoisgruppe von f die Galoisgruppe des Zerfallungskorpers
von f iiber K.

Satz 21.10 Es gibt fiir n > 5 Gleichungen n-ten Grades, die nicht durch Radikale (d.h.,
sukzessives Wurzelziehen) auflésbar sind.

Beweis Sei k ein Korper der Charakteristik 0 und L = k(Xy,...,X,) der rationale
Funktionenkorper in n Variablen. Dann operiert die symmetrische Gruppe S,, auf L durch
Permutation der X;. Insbesondere operiert auch die Untergruppe A, < S, auf L. Sei
K = LA der Fixkorper. Nach 12.7 ist dann L/K galoissch mit Galoisgruppe A,. Das

Polynom n-ten Grades

fX) =TI(X = X))

i=1
hat Koeffizienten in K, da of = f fiir alle 0 € A,, (sogar alle o € S,,). Genauer ist

n

FX) =2 (=1)si(Xq, .., X)X

1=0

wobei s; € K die elementarsymmetrischen Polynome in X,..., X, sind (sg = 1,81 =
X1+ ...+ X, ).

L ist der Zerfallungskorper von f(X) und die Galoisgruppe von f(X) ist Gal(L/K) = A,.
Nach Satz 19.9 ist A,, fiir n > 5 einfach und nicht-abelsch, also nicht auflésbar. Daher ist
die Gleichung f(X) = 0 nicht durch Radikale auflésbar.

Bemerkungen 21.11 (a) Das obige Polynom nennt man auch das “allgemeine Polynom
n-ten Grades”, da man die Nullstellen als freie Variablen gewéhlt hat (Jedes Polynom n-
ten Grades iiber einen Korper K erhélt man, indem man bestimmte Werte in algebraischen
Abschluss K fiir die X; einsetzt — némlich die Nullstellen von f). Man kann also sagen,
dass fiir n > 5 das allgemeine Polynom n-ten Grades nicht durch Radikale auflosbar ist.
Dies schliesst ein solches Losungsverfahren ganz allgemein aus.

(b) Es gibt auch Polynome f n-ten Grades iiber Q fiir n > 5, deren Galoisgruppe S,, oder
auch A, ist. Dann ist f(X) = 0 auch nicht durch Radikale auflosbar.
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