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1 Die Gauf3schen Zahlen

Dies sind die Elemente des Rings
Z[i| = {a+bi|abeZ} CC,
1 = y/—1. Sein Studium zeigt bereits einige Aspekte der algebraischen Zahlentheorie.

1.1 Q(i) = Q[i] ist eine Korpererweiterung von Q mit Grad [Q(i) : Q] = 2 (i ist algebraisch
iiber Q mit Minimalpolynom z? + 1).

1.2 Als abelsche Gruppe ist Z[i]| & Z?, eine freie abelsche Gruppe vom Rang 2.
1.3 Q(7) identifiziert sich mit dem Quotientenkorper von Z[i], vermoge
Quot(Z[i]) — Qi)

a—+ bi
c+di

— (a+bi)- (c+di)™ (fiir (¢,d) # (0,0)).

Fir o = a + bi € Q(i) definiere

e die Norm N(a) = (a+bi)(a —bi) = a®+ b
e die Spur T'(a) = (a+bi) + (a — bi) = 2a.

Dann ist N(a - ) = N(a) - N(§) und T(a + §) = T(a) + T(5).
Lemma 1.4 (a) a = a + bi € Z[i] ist Einheit in Z[i] genau dann, wenn N(a) € {£1}.
(b) Die Einheiten in Z[i] sind 1, —1,4, —i.

Beweis: (a) o Einheit, § = ¢+ di Inverses = af =1= 1= N(1) = N(o) - N(3) = N(«)
Einheit in Z = N(«a) € {£1}. Umgekehrt ist in Q(7) fir « = a + bi # 0
1 a—bi

a o= N(a) € Q)

und dies liegt in Z[i] fiir N(a) € {£1}.
(b) a,b € Z, a®> +b* € {£1} = (a,b) = (1,0) oder (—1,0) oder (0,1) oder (0,—1).

Lemma 1.5 Z[i] ist euklidisch, also insbesondere faktoriell (ZPE-Ring).

Beweis: Z[i| ist euklidisch beziiglich der Funktion

Z[i] — Nu{0}

a +— N(a)
Sind némlich «, 5 € Z[i], § # 0, so gibt es v € Z[i] mit

a = yB+06, N©) < N(3).



Denn es ist |a] = /N («) der gewohnliche Betrag in C, und es gentigt, ein vy € Z[i] zu finden
mit

[0
- = <1l
B ‘

Dies gilt aber fiir jede Zahl z € C an Stelle von £, da die Masche des Gitters Z[i] in C die
Diagonale der Lange V/2 hat

Wir erhalten hieraus die zahlentheoretische Anwendung

Satz 1.6 Eine Primzahl p # 2 ist genau dann Summe von 2 Quadraten in Z,
p = a*+0b*, abeZ,
wenn p =1 mod 4.

Bemerkung: (Allgemein kann man zeigen: n = &+ pi* ... pl" € Z ist Summe von 2 Quadra-
ten < n > 0 und n; gerade fir p; = 3(4).

Beweis: Die Idee ist, die Gleichung p = a® + b? zu deuten als
p = a*+b = (a+bi)(a—bi) = N(a+ bi).
Wir zeigen
Satz 1.7 Fiir eine Primzahl p # 2 sind dquivalent:
(i) p=1 mod 4.
(i) Es gibt ein x € Z mit —1 = 22 mod p (“—1 ist ein quadratischer Rest modulo p”).
(iii) p ist zerlegt in Z[i], d.h., kein Primelement in Z[i].
(iv) p = a® + b? fiir a,b € Z.



Beweis: (iv) = (i): Sei p = a*® + b*. Von den Zahlen a und b muss dann eine gerade und
eine ungerade sein, da p ungerade ist. Wir benutzen nun die folgende Beobachtung, die noch
ofter niitzlich sein wird:

(1.7.1) Ist m gerade, so ist m = 0 oder 2 mod 4, also m? = 0 mod 4.
o Ist m ungerade, so ist m = 1 oder 3 mod 4, also m? = 1 mod 4.

Hieraus folgt p = a® + 0> =1 mod 4.

(i) = (ii): Wir erinnern uns (aus der Algebra), dass die Gruppe (Z/pZ)* zyklisch von der
Ordnung p — 1 ist. Nach der Theorie der zyklischen Gruppen ist also fiir a € Z, (a,b) = 1
und @ =a mod p

p—1

ae ((z/pz)*)’ & a7 =1,

Fiir a = —1 ist also —1 ein Quadrat genau dann, wenn (—1)% =1, also wenn p = 1 (4).

(ii) = (iii): Sei x € Z mit —1 = z* mod p. Dann
pla®+1 = (x414)- (v —1).
Aber pt (z +1i), (x — i) (denn %ﬂ ¢ Z1i]) . Also ist p kein Primelement im faktoriellen Ring
VAR
(iii) = (iv): Sei p = a - f mit Nicht-Einheiten «, § € Z[i]. Dann ist

Nach 1.4. (a) sind N(a), N(3) keine Einheiten in Z; es gilt also p = N(a) = a® + b? fiir
a=a+ b

Wir betrachten noch eine andere Anwendung der Gauflschen Zahlen:

Satz 1.8 Die ganzzahligen Losungen der Gleichung

22 L y? = 22

mit x,y,z > 0 und (z,y,z) = 1 (pythagordische Tripel) sind gegeben durch die Tripel mit

r = u?—v% Yy = 2uv, z = u? + v?
mit u,v € Z, u > v > 0 und (u,v) = 1, u,v nicht beide ungerade, bzw. durch die Tripel die
man durch Vertauschung von x und y erhélt.

Beweis: Diese Konstruktion liefert natiirlich Pythagoraische Tripel. Umgekehrt schreiben
wir die Gleichung als

22 = (v +yi)(x —yi) = N(z+yi).

Wir behaupten, dass dann

THyi = -0

mit « € Z[i] und ¢ Einheit in Z[i]. (Mit o = u + vi ergibt sich dann {z,y} = {+ u* —
v? £ 2uv}).



Im faktoriellen Ring Z[i] geniigt es zu zeigen: ist 7 ein Primelement mit 7 | 4 yi, so teilt ©
die Zahl z + yi mit einer geraden Potenz. Dies gilt fiir 2%, also geniigt es zu zeigen 7 { x — yi.

Wir bemerken, dass z ungerade ist: z und y sind nicht beide gerade — da (x,y, z) = 1 — und
nicht beide ungerade, da sonst 22 = 2 (4) (nach (1.7.1)), was nicht sein kann.

Angenommen 7 | x + yi,  — yi. Dann folgt = | 2z, 7 | z. Andererseits sind 2z, z relativ
prim (z ungerade, x,y, z relativ prim), also r2z + sz = 1 fiir r,; s € Z. Es folgt 7 | 1 in Z]i];
Widerspruch!

2 Algebraische Zahlkoérper und ganze Zahlen

Definition 2.1 (a) Ein algebraischer Zahlkorper ist ein Kérper K von endlichem Grad iiber
Q. Seine Elemente heiflen algebraische Zahlen.

(b) Eine algebraische Zahl heifit ganz, wenn sie Nullstelle eines normierten Polynoms f(x) €
Z[x] ist.

Allgemeiner, fiir Ringe (kommutativ, mit Eins):

Definition 2.2 Sei A C B eine Ringerweiterung.
(a) Ein Element b € B heifit ganz iiber A, wenn es einer Gleichung (Ganzheitsgleichung)

(2.2.1) B 4 e D 4 Fah + ap = 0

mit n € N und Koeffizienten ay, ..., a,_1 € A geniigt.

(b) B heiit ganz iiber A, wenn alle Elemente b € B ganz iiber A sind.

Proposition 2.3 Fiir eine Ringerweiterung A C B und ein Element b € B sind dquivalent.
(i) b ist ganz iiber A.

(ii) Der Unterring A[b] C B ist als A-Modul endlich erzeugt.

(iii) Es existiert ein endlich erzeugter A-Untermodul M C B mit 1 € M und b- M C M.

Bemerkung: Sei A ein kommutativer Ring mit Eins. Ein A-Modul ist eine abelsche Gruppe
(M, +) mit einer Verkniipfung A x M — M, (a, m) — am, fiir die dieselben Regeln gilt wie
bei Vektorrdumen {iber einem Korper:

a(my +msy) = amy + amy
(@ +az)m = aym+ azm
a(bm) = (ab)m
Im=m

fiir alle a,a;,as € A und m, my, my € M. Weiter heifit M endlich erzeugt, wenn es endlich
viele Elemente my, ..., m, € M gibt mit

M = Amq + Amgo + ... + Amy .= {aymy + .. .aymy, | a1, ... a, € A}.

Dann heifit {m,...,m,} ein Erzeugendensystem von M.
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Ist A C B eine Ringerweiterung, so ist B durch die Multiplikation in B ein A-Modul.

Beweis von Proposition 2.3 : (i) = (ii): Sei
(%) b 4+ ap " Fah + ap = 0

und M der endlich erzeugte A-Modul A + Ab+ ...+ Ab"~! C B. Dann ist b® € M, und
durch Multiplikation von (*) und Induktion folgt b* € M fiir alle i > 0, also A[b] = M.

(i) = (iii) ist trivial.

(iii) = (i): Sei M = Amy + ... + Am,, ein endlich erzeugter A-Untermodul von B. Gilt
bM C M, so erhalten wir ein Gleichungssystem

bm1 = a11my + ...+ aGipMy

bm, = apumi+...+ apmn

mit Koeffizienten a;; € A. Fiir die (n x n)-Matrix mit Koeffizienten in B

b—a —Qin
C = bEn — (aij) =
—Qn1 b— Anp
(E, = (n x n)-Einheitsmatrix) gilt also
my
c-| | =o0.
My

Dabei wird die Anwendung einer (n x n)-Matrix auf einen Vektor aus B™ durch die iiblichen,
aus der Linearen Algebra fiir Kérper bekannten Formeln definiert.

Wir benutzen nun aus der Linearen Algebra

Lemma 2.4 Sei C' = (c;;) eine n x n-Matrix iiber einem Ring A und sei C* = (cj;)" die
komplementire (oder adjungierte) Matrix, mit

o= (—1)i+jdetC,~j,

ij
wobei Cj; aus C' durch Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte entsteht. Dann ist

cr-C = C-C" = detC-E,.
(Dies wird in der Linearen Algebra fiir Kérper bewiesen; der Beweis ist aber rein formal und
gilt in Ringen, wobei det C iiber die Laplace-Entwicklungsformel definiert wird).

Hieraus folgt bei uns
my
detC - | : = 0.

My
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Nach Voraussetzung (1 € M) konnen wir m; = 1 wéhlen, dann folgt
0 = detC = b"—i—an,lb”_l +...+alb—|—a0

mit a; € A, also eine Ganzheitsgleichung fiir b.

Corollar 2.5 Endlich viele Elemente by,...,b, € B sind genau dann ganz iiber A, wenn
Alby, ..., by] endlich erzeugt als A-Modul ist.

Beweis: Sind by, ...,b, € B ganz iiber A, so folgt mit Induktion aus 2.3, dass A[by, ..., b,]
endlich erzeugter A-Modul ist: haben wir bereits gezeigt, dass A" = A[by, ..., b,_1] endlich
erzeugter A-Modul ist, so ist b, ganz iiber A" und nach 2.3 also A[by, ..., b,] = A’[b,] endlich
erzeugt als A’-Modul, also auch als A-Modul. Die Umkehrung folgt mit Kriterium 2.3 (iii),

Bemerkung: Wir haben benutzt: Seien A C A’ C A” Ringerweiterungen. Ist A’ endlich er-
zeugter A-Modul und A” endlich erzeugter A’-Modul, so ist A” endlich erzeugter A-Modul. Ist
namlich {my,...,m,} C A" ein Erzeugendensystem von A’ als A-Modul und {ny,...,ns} C
A" ein Erzeugendensystem von A” als A-Modul, so ist {m; -n; [n=1,...,r,7=1,...,s}
ein Erzeugendensystem von A” als A-Modul.

Corollar 2.6 Seien A C B C C zwei Ringerweiterungen. Dann ist C' genau dann ganz iiber
A, wenn B ganz iiber A und C' ganz iiber B ist.

Beweis der nicht-trivialen Richtung: Seien B/A und C'/B ganz, und sei ¢ € C. Gibt es eine
Gleichung

A by "+ bic+by = 0
mit b; € B, so ist ¢ ganz iiber B = Albg, ..., b,_1], also E[c] endlich erzeugter B-Modul,
und andererseits B nach 2.5 ein endlich erzeugter A-Modul. Daher ist E[c] endlich erzeugter
A-Modul, und ¢ ganz iiber A nach Kriterium 2.3 (iii).

Definition 2.7 (a) Fiir eine Ringerweiterung A C B heif}t
A = {be B|b ganz iiber A}
der ganze Abschluss von A in B. Nach 2.5 ist A wieder ein Ring! Man sagt, A ist ganz-

abgeschlossen in B, wenn A=A

(b) Ist A ein Integritédtsring und B = K sein Quotientenkorper, so heifit A einfach der ganze
Abschluss (oder auch die Normalisierung) von A, und A heifit ganz-abgeschlossen (oder
normal), wenn A = A.

Beispiele 2.8 (a) Sei L/K eine Korpererweiterung. Ein Element b € L ist genau dann ganz
iiber K wenn b algebraisch iiber K ist.

(b) Jeder faktorielle Ring A ist ganz-abgeschlossen: Ist § € K = Quot(A) (mit a € A,
be A\ {0}) ganz tiber A und ist

ORTOR
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mit ag,...,a,_1 € A, so gilt
a" + ap_1ba" .+ ab" a4 agh” = 0.
Jedes Primelement 7, welches b teilt, teilt daher auch a; durch Kiirzen sieht man also: § € A.

Proposition 2.9 Sei A ein ganz-abgeschlossener Integritéatsbereich, K sein Quotientenkorper,
L/K eine endliche Korpererweiterung und B der ganze Abschluss von A in L. Dann gilt:

(a) B ist ganz-abgeschlossen.
(b) Jedes 8 € L lasst sich schreiben als § = g, mit b € B, a € A, und es ist Quot(B) = L.

(c) Ein Element § € L ist genau dann in B, wenn sein Minimalpolynom p(z) iiber K
Koeffizienten in A hat.

Beweis: (a) folgt aus der ‘Transitivitét’ 2.6.

(b) Sei § € L. Dann gibt es eine Gleichung
anf" + a1 8"+ af+ag = 0

mit n > 1 und ag,...,a, € A, a, # 0.
Durch Multiplikation mit a”~! erhlt man eine Gleichung

(anB)" + @y (anB)" " 4.+ ay(anf) +ag = 0

mit a; € A; es ist also a, 3 ganz iiber A, also in B.

(c) Sei § Nullstelle des normierten Polynoms g(z) € A[z]. Dann ist p(z) ein Teiler von g(x)
in K[z]. Alle Nullstellen f3,...,3, von p(x) sind also ganz iiber A und damit auch alle
Koeffizienten. Wegen der Ganz-Abgeschlossenheit von A ist p(x) € Alz]. Die Umkehrung ist
klar.

Definition 2.10 Sei K ein algebraischer Zahlkorper. Eine Zahl o € K heifit ganz, wenn sie
ganz iiber Z ist. Der Ring
Ok = {a € K| o ganz}

(also der ganze Abschluss von Z im K) heifit der Ring der ganzen Zahlen in K.

Diese Zahlringe sind der Hauptgegenstand der algebraischen Zahlentheorie. Wir beschreiben
sie nun fiir quadratische Zahlkérper Q(y/m) (also alle quadratischen Erweiterungen von
@, siehe Ubungsaufgabe 1).

Satz 2.11 Sei m € Z quadratfrei und K = Q(y/m).

(a) Fir a = a+by/m € K (a,b € Q setze

N(a) = a*®+V’m,

(2.11.1) T(o) — 2.

Dann ist a genau dann ganz, wenn N(a), T'(«) € Z.



(b) Es ist

Ok = Z|ym] = Z&Zym, falls m =2 oder 3 mod 4,
Ok = Z[M™) = ZeZ™Y™, falls m=1mod 4.

Beweis: (a) Dies gilt fiir b= 0: a € Q ist ganz falls a* und 2a ganz sind.
Fiir b # 0 ist wegen
(@ —a)*> = b*m
das Polynom
r? — 2ar +a® —b*m = 0

das Minimalpolynom von « iiber Q. Dies liegt genau dann in Z[z], wenn N(a) und T(«)
ganz sind.

(b) Natiirlich sind 1 und y/m immer ganz. Fiir a = % ist N(a) = 152 und T'(a) = 1;

dies liegt in Z fiir m = 1 (4). Umgekehrt seien a,b € Q und sei a + by/m ganz, nach (a) also
=2 r=a>—bm €Z.
Dann ist a? — 4mb? = 4r. Sei b = 2 mit p,q € Z, (p,q) =1,¢ > 0. Aus der Gleichung
4mp* = (@ — 4r)¢?

folgt dann ¢? | 4-m. Wegen der Quadrat-Freiheit von m folgt ¢ = 1 oder 2, durch Betrachtung
der Primfaktorzerlegung von ¢. Fiir ¢ = 1 sind b, 2a und a? ganz, also a,b € Z.
Sei ¢ = 2. Dann ist p ungerade, und es ist

mp? = a* — 4r,

nach (1.7.1) also

m = &> = 0 oder 1 mod 4.

m = 0 (4) kann nicht sein, da m quadratfrei ist; also folgt m =1 (4) und die Behauptung.
3 Norm, Spur und Diskriminante

Norm und Spur sind grundlegende Hilfsmittel fiir die algebraische Zahlentheorie.

Definition 3.1 Sei L/K eine endliche Korpererweiterung. Fiir v € L betrachte die Multi-
plikation mit A
Yo: L — L
r— a-x
als K-Vektorraum-Endomorphismus von L. Dann heissen die Determinante bzw. Spur von

Pa
NL/K(a> = det(pa)
Try k(o) = tr(pa)

die Norm bzw. Spur von « (fir L/K).



Bemerkung 3.2 (a) Fiir das charakteristische Polynom

X(pa,z) = det(id-x — @,)
= 2"+ ap 12" 4. Faix+ ag

(n=1[L:K])ist an_1 = =Trr/k(a) und (=1)"ap = Np k().
(b) Wegen @48 = @a + ¢p und @3 = @q © ppg sind

TTL/K . L — K
NL/K L — KX

Homomorphismen beziiglich + bzw. -

Beispiele 3.3 (a) Sei § € K. Beziiglich jeder K-Basis von L hat ¢z die Matrix
g 0
0 ’ g

Es ist also Trr x(3) = n - B und Np,k(8) = B".

(b) Sei L = Q(y/m) fiir m € Z, m kein Quadrat. Dann ist fiir « = a + by/m

Tromyo(e) = 20,
Nowmyela) = a® —b'm

(vergleiche (2.11.1)!). Denn: In der Q-Basis (1, /m) von Q(y/m) hat ¢, die Matrix

(%)

Fiir separable Erweiterungen haben wir:

Satz 3.4 Ist L/K endlich separabel L und X die Menge aller K-Einbettungen o : L — K von
L in einen algebraischen Abschluss K von K, so gilt fiir o € L:

(a) X(pa,x) = ] (x — oa).

(b) Trr k(o) = 2622004.
(c) Npjk(o) = ];[2004.

Bemerkung Wir setzen im folgenden die Existenz eines algebraischen Abschlusses K vor-
aus, d.h., eines algebraisch abgeschlossenen Korpers, der algebraisch iiber K ist. In 3.4 und
dhnlichen Situationen kann man K immer durch eine “geniigend groBe” normale Korpererwei-
terung N/K ersetzen, z.B. durch einen Zerfillungskorper von L/K. Man kann K aber auch
durch einen beliebigen algebraisch abgeschlossenen Korper iiber K ersetzen. In allen diesen
Féllen gibt es n verschiedene K-FEinbettungen von L in diesen Korper, n = [L : K| (da L/K
separabel ist).



Beweis von 3.4: Sei
Pa() = 2"+ Cpo1x™ T+ e+ oo,

m = [K(a) : K], das Minimalpolynom von « iiber K. Mit d = [L : K(«)] ist dann

(3.4.1) X(Pa; ) = pa(x)d :
Denn: Ist oy, ..., aq eine Basis von L tiber K(a), so ist
ar, on0, 0002, .. 0n ™ s, ana, L o, gy, . g™t
eine Basis von L iiber K (denn 1,q,...,a™ ! ist eine Basis von K(a)/K). In dieser Basis

hat ¢, Blockdiagonalform

A
A 0
0
wobei alle d Kastchen die Form
0 —Cp
10
A = 1 0 ,
0 1 —cp

haben. Wegen

(A, 2) =det(zE,, — A) = 2" + 1™+ ...+ 1z + co = pal)
folgt die Behauptung.
(a) Sei ¥y = Homg (K (a),K) = {71,...,Tn} die Menge der K-Einbettungen von K(a) in

K. Dann ist

(3.4.2) PalT) = H (x — Tav).



Denn: p,(z) € Klz] ist irreduzibel und « ist eine Nullstelle von p,(x). Ist & eine weitere
Nullstelle in K, so gibt es (siche Algebra I, Satz 10.7 bzw. Satz 16.15) eine K-Einbettung
o : K(a) — K mit o(a) = a. Diese ist offenbar eindeutig bestimmt, und die Zuordnung
& — o = 04 ist injektiv, also bijektiv, denn die Nullstellen von p,(x) sind paarweise ver-
schieden und es ist deg p,(7) = [K(a) : K| = |Homg (K (a), K)|, damit L/K auch K (a)/K
separabel ist (vergleiche Algebra I, Corollar 16.16).

Die o, also die Nullstellen von p, (), heiflen auch die Konjugierten von « (vergleiche Algebra

I, Definition 13.2).

Nun gibt es zu jedem 7; genau d Einbettungen ¢ : L — K mit 0|k (a) = 7. Damit folgt
[[(x—0a) = (7 — )¢ = po(x)? (nach (3.4.2))

gEY =1

= X(¢a; ) (nach (3.4.1)).

(b) und (c) folgen sofort aus (a).

=

Corollar 3.5 ist L/ K galoissch, mit Galoisgruppe G, so ist

(&) X(parz) = I (z —0a),

ceG
(b) Trr k(o) = Y oa,
geG
(c) Npyx(a) = [] oa.
oelG

Beweis: Ist . : L — K eine feste K-Einbettung, so sind {t0 | 0 € G} die [L : K] vielen
verschiedenen K-Einbettungen von L in K.

Beispiele 3.6 (a) Q(y/m)/Q (m kein Quadrat) ist galoissch mit Galoisgruppe {1,0}, o/m =
—yv/m. Fiir @ = a + by/m ist

Tro(myel®) = a+by/m+a—bym = 2a
Nowmya(@) = (a+bym)a—bym) = a*—bm.

(b) Fiir L = Q(v/5) sind die Q-Einbettungen L < C gegeben durch
1 \3/5 — \3/5
o V5 = (V5
T VB o= (V5
wobei ( = 5 eine primitive 3-te Einheitswurzel ist. Es folgt wegen (* = (:
Trpp(a + b5 + 6\752) =3a
Nijola+ 05+ c/5)

= (a+bd+ cd?)(a+ Cbd + ¢*cd?)(a + C%b6 + (cd?)
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Corollar 3.7 Fiir endliche separable Korpererweiterungen M/L/K gilt

TI'M/K = TrL/KOTrM/La und NM/K = NL/KONM/L .

Beweis: Seien 71,...,7,, : L — K (m = [L : K]) die verschiedenen K-Einbettungen. Dann
ist fiir « € M -
Trar (o) = Z oo = Z Z oge!
o€Hom (M,K) =1 U‘LU:”

Waihlen wir fiir jedes 7; ein o; : M — K mit 0y, = T; aus, so ist dies weiter
= Z TI‘O'iM/TiL(O-i7 Oé) = ZTiTrM/L(a) = TT’L/KTTM/L(OZ)
i=1 i=1

denn jedes 0 € Homg (M, F) mit o|; = 7; ldsst sich eindeutig schreiben als ¢ = 70; mit
einem 7 € Hom, i (04, L, K):

M O'Z'M
L i TiL
K

Der Fall der Normen ist analog.

Bemerkung 3.8 Die Transitivitéit in 3.7 gilt auch fiir beliebige endliche (nicht notwendig
separable) Korpererweiterungen (siehe Bosch “Algebra”, 4.7.).

Wir kommen nun zum Begriff der Diskriminante. Diese ist wichtig fiir die Bestimmung von
Zahlringen und fiir die Verzweigungstheorie. Hierzu zunéchst:

Lemma /Definition 3.9 Sei L/K eine endliche separable Korpererweiterung. Die Diskri-
minante einer K-Basis aq,...,«a, von L ist definiert als

d(ay, ... o) = det (TrL/K(ozi . Oéj)) = [det(Uiaj)]z )

wobei o1, . .., 0, die verschiedenen K-Einbettungen L — K sind.
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Beweis der letzten Gleichheit:
(Trp x(qiaj)) = (Zak(aiaj)) = (Zakai LopQy) = (ori)' - (onaj) -
k=1 k=1

Die Behauptung folgt, da det(o;a;) = det(o;c5)".

Bemerkung Die Matrix (Trp/x(o;0;)) ist gerade die Fundamentalmatrix der symmetri-

schen K-Bilinearform
LxL — K

(@,0) = Trrx(ap)

beziiglich der K-Basis (ay, ..., a,). Uber die erste Gleichung in 3.9 ist die Diskriminante fiir
jede endliche Korpererweiterung definiert.

Lemma 3.10 Fiir eine K-Basis der Form 1,a,a2,..., « in diesem Fall ist « ein primi-

tives Element fiir L/K, d.h., L = K(«)) gilt

m—1 (

i<j
wobei oy, ..., a, die Konjugierten von « in K sind.

Beweis: Sind 0,...,0, : L = K(a) — K die K-Einbettungen, so sind die Konjugierten

von « gerade ay = 010, ..., q, = o,a. Es folgt
1 ap o2 ... o
det(o;07 ™) = det(a? ') = det
1 a, o2 ... am!
die Vandermondsche Determinante fiir aq, ..., a,.
Bemerkung 3.11 Dies zeigt, dass d(1,q,...,a™ ') die Diskriminante des Minimalpo-

lynoms p,(x) von « iiber K ist (siche Algebra II, Definition 14.7). Hiermit folgt
d(1,a,...,a™ ) = (=1)mm=b/2. NK(Q)/K(pO:(oz)) :

wobei p,, (z) die formale Ableitung von p, () ist (siche Bosch “Algebra” 4.4 S. 174).

Lemma 3.12 Eine endliche Korpererweiterung L/K ist genau dann separabel, wenn die

Spurform
<,> : LxL — K

(@, 8) = Trpx(a-f)

eine nicht-ausgeartete Bilinearform ist.

Beweis: Ist L/ K separabel, so gibt es ein primitives Element § € L, d.h., L = K(J) (Algebra
I, Satz 11.14). Dann ist 1,6, ...,0" "', mit n = [L : K|, eine K-Basis von L. Beziiglich dieser
hat die Spurform die Fundamentalmatrix

M = (TTL/K(éi_l '(Sj_l).,

i,7=1,...n °
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Seien o74,...,0, : L — K die K-Einbettungen. Nach 3.9 und 3.10 ist dann

det M = det(o;"")* = [](0:0 — 0,6)

1<J

und dies ist ungleich 0, falls L/K separabel ist (dann ist 0,0 # 0,0 fiir ¢ # j, siche Beweis
von 3.4). Aber det M # 0 bedeutet gerade, dass die Spurform nicht-ausgeartet ist.

Ist aber L/K nicht separabel, so ist Try/x = 0 (Bosch, “Algebra” 4.7.).

Corollar 3.13 Ist L/K endlich separabel, so ist fiir jede K-Basis aq,...,a, von L

dloag,...,an) # 0.

Beweis: d(a, ..., a,) = det (Try x(a; - @;)), die Determinante der Fundamentalmatrix der
nicht-ausgearteten Spurform.

Wir notieren noch, wie sich die Diskriminante bei Basiswechsel verhélt:

Lemma 3.14 L/K endlich separable Kérpererweiterung, und seien {ov, ..., o}, {a), ..., o}
K-Basen von L mit )
(6%} a1
=T
o, o

fir T = (t;;) € GL,(K).Dann gilt

d(ad, ... a,) = (detT)%d(ay, ..., o).

Beweis: Dies folgt sofort aus dem Transformationsverhalten der Fundamentalmatrix einer
symmetrischen Bilinearform bei Basiswechsel (siche Lineare Algebra II, Lemma 16.6). Ein
Beweis mittels der Einbettungen geht so: Sei {oy,...,01} = Homg (L, K), dann gilt

’

d(ay,. .. a,) = (det(oa)))” = det [(o,05) - T']" = det *(0,0;) - det *(T),

denn es ist (0;0)) = (Ji(zk: tiray)) = (Zk: oi(a) - tjx) = (i) T

Wir betrachten nun einen ganz-abgeschlossenen Integritéitsring A mit Quotientenkérper K
und seinen ganzen Abschluss B in einer endlichen separablen Erweiterung L/K (vergl. 2.8.).

Wir bemerken:

Lemma 3.15 Sei § € B. Dann gilt:

(a) Alle Konjugierten 03 (o0 : L — K K-Einbettung) sind wieder ganz iiber A (nicht
notwendig in B!).

(b) Trr/x(B), Np/x(B) € A.
(c) e B & Npk(p) e A .

14



Beweis: (a) Ist § Nullstelle des normierten Polynoms f(x) € Alx|, so auch of : f(of8) =
af(B) =0.

(b) Trr/x(B) = > of ist ganz iiber A, andererseits in K; aber A war ganz-abgeschlossen.
Analog fiir Nz /x(3).

(c) “=" folgt aus der Multiplikativitit der Norm. “<=": Sei a € A mit 1 = o - Ny ().
Dann ist 1 = «- [[ o3, weiter gibt es ein oy mit 093 = § (Wir nehmen an, dass alle L in K

liegen, eine Einbettung ist also die “Identitdt”). Damit folgt
ﬂ_l = «- H of3.

o#o0
Nach (a) sind alle Faktoren der rechten Seite ganz iiber A, also gilt dies auch fiir 37! € L.
Es folgt 5~ € B.

Proposition 3.16 Sei oy, ..., «a, eine K-Basis von L die in B liegt. Fiir die Diskriminante
d=d(ay,...,qa,) gilt dann
d-BC Aoy + ...+ Aq,, .

Beweis: Sei o = aja1 + ... + aya, € B (ag,...,a, € K). Dann gilt
TI'L/K(OQ‘ . OZ) = ZTrL/K(ai : O./j) s aj
j=1

fir « = 1,...,n. Dies ist ein lineares Gleichungssystem fiir aq,...,a,, mit Matrix M =
(TrL/K(ai . 04]-)). Nach 3.15 (a) ist Trp/x(ou - @), Trp (s - o) € A fiir alle 4, 5. Mit der
Cramerschen Regel folgt .

a; . ~
a; = E] mit a; € A,

dad=det M, alsod-a € Aay + ... + Aa,,.

Definition 3.17 Ist B ein freier A-Modul mit Basis ay, ..., a,, so heisst {«ay,...,a,} eine
Ganzheitsbasis von B iiber A.

Bemerkung: Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Ein R-Modul M heifit frei vom
Rang n € Ny, wenn es mq,...,m, € M gibt, so dass jedes m € M eine Darstellung
m = aymi + ...+ a,m, mit eindeutig bestimmten a; € R hat (Aquivalent: (mq,...,my) ist
ein Erzeugendensystem und die m; sind linear unabhéngig: > a;m; = 0 mit a; € R = alle
a; = 0). Das Tupel (mq, ..., m,) heifit dann eine Basis von M. Offenbar ist M genau dann
frei vom Rang n, wenn es einen Isomorphismus M = R" von R-Moduln gibt.

Satz 3.18 Ist A ein Hauptidealring und L/K separabel, so ist jeder endlich erzeugte B-
Untermodul M # 0 von L freier A-Modul vom Rang n = [L : K. Insbesondere besitzt B
eine Ganzheitsbasis iiber A.

Beweis: Wir benutzen die folgende Konsequenz des Elementarteilersatzes (sieche Algebra I1
Satz 7.13 oder Bosch “Algebra” 2.9.):

Ist A ein Hauptidealring, so ist jeder Untermodul M eines freien A-Moduls A"

(3.18.1) vom Rang r selbst freier A-Modul vom Rang s < r.
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Sei also nun 0 # M C L ein endlich erzeugter B-Untermodul und aq, ..., «, eine K-Basis
von L. Ohne Einschriankung liegen alle o; in B (Vergl. 2.8. (b)) Nach 3.16 ist dann

dB C Aoy + Aas + ...+ Aa,, =: My,

d = d(aq,...,ap). Sei {u1,...,pu} ein Erzeugendensystem von M als B-Modul. Es gibt
(wieder nach 2.8 (b)) eina € Amit a-u; € B firallei=1,...,n, also a- M C B. Es folgt

adM C dB C M.

Offenbar ist My ein freier A-Modul vom Rang n : My = Aay ® Aas & ...  Aa,, = A™.
Daher ist adM ein freier A-Modul vom Rang s < n. Wegen der A-Modul-Isomorphie M =
adM, x — adzx, gilt dies auch fiir M. Wir zeigen nun noch s = n. Fiir ein beliebiges Element
we M~ {0} gilt
B =2 uB C M
und
My, C B.

Es folgt also auch n = rg(My) < s =rg(M), also s = n.

Corollar 3.19 Ist K ein algebraischer Zahlkorper, so ist der Ring Ok der ganzen Zahlen in
K ein freier Z-Modul (= freie abelsche Gruppe) vom Rang n = [K : Q).

Lemma /Definition 3.20 Sei K ein algebraischer Zahlkorper. Die Diskriminante von K
ist definiert als
dr = d(ag,...,q),

wobei n = [K : Q] und {ay,...,a,} eine Ganzheitsbasis von Ok iiber Z ist, d.h., O =
Zaoq @ ... D Za,. Man sagt auch “Ganzheitsbasis von K. Dies ist unabhéngig von der Wahl
der Ganzheitsbasis.

Beweis der Behauptungen: Ist o/l, e ,o/n eine andere Basis, so gilt

n

!/ .

o; = E ajjo, 1=1,...,mn,
j=1

mit a;; € Z, und die Ubergangsmatrix T = (a;j) liegt in GL,(Z), d.h., hat ein Inverses
T~! mit ganzzahligen Koeffizienten (die Transformationsmatrix in umgekehrter Richtung).
Es folgt det(T) € Z* = {+1,—1} (denn es ist detT - det T~! = 1). Mit Lemma 3.14 folgt
dlay,...,a,) = (detT)? - d(ay,...,a,) =d(aq,. .., ). q.e.d.

Wir berechnen die Diskriminante fiir quadratische Zahlkorper:

Satz 3.21 Sei K = Q(y/m) ein quadratischer Zahlkorper, m € Z quadratfrei. Dann ist

dg = 4m, wenn m = 2 oder 3 mod 4,
dg = m, wenn m=1 mod 4.
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Beweis: Die Konjugierten von /m sind \/m und —y/m. Im ersten Fall ist {1,/m} eine
Ganzheitsbasis und

1 —vm

} eine Ganzheitsbasis und

di = det (1 ﬁ>2 — (=2 ym)? = 4m.

1+v/m
2

Im zweiten Fall ist {1,

1 14+y/m 2 )
dg = det (1 1%) = (—v/m)* = m.
4 Ideale in Dedekindringen

Sei K ein Zahlkorper mit Ring der ganzen Zahlen Ok.
Lemma 4.1 Ok ist ein noetherscher Ring.

Beweis Sei a C Ok ein Ideal. Da Ok ein endlich erzeugter Z-Modul ist, gilt dies auch fiir
a. Dann ist a auch als Og-Modul endlich erzeugt

Wie in jedem noetherschen Ring ldsst sich jede Nicht-Einheit @ € O als ein Produkt von
irreduziblen Elementen schreiben. Im allgemeinen ist Ok aber nicht faktoriell:

Beispiele 4.2 (a) Der Ganzheitsring von k = Q(y/—5) ist Ox = Z[v/—5]. In ihm lésst sich
die Zahl 21 auf zwei verschiedene Weisen in Irreduzible zerlegen:

21 = 3.7 = (14+2-v/=5)(1 -2V-5) .

(siche Ubungsaufgabe 8).

(b) Allgemein ist Ok nicht faktoriell fir KX = Q(v/—m),m > 5 quadratfrei, m = 1 (4)
(Algebra II, Ubungsaufgabe 17).

In Ok hat man aber eine eindeutige Zerlegung fiir Ideale (im Primideale). Dies gilt allge-
meiner fiir Dedekindringe:

Definition 4.3 Ein Ring R (kommutativ, mit 1) heiit Dedekindring, wenn gilt:

(i) R ist noethersch.
(ii) R ist ganz-abgeschlossener Integritéitsring.

(iii) Jedes Primideal p # 0 von R ist auch ein maximales Ideal.

Satz 4.4 Og ist ein Dedekindring.

Beweis Wir miissen nur noch (iii) zeigen. Sei 0 # p ein Primideal. Dann ist

pNZ=(p) fiir eine Primzahl p,
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d.h., ein von Null verschiedenes Primideal in Z. Denn: Der von Z — Ok induzierte Ringho-
momorphismus

ist injektiv, also ist Z/p N Z integer und damit p N Z ein Primideal. Ist weiter 0 # § € p, so
gibt es eine Ganzheitsgleichung

ﬁm+mel ﬂmil + -+ CLlﬁ—i‘ao =0

mit a; € Z, ag # 0. Dann ist ag € pNZ # 0.

Da O endlich erzeugter Z-Modul ist, wird O /p mittels ¢ ein endlich erzeugter F,-
Vektorraum, IF, = Z/pZ = Z/p N Z. Daher ist Ok /p endlich. Ein endlicher Integritétsring
ist aber ein Korper; daher ist p ein maximales Ideal.

Wir betrachten nun einen beliebigen Dedekindring R; K sei sein Quotientenkorper. Statt
mit Elementen rechnen wir im Folgenden oft mit Idealen. Diese konnen wir auch addieren
und multiplizieren:

Definition 4.5 Fiir zwei Ideale a,b C R definieren wir die Summe durch
a+b={a+b|lacabeb}
und das Produkt durch
a-b = {) a;-bi|neNa €ab cb}.
i=1

Dies sind beides wieder Ideale von R.
Damit gilt nun (fiir R Dedekindring!):

Satz 4.6 (eindeutige Zerlegung in Primideale) Jedes von 0 und R verschiedene Ideal a C R
besitzt eine bis auf die Reihenfolge eindeutige Zerlegung

a = pl. . e 'pT

in ein Produkt von Primidealen p;, C R.

Lemma 4.7 Zu jedem Ideal a # 0 von R gibt es von Null verschiedene Primideale py, ..., p.
mit
a 2 Pr---pr.

Beweis: Sei M die Menge der Ideale # 0, fiir die dies falsch ist. Angenommen, M ist nicht
leer. Da R noethersch ist, besitzt M dann ein maximales Element (Algebra I, Proposition
5.7), etwa a. Dieses ist kein Primideal, es gibt also Elemente by,by € R mit by - by € a aber
bl, b2 ¢ a.

Setzen wir a; = a4+ (b1), az = a + (b2), soist a G a; und a G ay und a; - a; € a. Wegen der
Maximalitdt von a enthalten a; und as Primidealprodukte, und dasselbe wiirde fiir a folgen
— Widerspruch!
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Lemma 4.8 Sei p C R ein Primideal und 0 # a ein Ideal. Ist
pli= {z€K=Quot(R)|z-pC R}
so gilt a & ap™'.

Beweis Offenbar gilt R C p~!. Wir behaupten zunichst p~* # R:
Sei 0 # a € p und (nach 4.7)

pip2- - C (a) Cp, p; Primideal,

mit minimalem 7 ( (a) = Ra das von a erzeugte Hauptideal). Dann ist eins der p; gleich p:
Es geniigt zu zeigen, dass ein p; in p enthalten ist; wegen der Maximalitiat von p; folgt dann
p; = p. Ist aber kein p; in p enthalten, so gibe es fiir jedes i ein a; € p; mit a; ¢ p. Aber
dann ist a; - - - a, € p1---p, C p im Widerspruch dazu, dass p prim ist.

Sei also etwa p; = p. Wegen py---p, € (a) (Minimalitét von r) gibt es ein b € py - - - p, mit
b ¢ (a), also 2 ¢ R. Andererseits ist aber bp C py---p, C (a), also 2p C R, dh., 2 e p~'.
Damit haben wir tatsdchlich gezeigt, dass R g p L.

Nun zur Behauptung des Lemmas: Sei 0 # a C R ein Ideal, und ay, ..., «a, ein Erzeugen-
densystem von a. Angenommen, ap~! = a. Dann ist fiir jedes 5 € p~!

n
Cti'ﬁ: E aijaj,izl,...,n,
J=1

mit a;; € R. Fiir die Matrix

gilt also
aq
cl o =0,
Qp,
und aus 2.4 folgt mit d = det C
an
d : =0
O,

Im Koérper K folgt hieraus d = 0. Damit ist § Nullstelle des normierten Polynoms
det (z - E, — (a;;)) € R[x],

also ganz iiber R, also in R wegen der Ganz-Abgeschlossenheit von R. Es wiirde folgen
p~! C R, Widerspruch!

Wir kommen nun zum
Beweis von Satz 4.6 1) Existenz der Primzerlegung: Sei N die Menge der von 0 und R

verschiedenen Ideale, die keine Primzerlegung besitzen. Angenommen, A ist nicht leer. Dann
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besitzt N wieder ein maximales Element a. Dieses liegt wiederum in einem maximalen Ideal
p, und wir erhalten wegen R C p~*

aCap'Cpp'CR.

Nach 4.8 ist
aCap ' undp Spp ' CR.

Da p maximales Ideal ist, folgt pp~' = R. Da a in AV liegt, ist a # p und daher ap=* # R (da
sonst a = aR = ap~!'p = Rp = p). Wegen der Maximalitit von a in A besitzt daher ap~! eine
Primzerlegung, etwa ap= = p; - - - p,. Es folgt dann a = ap~'p = p; - - - p,p, Widerspruch!

2) Eindeutigkeit der Primzerlegung: Wir benutzen
Lemma 4.9 In einem beliebigen Ring R gilt fiir Ideale a,b und ein Primideal p

a-bCp = aCyp oderbCyp.

Beweis Gilt a ¢ p und b € p, so existieren a € a\ p und b € b\ p und es folgt ab € ab \ p,
alsoa-b & p.

Seien nun in unserem Dedekindring R

a = p;---p, =q1---qs

zwei Primzerlegungen des Ideals a. Wegen a = p; ---p,. C p; enthélt p; nach 4.9 einen der
Faktoren g;, 0.E. g1, und es ist dann q; = p;, da q; maximales Ideal ist. Wir multiplizieren
mit p;! und erhalten wegen

ppyt = R
(Beweis wie oben: p; # R N p1 #pip; € R= pip; " = R da p; maximal)

p2...pT:q2...qS_

Induktiv fortfahrend erhalten wir r = s (R = q1---qs C g ist nicht mdglich) und, nach
Umordnung, p; = g;.

Beispiel 4.10 Sei K = Q(+/7) mit dem Ring der ganzen Zahlen
Ox = ZINT) 2 Z[t] /(£ = 7).
Das Ideal (3) ist nicht prim: Wir haben Ringisomorphismen
O /(3) = ZIH/( — 7,3) = (Z/3T)H)/ (£ — T) = Z/3ZI1)/( — 1) = Z/3Z[1] /(¢ — 1)(t + 1)
=~ 7/3L[t))(t — 1) x Z/3Z[t]/(t + 1) = Z/3Z x 7] 3Z
Hieraus erhélt man auflerdem die Primzerlegung
(3) = ker(Ox — Z/3Z x Z/3Z) = pNq = pg

mit p = (3,7 — 1) und q= (3, V7 + 1) (vergleiche Ubungsaufgaben). Die Gleichheit ()
folgt wegen p # q aus den Uberlegungen in der folgenden Bemerkung.
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Bemerkung 4.11 Allgemein sagt man in einem Ring R (kommutativ, mit 1) fiir Ideale a, b
alb (ateilth) . &b Ca
(beachte, dass fiir Elemente a,b gilt: a |b < b=a-rfirre R < (b) C (a)).
Fiir Primideale p gilt dabei nach 4.9
pla-b = pla oder p|b.

Satz 4.6 sagt nun, dass in einem Dedekindring jedes Ideal a # 0, R eine eindeutige Pro-
duktdarstellung
a = pllll'”p?l7 Vi >0 )

besitzt, wobei die p; gerade die paarweise verschiedenen Primteiler von a sind: fiir p | a, p
Primideal (wir sagen auch einfach: prim) folgt wie im Eindeutigkeitsbeweis p = p; fiir eins
der p;. Wegen p p~! = R folgt weiter fiir Ideale a,b C R

alb &b = a-cfir ein Ideal ¢ .
Schreiben wir namlich
a = [ p"
i=1
b = ]:[1 p.

mit denselben p; und nun n; > 0,m; > 0 (wobei p* := R) so gilt

alb e m<n, Vi=1,...,r
T

& b=a-c¢ mit c:HpE”"_mi).
i=1

Wir erhalten also eine befriedigende Teilertheorie fiir Ideale, obwohl dies fiir Elemente nicht
gelten muss. Es gilt dabei a + b = ggT'(a,b) und aNb = kgV (a,b).

Fiir Hauptideale (a) verwendet man oft Sprechweisen, die (a) durch a ersetzen: Man sagt
p | afirp|(a) und a =p;---p, fiir (a) =p;---p,, usw.

Diese Teilertheorie erhélt ihre befriedigendste Formulierung durch die gebrochenen Ideale:
Sei wieder R ein Dedekindring, mit Quotientenkorper K.

Definition 4.12 (a) Ein gebrochenes Ideal in (oder von) K ist ein endlich erzeugter
R-Untermodul von K.

(b) Fiir ein Element a € K™ heifit (a) := R-a C K das zugehorige (gebrochene) Hauptideal.

(c) Das Produkt von gebrochenen Idealen a, b wird definiert durch

a-b = {> a-bi|neN, ¢ €ca becb}.

i=1

Bemerkung 4.13 (a) Da R noethersch ist, ist ein R-Untermodul 0 # ¢ von K genau dann
ein gebrochenes Ideal, wenn es ein 0 # 3 € R gibt mit §- ¢ C R. Die gebrochenen Ideale
sind also alle von der Form ¢ = % -a, a C R iibliches Ideal und 5 € R\ {0}.

21



(b) Fiir gebrochene Hauptideale (), (5) gilt (a) - () = (a - 3).

(c) Die gebrochenen Ideale a C R, also die iiblichen Ideale von R, heiflen zur Unterscheidung
auch ganze Ideale.

Satz 4.14 Die gebrochenen Ideale bilden mit dem Produkt aus 4.11 (c) eine abelsche Gruppe,
die Idealgruppe Iy von K. Das neutrale Element ist (1) = R, das Inverse von a ist

a! = {BeK|B-aCR}.

Beweis: Assoziativitdt, Kommutativitat sowie die Neutralitdt von (1) sind klar. Fiir ein
Primideal p haben wir schon gesehen, dass pp~! = R. Ist a = p, - - - p, ein ganzes Ideal, so
ist also b := p;'-pyt-- -p ! ein Inverses. Wir zeigen nun b = a='. Wegen b - a = R ist
b C a ! Ist umgekehrt 3 € a=!, also B-a C R, soist 8- R = Bab C b, also 3 € b, also auch
a~! C b. Ist schliellich ¢ ein gebrochenes Ideal und 3 € R\ {0} mit 8¢ C R, so ist offenbar
(B-o)t=p1t-clalsoR=3-¢c-Flct=c L

Corollar 4.15 Jedes gebrochene Ideal a in K besitzt eine eindeutige Produktdarstellung

a= H p"

p Primideal #0

mit n, € Z, n, = 0 fiir fast alle p. Mit anderen Worten: I ist die freie abelsche Gruppe auf
den Primidealen p # 0.

Beweis: Jedes gebrochene Ideal a ist nach 4.12 (a) Quotient a = bc™! von zwei Idealen
b, ¢ C R. Diese besitzen Primzerlegungen, also auch a. Die Eindeutigkeit der Primzerlegung
folgt sofort aus der Eindeutigkeit fiir ganze Ideale.

Bemerkung 4.16 Wir konnen die Teilertheorie auf gebrochene Ideale erweitern, indem wir

definieren
alb & bCa

& ba ! ganz .
Wir schreiben auch b/a fiir ba™!.

Nach 4.12 (b) bilden die gebrochenen Hauptideale (a), @ € K* eine Untergruppe Px C I
der Idealgruppe.

Definition 4.17 Der Quotient
CZK = ]K/PK

heifit die Klassengruppe von K.

Als ein Hauptresultat der algebraischen Zahlentheorie werden wir spéter zeigen, dass Cly
endlich ist. Diese Gruppe und ihre Ordnung hy (die Klassenzahl von K') sind wichtige
Invarianten eines Zahlkorpers.
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5 Primzerlegungen in Erweiterungen

Wir haben schon gesehen, dass es von Interesse ist zu wissen, welche Primideale p eines
Zahlkorpers K in einer Erweiterung L von K Primideal bleiben. Ahnlich interessant und
niitzlich ist auch das genaue Zerlegungsgesetz.

Sei A ein Dedekindring mit Quotientenkorper K, L/K eine endliche Kérpererweiterung und
B der ganze Abschluss von A in L. (Beispiel: L/K Zahlkérper, A = Ok, B = Op).

Lemma 5.1 B ist ein Dedekindring.

Beweis: B ist ganz abgeschlossen nach 2.8 (a). Wie im Beweis von 4.4 folgt weiter: Ist 3 # 0
ein Primideal von B, so ist p = 8 N A von Null verschiedenes Primideal in A, und B/B ist
eine ganze Ringerweiterung des Korpers A/p. Gébe es in B/B ein nicht-triviales Primideal,
so gibe es nach dem gleichen Argument auch eins in A/p was nicht sein kann.

Dass B mnoethersch ist, beweisen wir nur fiir den Fall, dass L/K separabel ist (fiir den
allgemeinen Fall siehe Neukirch ’Algebraische Zahlentheorie’ I 12.8). Dann ist mit einer in
B gelegenen K-Basis a1, ...,a, von L und d = d(ay, ..., ay)

B C %(Aal%—---%—Aozn).

Der rechte A-Modul ist endlich erzeugt, also auch jedes Ideal von B als A-Modul (da A
noethersch ist) also auch als B-Modul, d.h., als Ideal.

Lemma/Definition 5.2 Fiir ein Primideal 8 # 0 von B und ein Primideal p # 0 von A
sind dquivalent:

(a) PNnA=p
() PNK=p
(b) pCP
(c) pBCP
(d) B |pB

Zu diesem Fall sagen wir 8 liegt iiber p (bzw. p liegt unter B, bzw. B/p).

Beweis: der Aquivalenzen:

) (@) BNK=A=PNK=PNBNK=PNA

(a

(¢) < (d) gilt nach Definition

(b) < (c) ist klar

(a) = (b) ist trivial

(b) = (a) p CP = p CP N A; aber p ist maximal und PN A# A (da 1 ¢ P).

Im Folgenden heifit "Primideal” immer ”Primideal # 07. Jedes Primideal ¥ von B liegt
dann iiber genau einem Primideal p von A, ndmlich p = P N A (man sieht wie im Beweis
von 5.1, dass dies # 0 ist). Umgekehrt gilt:
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Lemma 5.3 Ist p C A ein Primideal, so ist pB # B. Insbesondere gibt es ein Primideal ‘B
von B iiber p.

Beweis: Nach 4.8 ist p~* 2 A.Seialsor e p !N A, dh,re K\ Amitx-p C A. Dann ist

x-pB C A-B = B
Wire pB = B, so wire also € BN K = A — Widerspruch! Also ist pB & B. Da B
noethersch ist, gibt es also ein maximales Ideal 8 C B mit pB C ‘B.

Nach der eindeutigen Primzerlegung in B gibt es also eindeutig bestimmte, paarweise ver-
schiedene Primideale By, ..., B, in B und natiirliche Zahlen ey, ... e, mit

(5.4.1) pB = PO ...pe

T

(man schreibt auch oft nur p = p* - - - P ), wobei die B; gerade die verschiedenen Primteiler
von pB, also die verschiedenen B;/p sind.

Seien k(p) = A/p und k(PB;) = B/P; die Restklassenkorper von p bzw. PB; (beide Ideale
sind maximal!). Die Inklusion A C B induziert wegen 3, N A = p einen injektiven Ringho-
momorphismus

(5.4.2) k(p) — k(%) ,

also eine Korpererweiterung k(3;)/k(p).

Definition 5.4 (a) Die Zahl e; heifit der Verzweigungsindex von ; iiber p, Bezeichnung
e(Bi/p).

(b) B; heiBlt unverzweigt iiber p (oder in L/K), wenn e(%3;/p) = 1 und wenn die Kérperer-
weiterung k(3;)/k(p) separabel ist.

(c) p heiBt unverzweigt in L/K, wenn alle ;/p (i = 1,...,7) unverzweigt iiber p sind.
(d) Der Restklassengrad von ; iiber p ist definiert als

fi = f(Bi/p) = [k(B) : k(p)] -

(e) p heifit unzerlegt in L/K, wenn r = 1, d.h., wenn es nur ein Primideal B iiber p gibt,
und trége, wenn zusétzlich e(/p) = 1 ist, d.h., wenn pB prim ist.

(f) p heiit voll zerlegt in L/K, wenn f(P;/p) = 1 und e(*P;/p) = 1 fiir allei = 1,...,r ist.

Beispiel 5.5 Im Korper der Gauflschen Zahlen ist
2 = Nouo(l+i) = (14401 —1d) = —i(l+i).

Dies zeigt, dass das Hauptideal p = (1 4 4) prim ist (vgl. Ubungsaufgabe 3 (i)) und dass

Weiter ist
Z[i)/p =Z[i) /(1 +i) 2 Z[z]/(x* + 1,1 +2) = Z/27 .
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Die Einbettung der Restklassenkorper Z/27 = Z/(2) — Z[i]/p ist also ein Isomorphismus.
Daher ist 2 (d.h., das Primideal (2)) verzweigt und unzerlegt in Q(:)/Q mit nur einem

Primideal p/2, wobei
e(p/2) = 2, f(p/2) = 1
Fiir die Primzahl 3 ist dagegen nach 1.7 das Hauptideal (3) auch prim in Q(¢) und
Z[))(3) = Zli|/3-Zli| = Z/3Z x /3T

als Z-Modul. Der Korper Z[i]/(3) hat also den Grad 2 iiber Z/37Z = 3 (es ist also Z[i]/(3) =
Fy, der Korper mit 9 Elementen). Daher ist 3 unverzweigt und unzerlegt, also triage in Q(7)/Q,
und fiir das Primideal q = (3) iiber 3 gilt

e(q/3) = 1, f(a/3) = 2

Fiir die Primzahl 5 ist dagegen nach 1.7 das Primideal (5) zerlegt in Q(¢), und zwar ist
5 = Ngg)/e(2 +14) = (24 7)(2 — ), mit nicht-assoziierten Primelementen 2 + ¢ und 2 — .
Daher haben wir Primideale p; = (2 + 1) # (2 — i) = ps und

(5) = p1-p2-
Weiter ist
Z[i]/p1 = Z[i] /(2 +1) =2 Z]x] /(2> + 1,24+ z) = Z/5Z ,
und ebenso folgt Z[i|/py = Z/5Z. Damit gilt fiir i = 1,2

e(p:/5) = 1, f(ps/5) = 1

Wie bestimmt man nun konkret die Zerlegung eines Primideals? Hier hilft in vielen Féllen
die folgende Methode:

Sei L/K eine separable Erweiterung und § € B ein primitives Element (d.h., L = K())
mit Minimalpolynom

p(x) € Alx] .
Wir betrachten den Unterring
B = A|CB.
Sein Fiithrer wird definiert als das Ideal

— {beB|b-BCB'}.
Da B als A-Modul endlich erzeugt ist (Beweis von 5.1, L/K separabel), ist § # 0.

Satz 5.6 Sei p ein Primideal von A, welches teilerfremd zu § ist (d.h., pB und § sind
teilerfremd). Sei

p(x) = pi(x)”---p(x)”
die Zerlegung der Reduktion L
p(z) = p(x) mod p
von p(x) in irreduzible normierte Faktoren p,(x) im Polynomring A[z]/pAlz] = k(p)[z], wobei

m
die p; paarweise teilerfremd sind. Seien p;(z) € Alx] normierte Polynome mit p,(z) = p;(x)
mod p. Dann sind

25



die verschiedenen iiber p liegenden Primideale in B. Weiter gilt pB = P - - - P, also

o

e(Bi/p) = e,

fiir den Verzweigungsindex von ‘B; iiber p, und der Restklassengrad von ; iiber p ist

f(Bi/p) = deg pi() ,

der Grad von p;.
Zum Beweis benutzen wir:

Lemma 5.7 Sei R ein Ring und a C R ein Ideal.

(a) Die Surjektion
¢:R—» R/a

induziert eine Bijektion

¢! : {Ideale von R/a} — {Ideale b C R mit a C b}
¢ = ()

mit Umkehrabbildung b +— ¢(b). Dies induziert eine Bijektion

¢! : {Primideal von R/a} = {Primideale p C R mit a C p}.

(b) Sei R ein Dedekindring und a # 0. Dann hat R/a endlich viele Primideale qy, . ..

, g und

es gibt eindeutig bestimmte ey, ..., e, € N mit der Eigenschaft: Fiir alle €], ...¢e/. € N gilt

;... =0 & é>e firalei=1,...,r.

Fiir die Primideale p; = ¢~1(q) C R gilt dann

T
€;
a=]]wl".
i=1

Beweis (a): Offenbar ist ¢'(¢) ein Ideal in R mit a C ¢~ !(¢c), und wegen der Surjektivitit
von ¢ gilt p(¢(c)) = ¢. Umgekehrt gilt wegen der Surjektivitit von ¢ fiir ein Ideal b C R
mit a C b, dass ¢(b) = b/a C R/a ein Ideal ist und dass p~!(b/a) = b. Wegen R/b =

(R/a)/(b/a) ist b genau dann ein Primideal, wenn dies fiir b/a C R/a gilt.

(b) Ist a = [] pi* die Zerlegung in Primideale (p; # p; fiir i # j, e; € N), so gilt nach der
i=1

Teilertheorie in R, dass py, ..., p, die Primideale von R sind, die a umfassen. Nach (a) sind
q; = p;/a, fir i = 1,...,r, gerade die Primideale von R/a. Weiter gilt fiir €],... e, € N

0=ai . = (b p 40
& pltopr Ca=pf.. . per

“rr

& e >e firalle i=1,...,r.

Offenbar sind ey, ..., e, hierdurch eindeutig bestimmt.
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Beweis von Satz 5.6: Wir wenden Lemma 5.7 auf pB C B an und untersuchen B/pB.
Nach Voraussetzung ist § + pB = B. Wegen § C B’ ist also
B = B'+pB;

d.h., die Abbildung
B — B/pB

ist surjektiv. Thr Kern ist B’ N pB, und dies ist gleich pB’, denn wegen § + pB = B und
§-BC Bist BNpB C (§+pB)-(B'NpB) C pB’. Wir erhalten also einen Isomorphismus

(5.6.1) B'/pB = B/pB.
Andererseits induziert die Surjektion A[x] — B’z — (3, einen Isomorphismus

Alz]/(p(z)) = B
x mod (p(z)) — f  (dh, f(x) mod (p(z)) — f(F)).

und durch Reduktion modulo p einen Ringisomorphismus

(5.6.2) k(p)[z]/(p(z)) = B'/pB'.

- T

Wegen p(z) = [] p;(z)% liefert der chinesische Restsatz weiter den Isomorphismus
=1

1=

12

(5.6.3) k(p)lz]/(p(2)) @k(p)[ml/(@(w))“,

und mit Lemma 5.7, angewandt auf (p(z)) C k(p)[z], folgt

e Die Primideale des Rings k(p)[z]/(p(z)) sind die durch p;(x) mod (p(x)) erzeugten
Hauptideale g;.

o Es gilt q(i/l...q,(f/r =0 < e >e Vi
Uber die durch (5.6.1) und (5.6.2) gegebene Isomorphie

k(p)2l/(p(x)) > B/pB
(5:64) f@) = f(8) mod p

erhalten wir:

e Die Primideale in B/pB sind die Hauptideale (p;(8)) fiir p;(8) := p;(8) mod p

e Esgilt (p1(3)) ... (p,(3)) in B/pB genau dann wenn ¢, > e; fiir alle i.

Sel nun

¢ : B - B/pB

die kanonische Surjektion. Dann gilt nach Lemma 5.7
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1) Die Ideale B; = o' ((pi(8))) = pi(8)B+pB (i =1,...,r) sind gerade die verschiede-
nen Primideale von B, die pB umfassen, also die verschiedenen Primteiler von pB.

2) pB = [[1513

Weiter haben wir Isomorphismen von k(p)-Vektorrdumen

B/Pi = k(p)[z]/ (pi())

und damit

f(Bi/p) = dimyy) B/PB; = degpi() -

Bemerkung 5.8 Wie wir gesehen haben, ist § # 0, also auch § N A # 0. Es gibt also
0#a€ Amit aB C B' = A[f] (explizit wihle A-Erzeugende f3,..., 3, von B, schreibe
sie als K-Linearkombinationen von 1,4,...,3" ! (da L = K(f3)), und finde a als Haupt-
nenner aller Koeffizienten). Ist p teilerfremd zu a (also a ¢ p), so ist p teilerfremd zu §:
p+aA=A=pB+aB=0=pB+F=DB wegen a € §.

Insbesondere kénnen wir a = d := d(1, 3,..., ") nehmen, denn wir haben gesehen (Pro-
position 3.15), dass dB C A® A3 @ --- & A" = B, also d € §. Ist also p prim zur
Diskriminante d(1, 3,... "), so kénnen wir Satz 5.6 anwenden.

Wir betrachten nun noch zwei wichtige Eigenschaften der Verzweigungsindizes und Rest-
klassengrade.

Lemma 5.9 Sei M/L eine weitere endliche Erweiterung, C' der ganze Abschluss von B in
M und Q ein Primideal in C. Sei =N Bund p=09NA=PN A, sodass Q/P/p.

Dann gilt
(a) e(Q/p) = e(Q/P) - e(PB/p)-
(b) f(Q/p) = fF(Q/PB) - e(B/p).

Beweis: (a) folgt sofort aus der Eindeutigkeit der Primzerlegung, und die Gleichung (b) ist
die Multiplikativitidt des Grades fiir die Korpererweiterungen k(Q)/k(B)/k(p).

Die folgende Gleichung wird auch die fundamentale Gleichung genannt und ist sehr
wichtig.

Satz 5.10 Sei L/K eine separable Erweiterung vom Grad n. Fiir ein Primideal p in A sei

P = BB

die Primzerlegung von p in B, also e¢; = e(P;/p). Mit f; = f(B;/p) gilt dann

r

Dcifi=n. also} e(Pi/p)f(Pifp) = 1.

i=1

28



Beweis: Nach dem chinesischen Restsatz hat man einen Isomorphismus
B/pB = (P B/P; .
i=1

denn die Ideale ;" sind paarweise teilerfremd. Dies ist ein Isomorphismus von Vektorraumen
iber dem Koérper F' = A/p. Daher geniigt es zu zeigen, dass

(i) dimp B/pB = n.

(i) dimp B/P;* = e; - fi.

Beweis von (i): Seien 3,,...,8, € B so, dass die Restklassen 3,,...,3,, € B/pB eine
F-Basis bilden (beachte, dass B nach dem Beweis von 5.1 ein endlich erzeugter A-Modul ist,

also auch dimg B/pB < oc). Wir zeigen, dass (31, ..., 3, dann eine K-Basis von L bilden;
hieraus folgt m = n.

(a) B1,...,Bm sind linear unabhingig: Angenommen
afy+ -+ apB, = 0
mit aq,...,a, € A, nicht alle null. Fiir das Ideal
a = (a,...,a,) CA

ist dann a # 0 und daher a™'p G a™'. Seia ca' mit o ¢ a”'p, alsoa-a L p (a-aCp=
aA = aaa™ C a~'p). Dann ist aay,...,aa,, € A, aber nicht alle aa; € p. Dies gibt eine
nicht-triviale Linearkombination

oz_al-E—F...—i-ozmqm-ﬂ_m =0

in B/pB — Widerspruch!

(b) Bi,...,Bm erzeugen L iiber K: Sei M = Apy + ...+ AB, € Bund N = B/M. Da
b1 =01+ pB,...,0n = B+ pB den B-Modul B/pB erzeugen, gilt M + pB = B, also
N/pN = B/pB + M = 0. Da L/K separabel ist, ist B ein endlich erzeugter A-Modul, also
auch N.

Sei (71,...,7) ein Erzeugendensystem von N als A-Modul; dann gibt es wegen N = pN
Elemente a;; € p mit

k
Yi = Za’ij’Yj (’Lzl,,/{})
7=1

Mit Lemma 2.4 folgt
d-N =0,

wobel d = det(Ey — a;;). Wegen a;; € p fiir alle ¢,j folgt Ey — (a;;) = Ep mod pM,(A)
und damit d = 1 mod p. Daher ist d # 0. Es folgt dB C M = Ap; + ...+ AB,, und damit
L=dL=FKB +...+kBn

Beweis von (ii): Wir haben eine absteigende Kette

(5.10.1) B/ 2 Pu/Br 2 BI/B 2 2P /PY
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von F-Vektorrdumen. Der v-te Quotient (¢ /5B5) /(BT /PB5) dieser Kette ist isomorph zu
PBY /P und dies ist wiederum isomorph zu B/%;: Ist niamlich 8 € PB¥ \ Py, so ist der
Homomorphismus

p: B — PP
b +—— b-3 mod P!

surjektiv, da der ggT von Y™ und BB gleich P ist (5 € LY\ P = PBY | B und P ¢
BB)), so dass P = BB + PL . Weiter ist ker ¢ = P;, denn offenbar ist B; C ker ¢ ; B.

Der Homomorphiesatz liefert also einen Isomorphismus
P BB — PP
Damit folgt dimg P37 /Py = dimp B/P; = [k(B,) : F] = f; und

e;—1 e;—1

dimp B/ Y dimp (/) /(BB = D dimp BB = - i
v=0 v=0

Die Gleichung () ergibt sich induktiv aus (5.10.1) und der Tatsache, dass dim V' = dim W +
dim V/W fiir ein Vektorraum V' und einen Unterraum W.

Bemerkung 5.11 p hief voll zerlegt (oder total zerlegt) in der Erweiterung L/K, wenn
e(P/p) =1 und f(P/p) = 1 fiir alle P/p. Fiir separables L/K ist dies also der Fall, wenn

in der Zerlegung
b= BT

r=n=[L: K], so dass automatisch ¢; = 1 = f; firallei =1,...,7.

Beispiel 5.12 Sei L/K eine quadratische separable Erweiterung, also [L : K] = 2. Wegen
> eifi = 2 sind nur folgende Fille moglich:

i=1
(a) r=1, e =2, fi =1: p ist verzweigt (und unzerlegt).

(b) r =1,e; = 1, f; = 2 : p ist unzerlegt, mit Restklassengrad 2, und unverzweigt falls die
Erweiterung k(1) /k(p) separabel ist.

(c)r=2,¢e=1, fy =1(i=1,2): pist voll zerlegt und unverzweigt.

Dies zeigt, dass im Beispiel 5.5 alle méglichen Zerlegungstypen vorkommen.
6 Zyklotomische Korper

Sein € N.

Erinnerung 6.1 Sei K ein Korper. Jede endliche Untergruppe von K* ist zyklisch. Insbe-
sondere ist die Gruppe

pn(K) = {Ce K™ [ (" =1}
der n-ten Einheitswurzeln in K zyklisch. Ist K algebraisch abgeschlossen und char(K)
prim zu n, so ist u,(K) zyklisch von der Ordnung n.
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Dies wird in der Algebra bewiesen (siche z.B. Algebra I, Lemmas 14.4 und 15.6)

Im folgenden sei K ein Kérper mit charK { n, K ein fester algebraischer Abschluss von K
und un pin(K) die Gruppe aller n-ten Einheitswurzeln in K. Nach 6.1 ist nicht-kanonisch
fn = Z/nZ. Jedes Erzeugende der zyklischen Gruppe g, heifit eine primitive n-te Ein-
heitswurzel.

Satz 6.2 Sei (, eine primitive n-te Einheitswurzel. Dann ist K((,)/K galoissch, und es gibt
einen kanonischen injektiven Gruppenhomomorphismus

X : Gal(K((,)/K) — (Z/nZ)*

daher ist die Galoisgruppe kanonisch isomorph zu einer Untergruppe von (Z/nZ)*. Fiir
K =Q ist

~

X : Gal(@(cn)/Q) — (Z/nZ)*
ein Isomorphismus, insbesondere ist [Q((,) : Q] = ¢(n) .

Beweis: Dies wird in der Algebra bewiesen (sieche z. B. Algebra I, §15). Wir erinnern an
einige Argumente und die Definition von y: Mit ¢, ist auch ¢ € K’ := K((,) fiir jedes i > 0;
daher enthilt K’ alle n-ten Einheitswurzeln und das Polynom z™ — 1, dessen Nullstelle (,
ist, zerféllt in Linearfaktoren iiber K’, d.h., K’/ K ist normal. Weiter ist K'/K separabel, da
a™ — 1 separabel ist, wegen char(K) { n. Sei G = Gal(K'/K). Fiir 0 € G ist 0((,) wieder in
- Da u, zyklisch von der Ordnung n ist und (,, ein Erzeugendes, gibt es ein a € N mit

o(C) = G

und das Element
x(0) :=a modn € Z/nZ
ist eindeutig durch o bestimmt (Cﬁ == "=1=n=o0rd)|a— b). Weiter ist fiir
TeG
x(o7) = x(o) - x(7) -
Daher ist x(o) € (Z/nZ)* (betrachte 7 = ¢~ '), und

x : G — (Z/nZ)*

o +— x(o)

ein Gruppenhomomorphismus, den man auch den zyklotomischen Charakter nennt. Da-
bei gilt
o) = ¢ V(¢en,

() = () = (¢)x@) = (X)) Insbesondere ist y injektiv
= ¢ fiir alle i > 0 = o(x) = z fiir alle z € K(¢,)). Es bleibt zu zeigen,
©(n). Hierfiir siche z.B. Algebra I Corollar 15.13 (b).

(denn o(¢') = o
(x(0) = 1= x(¢)
dass [Q((,) : Q] =

Beweis: Sei f(z) das Minimalpolynom von (, iiber Q. Es geniigt zu zeigen, dass jede primitive n-te Einheitswurzel Nullstelle
von f ist (da dann deg f(x) = ¢(n) = Anzahl der primitiven n-ten Einheitswurzeln ist). Nun teilt f(x) das Polynom z™ —1; es
gibt also ein Polynom h mit

2" -1 = f-h.

Da f normiert ist, ist auch h normiert und in Z[z] (Polynomdivision).

1. Schritt Sei p eine Primzahl, p { n. Dann ist ¢4 Nullstelle von f, d.h., f(¢5) = 0.
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Beweis: ¢} ist wieder primitive Einheitswurzel. Ist f(¢h) # 0, so ist h(¢h) = 0, also (,, Nullstelle von h(zP). Hieraus folgt
wiederum f|h(xP), also etwa
ha?) = 19,
wobei wieder g normiert und in Z[z] ist. Durch Reduktion modulo p folgt fiir die Restklassen in Z/pZ[x]:
h(z) ? = h(zF) = f(z) g() .
Hieraus folgt, dass f(z) und h(x) nicht teilerfremd in Fp[x] sind (F, = Z/pZ Kérper mit p Elementen). Daher hat das Polynom

" —1 = f(z) h(x)

mehrfache Nullstellen iiber F;, — Widerspruch dazu, dass char F, = p{n, s.o.!
2. Schritt Jede primitive n-te Einheitswurzel ¢’ ist Nullstelle von f(z).

Beweis: Es ist ¢/ = {7 mit ggT(m,n’) = 1. Zerlegt man m in ein Produkt von Primzahlen, so sind diese alle prim zu n, und
der 1. Schritt zeigt induktiv, dass f({7*) = 0.

Definition 6.3 Das Minimalpolynom ¢,,(x) einer primitiven Einheitswurzel (und damit von
allen primitiven Einheitswurzeln) iiber Q heifit das n-te Kreisteilungspolynom (oder zy-
klotomische Polynom), und Q(¢,) heifit der n-te Kreisteilungskérper (oder zyklotomische
Korper).

Beispiel 6.4 (a) Wegen deg ¢,,(x) = ¢(n) und ¢(p) = p — 1 fiir eine Primzahl p ist offenbar

a’ —1 -1 —2
p(x) = o =P P+ 41

(b) Allgemeiner ist fiir n = p”, p prim

o) = ey = @)

Wir bestimmen nun den Ring ganzer Zahlen in Q(¢,).

Lemma 6.5 Sei n = (¥ # 2 eine Primzahlpotenz, ( = (,, eine primitive n-te Einheitswurzel,
A=1-Cundd="1(0—1) =) =[Q() : Q.
(a) Dann hat die Q-Basis 1,¢,¢?,...,¢(%* ! von K = Q(() die Diskriminante

d(d—1)
2

d<1’ ga g27 B gd—l) = (_1)

wobei m = "1 (vl — v —1).

.gm7

(b) Im Ring O der ganzen Zahlen von K gilt

Beweis (a): Nach 3.11 bzw. Ubungsaufgabe 13 ist

d(d—1)

d(1,¢,... ¢ = (=177 - Ny (44(0)) -
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Differenziert man die Gleichung
(=" = Doulx) = 2 ~1

und setzt ¢ ein, so folgt
(C—1)eh(¢) = - ¢,

wobei (; := CKVA eine primitive /-te Einheitswurzel ist.

Wegen ¢y(z) =21 +.. . +2+1= Zﬁ(x — ¢l gilt
=1
=
Noeo/o(Ge—1) = =1 = (=D)lg(1) = (=1)tee.
=1

Weiter ist nach 3.2 (a)
Noya(¢) = (=1)*- (nullter Koeffizient von ¢, (z))

= 1 wegen (¥ # 2 .

Es folgt
d(d2—1) . gljd . e_gufl

d(1,¢,..., ¢4 = (=1)
. gﬁ“fl(uﬁ—u—l) ]
(b): Setzen wir x = 1 in

W) = 27D T
é =1 (e-1) ¢ 1

so folgt
I a-¢ =¢.
a€(Z/nZ)*
Fiir jedes a gilt dabei
1_Ca = 5&'(1_C)
mit der ganzen Zahl
1 — (@
€a = ¢ = NP+
1-¢
Ist ' € (Z/nZ)* mit a' -a =1, so ist
1-¢ 1—(¢9)” =
= = (¢M)* o+t +1
¢ T— ¢ (S e P
ebenfalls ganz, somit ist ¢, eine Einheit in O.
Es folgt
{ = 5.(1_Os0(n) :
mit der Einheit e = [[ &, also

a€(Z/nZ)*



fiir die assoziierten Hauptideale.

Bemerkung 6.6 Wegen d = [Q(() : Q] zeigt die fundamentale Gleichung 5.10, dass (\)//¢
ein Primideal vom Restklassengrad 1 ist, welches unzerlegt und verzweigt in K /Q ist.

Satz 6.7 Sei n € N. Fiir den Ring Oy der ganzen Zahlen in K = Q(C,) ist 1, ¢y, ..., (7™
eine Ganzheitsbasis, d.h., es ist

Ok = Z[¢) = ZOZL ... OL ML

Beweis fiir den Fall, dass n = ¢” eine Primzahlpotenz ist (fiir den allgemeinen Fall siehe
Neukirch ‘Algebraische Zahlentheorie’ Beweis von Satz 10.2):

Wegen d(1,(,...,¢% 1) = 0™, m wie in Lemma 6.5, erhalten wir nach Proposition 3.16
m.-Ox C Z[¢] C Ok .

Setzen wir A = 1 — ¢ € Z[(], so ist nach 6.6

Ok /N0 = Z/Z
also O = Z + AOg und damit auch

Ok =Z[¢] + \Ok .
Induktiv (mit A multiplizieren und wieder einsetzen) folgt

O = Z[¢] + MOk
fiir alle i > 0. Fiir i = my(n) folgt wegen (A\?() = (¢)

Ok = Z[{]+ "0k = Z[C] .

Wir kénnen nun das Zerlegungsgesetz in Q((,)/Q vollstindig beschreiben — es ist sehr
ibersichtlich:

Satz 6.8 Sei n = [[p* die Primzerlegung von n, und fiir jede Primzahl p sei n'®) = n/p*
(also n = p*» - n) Ipnit p1n®). Weiter sei f, die kleinste natiirliche Zahl mit

p? =1 mod n®,
d.h., f, sei die Ordnung von p in (Z/n(p)Z) *. Dann ist die Zerlegung von p in K = Q(¢)

() = (pr...p,)°"")

wobei py,...,p, verschiedene Primideale in Q((,) vom gleichen Grad f, sind. Es ist also
f(pi/p) = f, und e(p;/p) = (p™) fiir alle i = 1,...,7r, und r = p(n®)/f,.
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Beweis: Wegen O = Z[(,] ist der Fiihrer von Z[(,] gleich 1, und wir kénnen fiir alle p
den Satz 5.6 anwenden. Danach zerféllt das Primideal (p) wie das Minimalpolynom ¢, (z) in
Z,/pZ|zx]. Wir haben also zu zeigen, dass fir ¢, (z) = ¢,(z) mod p

¢n($) = (pl(x) .. .pr(x))ip(p”p)

ist, wobei py,...,p, verschiedene irreduzible Polynome iiber Z/pZ sind, die alle den Grad
f, haben. Sei m = n® also n = p” - m, p { m. Ist {¢} die Menge aller primitiven m-ten
Einheitswurzeln und {n;} die Menge aller primitiven p*»-ten Einheitswurzeln, so ist {&; - n;}
wegen [, = [pr X [y, die Menge aller primitiven n-ten Einheitswurzeln.

Daher ist
due) = [l & ).
i,
Wegen 7 — 1 = (z — 1)* mod p ist dabei n; = 1 mod p fiir jedes Primideal p/p von
Q(¢n). Also ist
On(2) = Gm(x)?P") mod p .

Wegen ¢(n) = ¢(p*?)p(m) haben wir also nur noch den Fall n = m zu betrachten, also den
Fall p{ n (denn f, ist auch die Ordnung von p in (Z/mZ)*). Dann gilt wegen char(Z/pZ) =
p 1 n, dass 2" — 1 mod p lauter verschiedene Nullstellen in einem Zerfallungskorper von
Z/pZ hat. Die Abbildung

¢ —— (¢ modp

ist also ein Isomorphismus fiir jedes Primideal p/p von Q((,). Der kleinste Erweiterungskorper
von F, der p, enthélt, ist s, denn F; ist zyklisch von der Ordnung p" — 1. Da k(p) {iber
Fyvon ¢, erzeugt wird, folgt k(p) = F s, fiir alle p/p. Weiter zerfillt ¢, (x) als Teiler von
2™ — 1 auch in lauter verschiedene irreduzible Faktoren modulo p, und die Behauptung folgt.

Corollar 6.9 Sei p eine ungerade Primzahl.
(a) p ist genau dann verzweigt in Q(¢,), wenn p|n.

(b) p ist genau dann voll zerlegt in Q(¢,), wenn p =1 mod n.

Beweis (a): p(p?) #1 < v, #0.
(b) p(p*)=1=f, & p=1 mod n.

Corollar 6.10 (a) 2 ist genau dann verzweigt in Q((,), wenn 4|n.

(b) 2 ist genau dann voll zerlegt in Q((,), wenn n < 2.

Beweis (a): p(2")#1 < r>2.
(b): ©(2?)=1=fy < n =1 oder 2.

7 Zyklotomische Koérper und die Fermat-Vermutung

Die Fermat-Vermutung lautet:
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F,: Sein > 2. Die Gleichung

n

:En + yn = z

besitzt keine nicht-triviale ganzzahlige Losung, d.h., keine Losung mit x,y, 2 € Z und zyz #
0.

Bemerkungen 7.1 (a) Es ist dasselbe, nach Losungen in Q zu fragen; umgekehrt geniigt
es, Losungen in Z mit ggT(z,y, z) = 1 zu betrachten.

(b) F, = F,.,, fir alle m > 1:
= (™) + )" = )"
Also geniigt es, F; und F), fiir alle ungeraden Primzahlen p zu zeigen.

(c) Fy wurde in Ubungsaufgabe 2 gezeigt.

(d) Die Fermat-Vermutung wurde 1994 von Andrew Wiles und Richard Taylor bewiesen. Die
Methoden kommen aus der Algebraischen Zahlentheorie, aber auch aus der Algebraischen
Geometrie.

Klassischerweise unterscheidet man zwei Falle der Fermat-Vermutung F},, p ungerade Prim-
zahl:

1. Fall Die Gleichung

4 oyP = 2P
hat keine Losung z,y,z € Z mit p { zyz.
2. Fall Die Gleichung

4 oyP = 2P

hat keine Losung mit x,y,z € Z, ptzy, p | 2.
Der 2. Fall ist im allgemeinen schwerer zu beweisen. Fiir den 1. Fall gilt
Satz 7.2 Der erste Fall der Fermat-Vermutung gilt fiir p = 3.

Beweis: Wir benutzen:

r€Z #0 mod3 = 2> = £1 mod9.
Dennz=1 mod3=2=1+3a,a€Z=2>=1+4+3-3a+3-(3a)>+ (3a)> =1 mod 9.
Ist nun = —1 mod 3, so folgt —x =1 mod 3 und 23 = —(—2)3 = —1 mod 9.
Fiir 2% + 9% = 23, 34 2yz gilt also 2% + ¢y = —2,0, oder 2 mod 9, aber 2* = 4+ 1 mod 9 —
Widerspruch!

Bemerkungen 7.3 (a) Analog kann man den 1. Fall der Fermat-Vermutung fiir p = 5
zeigen; durch Kongruenzen modulo 25.

(b) Fiir p =7, oder allgemeiner fiir jedes p =1 mod 3 hat z¥ + y? = 2”7 mod p” Lésungen
mit p { xyz fiir jedes v > 1 (Ubungsaufgabe).
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Wir betrachten nun den 1. Fall der Fermat-Gleichung fiir eine beliebige ungerade Primzahl
p. Seien x,y, 2z € Z mit

(7.4.1) P+ oy = 2P

ptayz, x,y und z paarweise teilerfremd. Sei ¢ = (, eine primitive p-te Einheitswurzel. Aus
der Gleichung

p—1

xr-1 =[x =)

1=0

erhalten wir (X = — setzen und mit —y? multiplizieren)

p—1

(7.4.2) 4y =[] @+Cy) .

=0

Lemma 7.4 Die Ideale (x + ('y), i =0,...,p — 1, sind paarweise teilerfremd in Z[(].
Beweis: Sei P ein Primideal in Z[¢] mit P | (z + ('y), (x + (y), wobei i # j. Dann gilt
Pla-y) —(@-Cy)=(Cy—Cy = 1-0 -y

mit einer Einheit ¢, vergleiche den Beweis von 6.5 (b). Weiter ist (1 — () ein Primideal (siehe
Bemerkung 6.6). Es folgt

P = (1-¢) oder Ply.
Ebenso gilt
Pl —¢y) - la-Cy) = (o = - (1=,
also
B = (1-C) oder P|z.
Fiir P # (1 — ) folgt B | z und P | y, was wegen der Teilfremdheit von z und y nicht sein
kann. Also ist P = (1 — (), und liegt insbesondere iiber p (Bemerkung 6.6).

Es folgt '
r+y = x+Cy =0 mod’P,

also
r+y = 0 modp

wegen P NZ = (p). Es folgt
z =22 =2P+9y = 2+y =0 modyp,
denn in Z/pZ gilt a? = a fiir jedes a. Dies ist aber ein Widerspruch zu p 1 z.
Lemma 7.5 (Sei wieder ¢ = () Ist Z[(] faktoriell, so gilt
r+Cy = €-a

mit a € Z[(] und ¢ Einheit in Z[(].
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Beweis: Wir betrachten die Gleichung

p—1

(7.5.1) [[@+¢y) =2,

1=0

die aus (7.4.1) und (7.4.2) folgt. Ist 7 ein Primelement in Z[(] mit 7 |  + Cy, so folgt 7 | 27,
also auch 7 | 2. Ist 7’ die genaue Potenz, die z teilt, so ist 77 die genaue Potenz, die 2P teilt,
und damit auch die z+y teilt, da 7 wegen Lemma 7.4 die z +('y fiiri = {0,...,p— 1}~ {1}
nicht teilt.

Wir wollen dies nun zu einem Widerspruch fiithren. Hierfiir brauchen wir einige Vorbereitun-
gen.

Lemma 7.6 Sei a € C eine ganze algebraische Zahl. Haben alle Konjugierten von « den
Absolutbetrag 1, so ist « eine Einheitswurzel.

Beweis: Das Minimalpolynom von « ist ganzzahlig und hat Grad n = [Q(«) : Q], und seine
Koeffizienten sind elementarsymmetrische Polynome in den n Konjugierten von «, sind also
beschrankt durch eine Konstante, die nur von n abhingt. Dasselbe gilt fiir alle Potenzen
a¥ von a, da o € Q(«), so dass [Q(a) : Q] < n ist. Da die Konjugierten durch das
charakteristische Polynom bestimmt sind und es nur endlich viele Moglichkeiten fiir diese
Polynome gibt, ist die von « erzeugte zyklische Untergruppe {«” | v € Z} endlich.

Lemma 7.7 Fiir m,n € N mit ggT(m,n) =1 ist

@(Cm) mQ(Cn) = Q.

Beweis: Wegen (m,n) = 1 ist (up := G - G, primitive m - n-te Einheitswurzel und

Q(CmaCn) = Q(Cmn)

In dem kommutativen Diagramm

G = Gal(Q(Gnn)/Q) —2>Gal(Q(Ga)/Q)  x  Gal(Q(C.)/Q)

(Z/mnZ)* = (Z/mZ)* X (Z/nZ)*

sind die vertikalen Isomorphismen die zyklotomischen Charaktere (siehe 6.1) und die hori-
zontalen Pfeile von den natiirlichen Projektionen induziert.

Es folgt, dass ¢ ein Isomorphismus ist. Hieraus folgt, dass jedes Element in G sich schreiben
lasst als o - 7, wobei o|g ) =1und 7|y = 1. Daher ist Q(¢n) N Q(() € Q(¢mn) = Q.

Corollar 7.8 Die Einheitswurzeln in Q(¢,) sind von der Form +¢%, a > 1. (d.h., die Gruppe
der Einheitswurzeln in Q((,) ist fi, - o).
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Beweis: Sei 7 eine Einheitswurzel in Q((,) mit maximaler Ordnung m = []p*», und sei
P
n = [[p*. Dann folgt Q({») = Q((pmv) fiir alle p. Fiir ungerades p impliziert dies p, = v,
)

fir gerades p geht dies nur fiir v, = p, oder v, =0, p, = 2.

27

Im Folgenden denken wir uns Q((,) fest in C eingebettet, etwa (, = e » . Die komplexe
Konjugation z +— Z bildet ¢, auf (;' ab, also Q((,) in sich. Wir konnen sie also als ein
Element o € Gal(Q((,)/Q) auffassen (es ist das eindeutige Element in (Z/pZ)* der Ordnung
2). Die folgenden Aussagen gelten fiir beliebiges ungerades p — es wird nicht benutzt, dass
Z[(p) faktoriell ist.

Lemma 7.9 Sei ¢ eine Einheit in Z[(,].
(a) Es ist /2 = ¢ fiir ein a € Z.

(b) Es ist € = ¢ - ¢, fiir ein 7 € Z und g mit & = &¢ (go reelle Einheit).

Beweis: (a) Die Zahl ¢/ ist ganz algebraisch und hat komplexen Absolutbetrag 1. Da
Gal(Q(¢,)/Q) abelsch ist, vertauscht ¢ und daher die komplexe Konjugation mit allen 7 €
Galé@((n)/@g. Daher haben auch alle Konjugierten von ¢/ Betrag 1. (Es ist ¢ /72 = 7¢ /7€)
Nach 7.6 ist £/Z eine Einheitswurzel, und nach 7.8 ist /¢ = £+ (*, a € Z.

Angenommen, /2 = —(* (¢ :=(,). Sei € = by + b1( + ...+ by 2P~ mit b; € Z. Dann ist
€Ebo+b1+...+bp,2 H’lOdl—C

Ebenso ist
g = b0+b1<’71+...+bp_gcip+2
= by+...+bpo = ¢ modl—-C(.
= (¢ = — modl-.
Es folgt
1—-¢|2e.

Da g Einheit ist, folgt 1 — ¢ | 2, im Widerspruch dazu, dass (1 —()NZ =p > 2.
(b): Da p ungerade ist, gibt es r € Z mit 2r = a mod p. Dann gilt ¢ = (*'Z und damit
C_TE = Crg = ma

also e = (" - g9 mit gg = (e = &y.

Satz 7.10 Ist p > 5 prim und Z[(,] faktoriell, so gilt der erste Fall der Fermat-Vermutung

fiir p.

Beweis: Sei wieder ¢ = (,. Ausgehend von Lemmas 7.5 und 7.9 haben wir eine Gleichung
r+Cy = - = ("-g-a?

mit 7 > 0 und einer Einheit eg mit g5 = . Ist @ = ag + a1{ + ... + a,-2(? "2, so gilt wegen
(a+b)P =a”+ b mod pund (P =1

of = ag+ai+...+a , = a modp
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mit a € Z. Es folgt
r4+Cy = ("eg-a? = ("-eg-a modp

und andererseits
r+Cly = 24+Cy = ("ep-a mod p .

Es folgt
r+Cy—C(x+C'y) =0 modp,

also
t4+Cy—Cz -y =0 modp.

1. Fall Sind 1,¢,¢?,(?~! paarweise verschieden, so ist notwendigerweise p > 5, und
{1,(,¢%,¢* 1} Teil einer Z-Basis von Z[(] (wegen 1 + ¢ + ... + (P71 = 0 ist jede Teil-
menge von {1,...,(?"'} von p — 2 Elementen eine Z-Basis von Z[(]). Dann folgt

r =0 modp und y = 0 mod p.
im Widerspruch zu p { xy.

2. Fall Ist (" =1, so folgt
(y—¢"'y = 0 modp,

also y — P72y = 0 mod p, also
y = 0 modp

im Widerspruch zu p t zy.
3. Fall Ist (¥ = ( (& (¥ 1 =1), s0 ist

t—y + Cw—y) = 0 modp,
also xr —y =0 mod p.

4. Fall Ist ¢*~! = ¢, so folgt

also x =0 mod p im Widerspruch zu p { xy.

Es folgt also in jedem Fall x =y mod p. Da wir mit 2P 4+ y? = zP auch die Gleichung
Pt = ()

haben, folgt genauso
r = —z modp.

Auflerdem gilt wegen a? = a mod p
r+y =2z modp.
Zusammen folgt —2z = z mod p, also

p|3z.
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Ist p > 5, so folgt p | z, im Widerspruch zur Annahme. Damit ist Satz 7.10 bewiesen.

Bemerkungen 7.11 (a) Nach Montgomery und Uchida ist Z[(,] genau fiir p < 19 faktoriell.
(b) Insbesondere ist Z[(y3] nicht faktoriell (vergl. spitere Ubungsaufgabe).
(c) Ein Dedekindring A ist genau dann faktoriell, wenn er Hauptidealring ist. Denn:

Jeder Hauptidealring ist faktoriell. Sei umgekehrt A faktoriell, und sei a ein Ideal in A. Dann

gibt es ein Ideal b C A, so dass ab = (a) ein Hauptideal ist (a-a™' = A; wihle a € A mit

b:=a-a! CA) Ist a = [[ 7", mit Primelementen 7;, so ist (a) = [](m;)™, wobei die
i=1 i=1

Ideale (7;) Primideale sind. Dann ist a nach der eindeutigen Primzerlegung Produkt von

Primidealen, die Hauptideale sind, also selbst Hauptideal.

Dies heifit also, dass Q((,) genau fur alle p < 19 Klassenzahl 1 hat (< Z[¢,] HIR).

Die Faktorialitiat von Z[(,] wurde nur in Lemma 7.5 gebraucht. Kummer bemerkte, dass eine
schwéchere Eigenschaft gentigt:

Definition 7.12 Eine ungerade Primzahl p heifit regulér, wenn p nicht die Klassenzahl von
Q(¢p) teilt (und sonst irregulér).

Wir benutzen hier die spéiter bewiesene Tatsache, dass die Klassengruppe Clx = I/ Pk von
(gebrochenen) Idealen modulo Hauptidealen endlich ist; ihre Ordnung heifit die Klassenzahl
von K.

Satz 7.13 (Kummer) Ist p eine reguléire Primzahl, so gilt der erste Fall der Fermat-Vermutung
fir p.

Beweis: Sei ( = (. Aus der Gleichung (7.5.1):

|
_

(x—Cy) = 2°

Il
=)

und der Teilerfremdheit der Faktoren links (Lemma 7.4) folgt zumindest die Idealgleichung

(z—Cy) = o

fiir ein Ideal a C Z[(] (eindeutige Primzerlegung fiir die Primideale). Dies bedeutet, dass a?
ein Hauptideal ist, d.h., dass die Klasse von a in Clg,) die Ordnung 1 oder p hat. Da die
Ordnung von Clg(¢,) nach Voraussetzung prim zu p ist, muss a schon selbst ein Hauptideal
sein, d.h., es gilt

r—Cy = -

fiir eine Einheit € und ein Element a € Z[(,|. Ab hier geht der Beweis wie eben.

Bemerkungen 7.14 (a) Dieser Satz ist auf sehr viel mehr Primzahlen anwendbar; z.B. ist
23 eine regulére Primzahl. Unter 100 sind nur 37,59 und 67 irregulér.

(b) Experimentelle und heuristische Argumente zeigen, dass wahrscheinlich ungefahr
e /2 =~ 61 % aller Primzahlen regulir sind und 39 % irregulir. Tatsichlich weif man aber
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bis heute nicht, ob es wirklich unendlich viele reguldre Primzahlen gibt. Dagegen hat Jensen
1915 bewiesen, dass es jedenfalls unendlich viele irreguldre Primzahlen gibt!

(c) Der Beweis der Fermat-Vermutung fiir p = 3 im zweiten Fall kann mit dhnlichen Metho-
den wie in Satz 7.10 durchgefiihrt werden (siche unten).

(d) Durch Verfeinerung der Methoden kann man auch den zweiten Fall der Fermat-Vermutung
fiir alle regulére Primzahlen p zeigen (E. Kummer).

Satz 7.15 (Euler, Gauss) Die Fermat’sche Vermutung gilt fiir p = 3.

Beweis: Wegen 7.2 brauchen wir nur noch den zweiten Fall der Fermat’schen Vermutung zu behandeln. Seien z,y, 20 € Z,

paarweise teilerfremd, mit

2 4+ 4% = 23,

wobei zp = 3%z, 3 {2, > 1. Wir kénnen annehmen, dass 4 minimal ist, und werden zeigen, dass es eine Losung mit kleinerem 4
gibt. Sei ¢ = (3 eine primitive dritte Einheitswurzel. Dann ist nach (7.4.2)

(7-15.1) (@ +y)@+ )+ Cy) = 3%2°

Wir benutzen, dass Z[¢] faktoriell und Q(¢) = Q(v/—3) ist (Ubungsaufgabe 20). Nach 6.5 ist (3) = (1 — ¢)2, und 1 — ¢ prim in
Z[¢]. Wir untersuchen die Teilbarkeit durch 1 — ¢. Aus

r+y = x3+y3 Ezg’ =0 mod 3
folgt auch z + y =0 mod 1 — ¢ in Z[¢]. Daher gilt
z+Cy = xz4+y =0 modl-—(,

entsprechend folgt = + ¢2y =0 mod 1 — ¢. Andererseits gilt  + Cy,  + ¢2y Z 0 mod 3, denn hieraus wiirde folgen z =y = 0
mod 3 (da 1, ¢ Basis von Z[(]), im Widerspruch zur Annahme. Also werden =+ (y und z + ¢2y genau zur 1. Potenz durch 1 —¢
geteilt, und nach Gleichung (7.15.1) wird  + y genau durch (1 — ¢)%9=2 = 331 geteilt.

Wie in Lemma 7.4 folgt nun, dass die Zahlen in Z[(]

z+y z—Cy z+C%
1-¢’ 1-¢ " 1-¢

paarweise teilerfremd sind. Schreiben wir nun

ety w4l w4y oz P

1-¢ 1-¢ 1-¢ 1-¢

so folgt also, das in den drei Faktoren links jeder Primfaktor in einer durch 3 teilbaren Potenz aufgeht, d.h., jeder Faktor ist
assoziiert zu einer dritten Potenz. Zusammengefasst ist

HDz+y = 50~33i_1~a8

Qz+ly = ea-(1-0) of

Nar+Py=e-(1-¢) a3

mit Einheiten ¢; und Zahlen «; in Z[¢], 3 { ao.

a) Es ist

ey =z (1-¢)+¢ e 3% "af

also ) 5
e1-0f = a+(e03¥ 7 25 af
z mod 3.

Da a‘;’ = a1 mod 3 fiir ein a1 € Z (s.0.), 3t a1, ist e1 = e1 mod 3 fiir ein e; € Z (schreibe €1 = e1 + Ce2). Wegen 1 = + (¢
fiir ein @ > 0 7.9 (b) folgt &1 = (£ 1). Wegen (& 1) = (& 1)3 konnen wir annehmen, dass €1 = 1. Ebenso ist 0.E. 2 = 1.

b) Es ist ebenfalls g = £ ¢" mit r € Z. Wegen

8

+ .
+ T

<
™
o
Q
S

8
<

ist /89 = ¢" /¢ = (37 eine dritte Potenz; wegen ¢3 = 1 folgt 7 =0 mod 3, also 9 = £ 1, also auch 0.E. g9 = 1.
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¢) Dann ist 0.E. ag € Z: sei ag = s + (¢ mit s,t € Z, dann ist ndmlich wegen 1) und g =1

ozg = 3 43s52¢C + 3st3¢2 + 3 ez

(s2 +t3 — 3st?) + (3st?t — 3st?)¢ € Z,

also 3st(s —t) = 0. Fiir s = 0 kénnen wir ag = t setzen, fiir t = 0 ist bereits ag € Z, und fiir s =t ist ag = s- (1 +¢) = —s- (2,
also 0.E. ap = —s. Dabei gilt immer 3 { .

d) Sei a1 = a4 b mit a,b € Z. Dann ist
sty = (1-Qaf
= (1-2¢)(a®+ 3a2b¢ + 3ab?¢? +b3)
= a3 +3a%b¢ — 3ab® — 3ab?¢ + b3
—a3¢ + 3a%b + 3a2b¢ — 3ab? — b3¢
= (a® 4 3a2b — 6ab? + b3)
+(—a3 + 6a%b — 3ab® — b3)¢ .

Es folgt a - b # 0 und ggT(a,b) = 1, denn sonst wiren = und y nicht teilerfremd.

e) Nach der obigen Rechnung ist
z+y = 9abla—b) .

f) Wegen = 4y = 331 ag mit ag € Z erhalten wir die Gleichung in Z
ab(a —b) = (37713} .
Da a,b und a — b paarweise teilerfremd sind, sind a,b und a — b jeweils dritte Potenzen in Z, und zwar ist
{a,b,a —b} = {a3,b3, (371 c1)%}

mit a1,b1,c1 paarweise teilerfremd und 3 4 ¢1. Wegen a+ (—b) =a—b, a+ (b—a) = b und b+ (a — b) = a ergibt dies jedenfalls
eine Gleichung )
(£ @) + (& B) = @ e’

mit a1, b1,c1 paarweise teilerfremd und 3 t ¢1, im Widerspruch zur Minimalitéit von ¢ (bzw. fiir ¢ = 1, zur Unlésbarkeit im 1.
Fall).

8 Primzerlegung und Galoistheorie

Sei wieder allgemein A ein Dedekindring mit Quotientenkérper K, L/K eine endliche Er-
weiterung und B der ganze Abschluss von A in L.

Nun sei aber L/K galoissch mit Galoisgruppe G. Dann operiert G' auf B (fiir jedes b € B
und jedes o € G ist ob wieder ganz iiber A), und fiir ein Primideal B von B, welches iiber
dem Primideal p von A liegt (PN A =p) und o € G ist o'P wieder ein Primideal iiber p.
Denn der von ¢ induzierte Isomorphismus

B/ = B[0P

zeigt, dass o' ein Primideal ist, und weiter gilt oSN A = o(P N A) = p. Wir nennen o3
ein zu P konjugiertes Primideal.

Satz 8.1 Fiir jedes Primideal p C A operiert die Galoisgruppe G transitiv auf der Menge
der iiber p gelegenen Primideale S von B, d.h., fir P, P'|p gibt es ein 0 € G mit P’ = oP.
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Beweis: Seien P und P’ Primideale iiber p. Angenommen, o3 # P’ fiir alle 0 € G. Nach
dem chinesischen Restsatz gibt es dann ein b € B mit

b =0 mod P, b =1 modsP fiiralle ceqG.

Dann gilt Np/k(b) = ] ob € ' N A = p. Andererseits ist © ¢ oP fiir alle 0 € G, also
oeqG
ox ¢ P fir alle 0 € G, und daher [ oz ¢ PN A=p - Widerspruch!

oeG

Definition 8.2 Sei P8 ein Primideal von B. Dann heifit
Gp = {oeGloP =)
die Zerlegungsgruppe von P iiber K (oder in G) und der zugehorige Fixkorper
Zy =1L = {BeL|oB=p VoecGyp}
der Zerlegungskorper von B iiber K (oder in L/K).

Liegt ‘B iiber p, so ist G gerade die Standgruppe von ‘B unter der Operation von G auf der
Menge
{P' | P’ C B Primideal mit ' N A =p}

aller Primideale iiber p. Wegen der Transitivitat der Operation ({3’ | p} ist ein Orbit unter
() haben wir eine Bijektion

G/Gy — {P|p}

o — P

Hieraus erhalten wir offenbar

Proposition 8.3 (a) Der Index (G : Gg) ist die Anzahl der Primideale B | p, also gleich
der Zahl r in der Primzerlegung

pB = B R

von p in L/K. Insbesondere gilt:

(b) Gy ={1} & Zy =L & pist voll zerlegt in L/K.

(c) Gp=G & Zp=K & pist unzerlegt in L/ K.

(d) Sei o € G. Dann ist die Zerlegungsgruppe von ‘3 gerade

Gop = JGgpa_l.

Corollar 8.4. Sind f1,..., f, die Tragheitsgrade und e, ..., e, die Verzweigungsindizes in
der Primzerlegung

pB = PR
soist e; =...=e, und f; = ... = f,. Insbesondere gilt mit e = e(P;/p) und f = f(P./p)

r-e-f =mn = [L:K|,
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wobel

r = (GG;B)

Beweis: Fiir P8/p und o € G haben wir einen k(p)-Isomorphismus

B/® <> Bjog .
Dies liefert die Gleichheit der f;. Weiter gilt
B [pB = (oB)" = 0P’ |opB=pB.
Dies zeigt die Gleichheit der e;. Der Rest ist klar.

Der Zerlegungskorper hat dabei die folgende Bedeutung fiir die Primzerlegung:

Satz 8.5 Sei P, := P N Zy das unter P gelegene Primideal von Zg. Dann gilt:

(a) Pz ist unzerlegt in L/Zy.

(b) B hat in L/Zy den Verzweigungsindex e = e(3/p) und den Trégheitsgrad f = f(B/p).
(c) Verzweigungsindex und Trégheitsgrad von P in Zg/K sind beide 1.

Bild:

B L B
ef e.f
ef Iy B
r e=f=1
p K p

Beweis: (a) Wegen Gal(L/Zy) = Gy ist die Menge der iiber B, liegenden Primideale
{P/Bz} = G- B = {P}.
(b) Es ist

mitn=(G:1)=[L: Klundr = (G :Gyp) = [Zyp: K|. Esfolgt ef = (Gyp: 1) =[L: Zy].
Sei €' (bzw. f') der Verzweigungsindex (bzw. Trégheitsgrad) von B in L/Zy. Dann gilt €’ | e
und f' | f; andererseits ist [L : Zy] = €/f’. Also gilt ¢/ = e und f’ = f. Hieraus folgt auch

(c).
Wir notieren noch:

Lemma 8.6 Sei L’ ein Zwischenkorper von L/K, B = BN L' (= ganzer Abschluss von A
in L), B ein Primideal von L, P' = PN L und p =P N K.

(a) Fiir die Zerlegungsgruppen Gy C G = Gal(L/K) und Gy C G = Gal(L/L’) gilt
Gy = GpnG'.
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(b) Gp C Gal(L/L') & L'CZy & e(P'/p) =1=f(P'/p).
(c) Ist L'/ K galoissch, so gilt fiir die Zerlegungsgruppe Gy C G = Gal(L'/K)

Gy = Bild von Gy unter der Projektion G — G .

Beweis: (a) ist klar.

(b) Die erste Aquivalenz gilt nach Galoistheorie. Weiter haben wir das Korperdiagramm.

X/

ef Zy = L% = [G»C = Zy,I/

/

B L

LG = Zy

LI'=L% G =Ga(L/L), P =PNL
K

Sei e =e(P/p), [ = f(B/p), ¢ =e(PB/P), ' = f(P/P’). Dann haben nach 8.5 die obigen

Erweiterungen die angegebenen Koérpergrade. Damit folgt
L'CZyeZy=Zgsef =€f
< e=¢€und f = f (wegen € | eund f'| f).
e(P'/p) =e/e’ =1und f(P'/p) = f/f =1
(c) Sei 0 € Gal(L/K) und & = 0|/ das Bild von ¢ in Gal(L'/K). Dann gilt

c€EGy = oP=P = P =P = 7¢€CGyp .

Umgekehrt sei 7 € Gy, und sei 71 ein beliebiger Automorphismus in Gal(L/K) mit 7, =
7y = 7. Dann liegt 7P ebenfalls iiber P’; nach 8.1 gibt es also ein 7 € Gal(L/L') mit
TomB =P. Damit ist oy € Gpund o7 =T -7 =71 = 7.

Bemerkung 8.7 Nach 8.6 (b) ist fiir ein Primideal p in K dquivalent:

(i) p voll zerlegt in L'/ K,

(ii) G € G' = Gal(L/L’) fiir alle Primideale 3/p in L (Hierbei ist Gy die Zerlegungsgruppe
von B in G = Gal(L/K)).

Denn fiir jedes P'/p in L’ gibt es ein P/P’ in L, und wir kénnen 8.6 (b) anwenden. Dies
gibt ein galoistheoretisches Kriterium fiir volle Zerlegtheit fiir beliebige endliche separable
Erweiterungen L'/K, denn ein solches L'/ K ldsst sich immer in eine Galoiserweiterung L/ K
einbetten.
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Wir hatten die Formel fiir die Primzerlegung von p C A
n = ref
fiir eine Galoiserweiterung L/K, und
r=(G:Gy),

wobei P C B ein beliebiges Primideal tiber p ist. Der Verzweigungsindex e = e(*8/p) und
der Tragheitsgrad f = f(P/p) haben auch galoistheoretische Interpretationen:
Wir bemerken dazu, dass jedes o € Gig wegen 0B C B und o3 C P einen Automorpismus

G : k(P)=B/B — B/B=kP)
b mod‘B —— ob mod‘l?

induziert, der natiirlich k(p) = A/p C k(P) elementweise festlaft.

Satz 8.8 Die Erweiterung k(3)/k(p) ist normal. Ist k() /k(p) separabel (dies gilt z.B. falls
k(p) endlich ist), so ist der Homomorphismus

Gy — Gal(k()/k(p))
o +— T:(b mod P ob modP)

surjektiv.

Beweis: Fiir 5 € k(P) wihle § € B mit B = mod B. Sei p(x) das Minimalpolynom von
3 iiber K und ¢(z) das Minimalpolynom von 3 iiber k(p). Fiir p(z) := p(z) mod p gilt dann
p(B) = 0, also ¢(x) | p(x). Nach Voraussetzung zerfillt p(z) in Linearfaktoren iiber L, also
gilt dies auch fiir p(x) iiber k(P), und fiir den Teiler g(z). Daher ist k()/k(p) normal.

Fiir die zweite Behauptung kénnen wir die Erweiterung L/K durch L/Zg ersetzen, da diese
Erweiterungen dieselben Zerlegungsgruppen fiir ‘B haben und auflerdem fiir Py = P N Zp

gilt k(PBo) = k(p).

Es ist also 0.E. G = Gg. Sei E ein primitives Element fiir £(*8)/k(p). Dann gilt mit den
Bezeichnungen von eben: Ist o € Gal(k(B)/k(p)), so ist 53 Nullstelle von ¢(z), also auch
von P(z). Es gibt also eine Nullstelle 3 von p(z) in L mit 58 = 8 mod B. Da 3’ ein
Konjugiertes von (3 ist, gibt es ein 0 € G (= Gp) mit §' = 0. Es gilt also 0§ = 55 mod ‘L,
und da £ ein primitives Element von k() /k(p) ist, folgt, dass & das Bild von o unter

Gy — Gal(k(P)/k(p))

ist.
Definition 8.9 Fiir ein Primideal 3 /p von L heifit
Iy = ker (Gp — Gal(k(P)/k(p)))
die Tragheitsgruppe von B iiber K (oder in G) und der Fixkorper

Ty = L™ = {B€L|lof=0 Yoeclp}
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der Tragheitskorper von P iiber K (oder in L/K).

Wir haben also ein Galoisdiagramm

L 1
Ty Iy
G /Ip = Gal(k() /k(p))
Zp Gy
K G

und eine exakte Sequenz

1— Iy — Go—— Gal(k(P)/k(p)) —1.

Erinnerung: Eine Sequenz G; = Gs LN G5 von Gruppen und Gruppenhomomorphismen
heifit exakt, wenn im(a) = ker(3). Eine Sequenz

1—>G1£>G2£>G3—>1

heifit exakt, wenn sie an allen Stellen exakt ist. Das bedeutet « ist injektiv, 3 ist surjektiv
und im(a) = ker(3), so dass sich G; mit einem Normalteiler von Go identifiziert und der
Homomorphiesatz einen Isomorphismus G/G; — G5 induziert.

Satz 8.10 Sei k(*B)/k(p) separabel. Dann gilt:
(a) Die Erweiterung Tiys/Zg ist normal, und es ist

Gal(Typ/Zp) = Gal(k(P)/k(p)) -

(b) Es ist
(Gop:Ip) =[Ty: Zg) = f (= f(B/p)
und

(Ip:1) = [L:Ty] = e (=e(PB/p)) -
(c) Fiir die Primideale Pr = P N Tip und P, = P N Zyp gilt dabei

e(B/Pr) = e, [fB/Pr) = 1
e(Pr/PBz) = 1, f(PBr/Bz) = f.

Iy = {1} & L=Ty < ‘P ist unverzweigt in L/K
< p ist unverzweigt in L/K .
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Bild:

/ L i
Ty~ - Ty, Ty k(P)
s /
Zp, T Zp, 23 k(p)
\ , )

K k(p)

Beweis: (a) ist klar nach Galoistheorie, da I3 < G'yy Normalteiler ist, mit
G/ Iy = Gal (k(B)/k(p)) -

(b) Die erste Aussage ist klar nach (a); die zweite folgt wegen [L : Zg| = ef.

(c) Wir zeigen zunéchst:
Behauptung k(Pr) = k(P).

Beweis: Da Iy auch die Tragheitsgruppe von P iiber Ty ist, so folgt mit 8.8
{1} = Gal(L/Ty)/Is = Gal(k(P)/k(Pr)) ,
also k(P) = k(Pr). Es folgt
f(B/PBr) =1 f(Br/Bz) = f.
Die Verzweigungsindizes berechnen sich nun aus der fundamentalen Gleichung und (a).

(d) ist nun klar, zusammen mit e(3/p) = e(P’/p) fir P, P'/p (da L/K galoissch ist).

Analog zu 8.6 haben wir

Lemma 8.11 Sei L’ ein Zwischenkorper von L/K und B’ =B N L. Dann gilt
(a) Fiir die Trégheitsgruppen Iy C G = Gal(L/K) und Iy, € G" = Gal(L/L’) gilt
Iy = IpnNG'.
(b) I CGal(L/L') & L' CTy < e(P'/p) =1.
(c) Ist L'/ K galoissch, so gilt fiir die Triigheitsgruppe Iy von B’ in G = Gal(L'/K)
Iy = Bildvon Iyin G .

Beweis: (a) Wir haben das kommutative Diagramm

=Gy NGal(L/L') — Gal(k(P)/k(B))

Gy Gal (k(B)/k(p))
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(b) Die erste Aquivalenz gilt nach Galoistheorie. Weiter haben wir das Korperdiagramm

B L

Zy = Zg- L' = LO»C

I =L% |G =Gd(L:K'), ¥ =PNL

N

K

Hierbei haben die Kérpererweiterungen die angegebenen Korpergrade, mit e = e(3/p) und
e =e(B/P') (nach 8.10 (c)).
Es folgt
Iy CG'=Gd(L/L) & Iz=IpnG =Ig
! 1 / / 2 !/
& Ty =Ty B e=cPp)=c=cB/P) L W=t
Die Aquivalenz (1) gilt, da immer Ty C Ty, und die Aquivalenz (2) gilt wegen e(/p) =
e(B/P)e(P'/p).

(c) Wir haben das kommutative Diagramm mit exakten Zeilen und Spalten

Gfp — Gal(k(%f/k(m)
I Gy Gal (k(B)/k(p))
ia ﬁis.ﬁ‘ i
Iy Gy Gal(E(P')/k(p))

Es folgt durch einfache ‘Diagrammjagd’, dass a wohldefiniert und surjektiv ist. (Ist z € IE/I?’
so hat = Bild 1 in Gal(k(’)/k(p)). Hieraus folgt, dass 3(z) in Iy liegt, so dass a = 3 | Iy
Bild in Igy hat. Surjektivitdt von a: Sei y € Iy und z € Gy mit 3(z) = y (F ist nach 8.6
(c) surjektiv). Sei t das Bild von z in Gal(k(B)/k(p)). Da t Bild 1 in Gal(k(P’)/k(p)) hat
(wegen y € Iyy) liegt t in Gal(k(%B)/k(%')) und hat ein Urbild w in Gf;. Dann hat zw™" Bild
1 in Gal(k(P)/k(p)), liegt also in Iy, und wegen B(w) = 1 gilt B(zw™') = B(z) = y. Also ist
a(zw™) =y.)
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Bemerkung 8.12 Analog zu Bemerkung 8.7 folgt, dass fiir ein Primideal p in K die folgen-
den Bedingungen dquivalent sind

(i) p ist unverzweigt in L'/ K.
(ii) Iy € G' = Gal)L/L') fiir alle PB/p in L.

Im Fall von Zahlkorpern sind die Restklassenkorper k(p), k(B) ... endlich und die dort auf-
tretenden Galoisgruppen sehr einfach und gut zu beschreiben:

Erinnerung 8.13 (a) Sei F' ein endlicher Korper. Dann ist char F' = p > 0 und F' ist eine
endliche Erweiterung des Korpers F), := Z/pZ mit p Elementen. Ist n = [F' : F,], so hat F
p" Elemente.

(b) Sei p eine Primzahl und n € N. Dann gibt es bis auf Isomorphie genau einen Korper Fyn
mit p" Elementen. Fpn ist der Zerfillungskorper des Polynoms X?" — X {iber F,, und besteht
aus allen Nullstellen dieses Polynoms.

(c) Fpn/F, ist galoisch mit zyklischer Galoisgruppe der Ordnung n, die erzeugt wird vom
(absoluten) Frobenius-Automorphismus

Frp: Fpn — Fpn
a —  af .

(d) Fpm C Fpn < min. In diesem Fall ist Fyn /Fym zyklisch vom Grad d := 2 und Gal(Fyn /Fym)
erzeugt vom relativen Frobenius-Automorphismus von Fy. /Fym

Frpm = (F'rp>m : IF e 4 Fpn

p m
a +— aP .

Dies wird in der Algebra bewiesen (siehe z.B. Algebra I §14).

Beweis: (a) Der Primkérper ist endlich und also von der Form Fj, mit einer Primzahl p, und der Fp-Vektorraum Fy hat p"
Elemente.

(b) Fiir f(z) = XP" — X € Fpla] ist f/(z) = —1, also ist f separabel. Sei F der Zerfillungskérper von f(z). Sind a, b Nullstellen
von f(z) in F, so auch a £+ b und a - b; die Menge N der Nullstellen bildet also einen endlichen integren Unterring von F, ist
also ein Kérper. Damit ist F = N und besteht aus p” Elementen. Ist umgekehrt F' ein Kérper mit p™ Elementen, so ist F'*
zyklisch von der Ordnung p" — 1. Fiir ¢ € FX gilt also a?" ~1 =1 (s. 7.1); es ist also

(*) a? —a =0

fiir alle @ € F. Damit enthilt F' den Zerféllungskorper von f(x), und ist ihm gleich aus Gradgriinden.

(c) Wir wissen bereits, dass Fpn /F,, galoissch ist. F'rp ist ein Ringhomomorphismus, also injektiv, da Fpn ein Kérper ist, also
surjektiv aus Michtigkeitsgriinden. Weil a? = a fiir a € F, “kleiner Fermat”, aber siehe auch (b) , ist Fr, die Identitét
auf Fp. Wegen (Frp)"(z) = 2P" = z fiir alle © € Fpn ist die Ordnung von Fr, < n. Wire Frpt = id fir m < n, so wire

xP™ = g fiir alle © € Fyn, also Fpn in Fym enthalten — Widerspruch zu m < n. Somit hat Fr, € Gal(Fyn /F,) die Ordnung
n = Gal(Fpn /Fp): 1 , erzeugt also diese Gruppe.

(d) Fpm C Fpn = m = [Fpm : Fp] | [Fpn : Fp] = n. Gilt umgekehrt m|n, so teilt das Polynom X?™ — X das Polynom X?" — X
(der Quotient ist (X?™)P" "™ £ (XP™)@"TT 1) 4.4 XP™ 4 1. Es gilt also Fym C Fpn. Die zweite Aussage folgt wie in (c)
aus Fpm C (Fpn ) 7»™) und ord(Frpm) = o = [Fpn : Fpm].

Sei nun L/K eine Galoiserweiterung von Zahlkdrpern, mit Galoisgruppe G.
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Definition 8.14 Fiir jedes Primdieal 3 in L, welches unverzweigt iiber K ist, definiere den
Frobenius-Automorphismus Fry € G als das eindeutig bestimmte Element in der Zerle-
gungsgruppe Gy, welches unter dem Isomorphismus

Gy — Gal(k()/k(p))

(I ist trivial nach 8.10 (d)) auf den relativen Frobenius-Automorphismus von k(B)/k(p)
abgebildet wird, p =P N K das unter P liegende Primideal in K.

Definition 8.15 Fiir einen Zahlkérper K und ein Primideal p in K definiere seine Norm
durch

N(p) = [k(p)|
(die Méchtigkeit des endlichen Kérpers k(p)).

Damit haben wir offenbar:

Lemma 8.16 In der Situation von 8.14 ist der Frobenius (-Automorphismus) Frg € G
eindeutig bestimmt durch die Eigenschaften:

(i) FroP =P
(ii) Frgb =0 mod P fiir alle b € Oy,

Beweis: (i) & Frg € Gy.

(ii) & unter Gy — Gal(k(B)/k(p)) gilt Frog— Fryg).

Bemerkungen 8.17 (a) Bedingung (i) folgt aus (ii).

(b) Fiir o € G folgt sofort aus den Definitionen, dass gilt (vgl. 8.3. (d))
Gop = Jqua_l ;o Iep = anga_l ,

sowie fiir unverzweigtes P /p
F?"Uqg = O'F’f’gpa_l .

(c) Insbesonders héngen fiir abelsches G die Gruppen Gg, Iy und das Element F'rgq nicht
von der Wahl von P (iiber p) ab, sondern nur von p. Sie werden dann auch mit G, I, und
Fr, bezeichnet.

Beispiel 8.18 Sei n € N und ¢ = (, eine primitive Einheitswurzel, und sei p eine Primzahl,
die n nicht teilt. Dann ist p unverzweigt in Q(¢,)/Q (sieche 6.8-6.10), und es ist

Fr, = p mod n € (Z/nZ)* = Gal(Q(¢,)/Q) .

Denn fiir o = Y a,(" € Z[|(] (a; € Z) gilt fiir das zu p mod n gehorige Element o, €
Gal(Q(¢.)/Q)

o0 = Zai(”” = (Zaig”)p mod pZ[(] ,
so dass die Behauptung aus der Charak!:_erisierung 8.16 folgt. Insbesondere ist die Zerle-
gungsgruppe G, = (p) C (Z/nZ)* vergl. Ubungsaufgabe 25.
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Bemerkung 8.19 Ist L /K eine Galoiserweiterung von Zahlkérpern und ist B ein Primideal
in L welches unverzweigt in L/ K ist, so ist die Zerlegungsgruppe G von B in G = Gal(L/K)
zyklisch, denn wegen Iy = 1 ist Gg = Gal(k(B)/k(p)) fir p = P N K, und die letztere
Galoisgruppe ist zyklisch (erzeugt vom relativen Frobenius-Automorphismus), da k(p) und
k(B) endlich sind. Insbesondere kann p nicht triage in L/K sein, wenn G nicht zyklisch ist.

9 Das quadratische Reziprozititsgesetz

Definition 9.1 Seien a,b € Z. Dann heifit ¢ quadratischer Rest modulo b, wenn die
Gleichung
a = > modb

mit z € Z 15sbar ist. Aquivalent hierzu ist, dass die diophantische Gleichung
P +yb = a

eine Losung x,y € Z hat.
Aus dem chinesischen Restsatz folgt sofort

Lemma 9.2 Seien m,n € Z, (m,n) = 1. Dann gilt fiir a € Z
a quadratischer Rest modulo mn
< a quadratischer Rest modulo m und modulo n .

Hiernach kann man auf den Fall b = p” fiir eine Primzahl p reduzieren. Eine weitere Reduk-
tion zeigt dann, dass es geniigt, a prim zu p zu betrachten (Ubungsaufgabe). In diesem Fall
gilt

Lemma 9.3 Sei p eine Primzahl und a € Z mit (a,p) = 1. Dann gilt fir v > 1:

(a) Ist p ungerade, so ist a quadratischer Rest modulo p” genau dann, wenn a quadratischer
Rest modulo p ist.

(b) Fiir p = 2 gilt
immer, wenn v = 1,

a quadratischer Rest modulo 2" < a=1 mod4, fallsv =2,
a=1 mod38, fallsv > 3.

Beweis: Ubungsaufgabe.

Es geniigt also, im Folgenden den Fall zu betrachten, wo b = p eine ungerade Primzahl ist
und a prim zu p.

Definition 9.4 Fiir eine ungerade Primzahl p und eine ganze Zahl a, (a,p) = 1, definiere

das Legendre-Symbol (%) durch
(a) 1, falls a quadratischer Rest mod p
p —1, sonst.
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Lemma 9.5 (a) Das Legendre-Symbol ist multiplikativ, d.h., fiir a,b € Z, pta - b, gilt

266
)=+ e

Beweis: Nach Definition gilt fiir @ = a mod p € F/

(b) Es gilt

(2) =1 ac(F).

b

Hieraus ergibt sich (a) (z.B. durch Fallunterscheidung), da F) /(F))? zyklisch von der Ord-
nung 2 ist, also isomorph zu Z/27Z.

Da IF; zyklisch von der Ordgung p—1ist und p—1 gerade ist, gilt weiter (IF;)% = us(F,) =
{1}, und a € (F})* & @'z =1, nach der Theorie der endlichen zyklischen Gruppen.
Damit folgt (b). (Hieraus folgt wiederum (a), da

{£1} — pa(F,)
y +— y modp

ein Isomorphismus ist).

Bemerkung 9.6 Natiirlich héngt <%> nur von a mod p ab. Wir koénnen also (i) als

Homomorphismus

Fx — {£1}

— (3)

Wichtig ist der folgende Zusammenhang mit dem Zerlegungsgesetz in quadratischen Zahlkorpern.

x
p
a

auffassen.

Satz 9.7 Fiir quadratfreies a und (p,2a) =1 gilt

(2) = 1 <& p ist zerlegt in Q(y/a)
p

p

(2) = -1 <& p ist trige in Q(\/a)

Beweis: Die zweite Aussage wurde in Ubungsaufgabe 10 bewiesen. Da p prim zu 2a ist,
also unverzweigt in Q(v/a)/Q ist (Ubungsaufgabe 24; die Diskriminante von Q(y/m)/Q ist
a oder 4a), folgt die erste Behauptung.
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Der folgende Satz erlaubt nicht nur eine leichte Berechnung des Legendre-Symbols, sondern
hat auch die Entwicklung der algebraischen Zahlentheorie stark beeinflusst.

Satz 9.8 (Quadratisches (oder Gaufisches) Reziprozitiatsgesetz) Fiir zwei verschiedene un-
gerade Primzahlen p und ¢ gilt

(%) <§> = (DT

Weiter gelten die sogenannten “Ergénzungssétze”

_1 p—1
(5) - v
2 p2—1
() - v
Beispiel 9.9 Hiermit ist es leicht, Legendre-Symbole auszurechnen: z.B. ist
59 59—197-—-1 97
— = —1) 2 =2 | —
() = % (5)
(38 (2 19
\59/)  \59 59
2_1 19-159-1 [ D9
= (-1 B —1 el
()" (-1 "

_ (1_2) _ (- = 1

Beachte: Wegen (a + 8n)? = a? + 16an + 64n? gilt

a =b(8) = a® = b (16) .

Es folgt
1 1 0
) 3 s ]9 a—1 )1
a=q 5 (mod 8) = a°= 9 (mod 16) = T =91 (mod 2)
7 1 0

Zum Beweis von 9.8 benutzen wir:

Proposition 9.10 Sei p eine ungerade Primzahl und p* := (—1)% -p. Dann ist Q(1/p*) der
eindeutig bestimmte quadratische Zahlkorper, der in Q((,) enthalten ist, , eine primitive

p-te Einheitswurzel.
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Beweis: Da Gal(Q(¢,)/Q) = (Z/pZ)* zyklisch von der Ordnung p — 1 ist und p — 1 von 2
geteilt wird, gibt es genau einen quadratischen Zahlkorper, der in Q((,) enthalten ist. Nach
6.5 gilt nun fiir die Diskriminante von 1, (,, . .. ,Cg_Q:

(r=1)-(p=2)
2

(1,6, ... G = (=1) P

p—3

2
Wegen 2 | (p— 1) und 21 (p — 2) ist die rechte Seite gleich p* - pr= = p* - (pT> :

Andererseits ist nach Definition 3.9 die Diskriminante jeder Q-Basis von Q((,) ein Quadrat
in Q(¢p); explizit ist

77777

J=Lp—

2
d(1,6,C2, ..., 072 = [det )., p_2] .
1

Es folgt, dass p* eine Wurzel in Q((,) besitzt, dass also Q(y/p* C Q((,).

Beweis von 9.8: Wir behandeln zuerst die Spezialfille.

1) Nach 9.5 (b) ist (_71) = (—1)% mod p. Da p # 2 ist, ist die Abbildung {1} = us(F,)
ein Isomorphismus; es folgt also (’71) = (—1)% in Z.

2) Zur Berechnung von (%) rechnen wir in Z[i]. Wegen (1 + 1) = 2i gilt

—1 p—1 —1

1+ = (1+i)(A+0)2)7 = (Q+4)i'= -2

Hieraus folgt wegen (%) =2"" mod p und (1+7)P=144" mod p

p—1 2 p—1
I+i-(=1)7= = (g)(1+z)z2 mod p .

Hieraus ergibt sich fiir p%l gerade

2 _
1+i = <—> (=1 (141), also
p
(2> = (=1 .
p
Fiir ’%1 ungerade ist ’%1 gerade, und wegen i = it i gilt
2
1—i = (—) (—1)" (1 — 1), also
p

Pl

Im ersten Fall ist (—1) = (—1)2 , und im zweiten Fall ist (—1) = (—l)prl. Es ist also in

jedem Fall
(2) _ (_1)%’1 = (—1)"EE



3) Wir kommen nun zur eigentlichen Reziprozitédtsformel. Wegen 1) geniigt es, die folgende

Dazu betrachten wir das Galoisdiagramm

@(Cp) 1

Qv H=Cd(QG)/WF) = (@)
2 T‘
Q G = Gal(Q((,)/Q) = (Z/pZ)"

Dann gelten die Aquivalenzen:

5~

L ¢ (voll) zerlegt in Q(v/p7)/Q .

@ Fiir die Zerlegungsgruppe G, C G von ¢ gilt G, C H.

< ¢q¢€ ((Z/pZ)X)2 = (Fy)? (denn es ist G, = < ¢ > nach 8.18)

e (1) =1 (nach Definition)

p
q.e.d.
10 Minkowski-Theorie
Sei V' ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum.
Definition 10.1 (a) Ein Gitter in V' ist eine Untergruppe der Form
N=Zun &...D%Zv,,

wobei v, . .., Uy, linear unabhéngige Vektoren in V' sind. Dann heifit (vq,...,v,) eine Basis

von A und
M:MU:{ZLEiUi|$iER, 0§$Z<1}
i=1

eine Grundmasche des Gitters.

(b) A heiit vollstiandig (oder Z-Struktur von V'), wenn m = n ist, d.h., wenn (vy,...,vy)
eine Basis von V ist.

Wir bemerken noch, dass M C V ein Repésentantensystem fiir V/A bildet; anders ausge-
driickt, ist

(10.1.1) v=|J At
AEA
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(disjunkte Vereinigung), denn mit der GauB-Klammer [z] = max{n € Z | n < z} gilt

Yo yivi = D [yilvi + (v — [yi])vi-

Beispiel 10.2 Z & Zi C C ist ein vollstandiges Gitter

® [ J
o [} [ J
i °
1
Grundmasche

Lemma 10.3 Eine Untergruppe A C V ist genau dann ein Gitter, wenn A diskret (beziiglich
der Relativtopologie von V) ist.

Beweis Offenbar ist A genau dann diskret, wenn jedes A € A eine Umgebung U C V besitzt
mit U NA = {\}.

m m
1) Sei A ein Gitter und A\ = > a;v; € A = @ Zv;. Sei vq,..., 0, zu einer Basis vy, ..., v,
i=1 =1
von V ergénzt. Dann ist

U:{invi€V| |z —a;] <1 fﬁralleizl,...,m}

i=1
eine offene Umgebung von A mit U NV = {A}.

2) Sei umgekehrt A C V eine diskrete Untergruppe und A € A. Sei V; der lineare Unterraum
von V', der durch die Menge A aufgespannt wird. Sei vy, ..., v,, eine in A gelegene Basis von
Vo, und betrachte das Gitter

A0:Zvl@...@va§A.

Ay ist ein vollstandiges Gitter in V5. Wir behaupten nun, dass der Index (A : Ag) endlich ist:
Seien \; (i € I) Reprisentanten fiir die Nebenklassen in A/Aj. Da Ay vollstédndiges Gitter
in V; ist, gilt nach (10.1.1)

Vo = U A+ My , mit der Grundmasche M, = {Z v | x; €0, 1[} .
AEAy =1
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Daher ist fiir jedes i € T
/\i = /\Oi +m; , mit )\Oi S AO, m; € M.

Da die m; = \; — A\o; € A diskret in der beschrinkten Menge M, liegen, muss ihre Anzahl
endlich sein; es ist also A/Aq endlich.

Mit N = (A : Ap) gilt dann NA C Ay, also

1 1 1
C— N=Z|—= . — .
A_N A() Z(N?}l)@ @Z(Nvm)

nach dem Elementarteilersatz (siche (3.18.1)) ist A also eine endlich erzeugte freie abelsche
Gruppe, also
A=Zuw ®...0 Zw,

mit einer Z-Basis wq, ..., w, € Vo, r < m. Da die w; ebenfalls V; aufspannen, ist r = m, und
wy, . .., Wy, sind linear unabhéngig iiber R, d.h., A ist ein vollstédndiges Gitter in Vj.

Lemma 10.4 Ein Gitter A C V ist genau dann vollstdndig, wenn es eine beschréinkte
Teilmenge M C V' gibt mit

(10.4.1) Urx+m=v.
AEA

Beweis Ist A vollstandig, so konnen wir fiir M die Grundmasche nehmen.

Sei andererseits M beschrankt mit (10.4.1) und Vi C V der durch A aufgespannte Unterraum.
Behauptung V =V}
Beweis Sei v € V. Wegen (10.4.1) ist fiir jedes n € N
n-v=>AN+a,, mt\, € Aunda, € M.
Da M beschrénkt ist, ist = eine Nullfolge und

. a A A
v=lim =+ lim =% = lim == €V},
n—oo n n—oo N n—oo N

da Vj abgeschlossen in V' ist.

Sei nun V' ein euklidischer Vektorraum, also ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum, mit
einer symmetrischen, positiv definierten Bilinearform

<,>: VxV-—=R.

Dann haben wir auf V' einen Volumenbegriff (genauer ein Haarsches Maf}; d.h., ein trans-
lationsinvariantes Maf), wie folgt: Ist v = (vy,...,v,) eine Orthonormalbasis von V', so
ist N
p=p,:R* — V
e, — v (e; der i-te Einheitsvektor)
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eine Isometrie, d.h., ein Vektorraumisomorphismus, der das Skalarprodukt erhélt (wobei wir
auf R" das Standard-Skalarprodukt nehmen).

Eine Menge M C V heifit nun mefibar, wenn ¢~ !(M) Lebesque-mefibar ist, und wir definieren
dann

vol(M) = vol,(M) = vol (¢~ (M)),

wobei vol;, das Lebesque-Mafl auf R"™ ist. Dies ist unabhéngig von der Orthonormalbasis v,
denn fiir eine beliebige Matrix A = (a;;) € Gl,,(R), die induzierte lineare Abbildung

AV =V, Sz — > (Zaiﬁj) v
=1 i=1 \ j=1

J

v Zl a;v; =: wj
1=

und die neue Basis w = (wy, ..., w,) haben wir ein kommutatives Diagramm

€j ——>1j

ej 0, R" —=V v;

I

> agje; 0y R" —V Wi = ;&ijvi

Ci—>7;

also die Gleichheit A o ¢, = ¢, = ¢, 0 A. Nach der Theorie des Lebesqueintegrals ist nun
@, ' (M) genau dann messbar, wenn A~ ¢ (M) = @' (M) messbar ist, und es gilt dann

voly, (M) = voly(¢,' (M)) = vol (A ¢, (M)) = | det A~ - vol (¢, ' (M)

(10-4.2) Y et A|~1vol, (M)

Ist w eine andere Orthonormalbasis, so ist |det(A)| = 1, das Volumen héngt also nicht von
der Orthonormalbasis ab.

Die obigen Uberlegungen zeigen auch: M C V ist genau dann messbar, wenn A(M) messbar
ist, und es gilt dann

(10.4.3) vol(A(M)) = | det A| - vol (M) .

Sind wy, ..., w, linear unabhéngige Vektoren, so gilt fiir das aufgespannte Parallelepiped
M, = {Zn:xlwz |z; e R,0<z; < 1}
i=1
mit den obigen Bezeichnungen
(< wi,w; >) = (Z Aikje < Vg, Uy >> = (Z aikajk) =A-A",
k,
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da v eine Orthonormalbasis war. Es ist also wegen

M, = A- M,, wobei M, = {Z zv; | 2 € [0, 1[}
=1

und vol(M,) = 1 nach (10.4.3)
(10.4.4) vol(M,,) = | det(< w;, w; >)|2

was eine algebraische Beschreibung des Volumens liefert.

Definition 10.5 Ist A das von den Vektoren wy, ..., w, aufgespannte Gitter, so setze

vol(A) = vol(My) (= |det(< w;,w; >)|%)
Da fiir eine andere Z-Basis von A die Ubergangsmatrix in Gl,(Z) liegt und somit Determi-
nante =1 hat, hingt dies nicht von der Basis, sondern nur von A ab.

Lemma 10.6 Ist A’ C A ein Untergitter von endlichem Index, so gilt
vol(A') = (A : A') - vol(A).
Beweis Sind w und w’ Basen von A bzw. A/, und ist A die Ubergangsmatrix von w nach
w', soist A € Gl,(Q) N M, (Z) und A’ = A - A. Hieraus folgt
vol(N') = |det A| - vol(A) .
Andererseits gilt nach dem Lemma 10.9 unten

(A:A) = |det Al

Definition 10.7 Sei K ein Kérper und n € N. Dann heiflen Matrizen von der Form

1
0
1
E,(\) =1i— A , 1e{l,....,n}, A e K*
1
0
1
(A an der Stelle (4,7)), oder von der Form
14
|
1
E— " A0
Ere(N) = , wke{l,...,n}, i#k NeEK
0 :
1
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(A an der Stelle (k,¢)) Elementarmatrizen.
Satz 10.8 Jede Matrix A € GL,,(K) ist Produkt von Elementarmatrizen.

Beweis Ist
E; (M)A = A,

so geht A" aus A hervor, indem die i-te Zeile von A mit A\ multipliziert wird. Fiir
Er(N)A = A"

entsteht A” aus A, indem das A-fache der /-ten Zeile von A auf die k-te Zeile von A aufaddiert
wird. Diese beiden Operationen erzeugen alle Zeilentransformationen. Aus dem Gaufischen

Eliminationsverfahren folgt also, dass es Elementarmatrizen By, ..., B,, gibt mit
1
B,,...BiA= =F.
0 .
1

Damit gilt A = By'... B!, und die B;' sind wieder Elementarmatrizen, wie man leicht
sieht.

Lemma 10.9 Sei U € G1,,(Q) N M,,(Z). Dann ist Z"/UZ"™ endlich, und es gilt
|Z" JUZ"| = | det A .

Beweis Sind Uy, Us € G1,(Q) N M,(Z), so auch U;Us, und gilt die Behauptung fiir zwei
Matrizen in {Uy, Uy, U1Us}, so auch fiir die dritte. Dies folgt aus der exakten Sequenz

0— AJUsA B AJUULA — AJULA — 0
fir A = Z™ und der daraus folgenden Beziehung
|A/ULUsA| = [AJULA| - |AJUA|
sowie der entsprechenden Gleichung
| det U Us| = | det Uy | - | det Uy .

Ist nun U € GI1,,(Q) N M,(Z), so gibt es nach 10.8 Elementarmatrizen By, ..., B,, € Gl,(Q)
mit U = By ... B,,. Es gibt a; € Z ~ {0} mit a;B; € M,,(Z) und mit a = [] a; gilt

m

(aB)U = aU = [Ja:Bi.
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Nach der Vorbemerkung geniigt es daher, die Behauptung fiir Matrizen der Form U = aB zu
zeigen mit @ € Z \ {0} und B € GI,,(Q) Elementarmatrix. Fir U = aF;(\) mit b = a\ € Z
gilt aber

a

a

und Z"/UZ™ = (Z/aZ)" ' x Z/VZ mit Ordnung a" 'b = detU. Fiir U = aFEjy()\) mit
b=al\ € Z gilt

a
Fiir U’ = aFEj,(—\) sieht man leicht, dass UZ" = U'Z"; andererseits gilt U - U’ = d*E.
Wegen det UU’ = a** = |Z"/UU'Z"| folgt nun die Behauptung fiir U.

Wir kommen nun zum grundlegenden Satz von Minkowski.

Definition 10.10 Eine Teilmenge M C V heifit

(a) konvex, wenn fiir je zwei z,y € M die Verbindungsstrecke {z +t(y —x) | 0 <t < 1}
ganz in M liegt,

(b) zentralsymmentrisch, wenn mit x € M auch —z € M ist.
Satz 10.11 (Minkowskischer Gitterpunktsatz) Sei A ein vollstdndiges Gitter in einem eu-
klidischen Vektorraum V' der Dimension n und M C V eine zentral-symmetrische, konvexe

Teilmenge. Ist
vol(M) > 2" - vol(A),

so erhédlt M mindestens einen Punkt A € A \ {0}.
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Beweis Es geniigt zu zeigen, dass Gitterpunkte A; # Ay in A gibt mit

(o Lar) (o ) 0.

Dann gibt es ndmlich x1, 2o € M mit

1 1
)\1+§Jflz)\2+§$2,

und es ist

1 1
ABAl—A2:§$1—§$2€M,

als Mittelpunkt der Strecke zwischen x1, —x5 € M.

Angenommen, die Mengen A + 3M (A € A) sind alle disjunkt. Dann gilt dies auch fiir den
Durchschnitt mit einer Grundmasche M, von A, d.h., es ist

vol(My) > " wol <M0 N <)\ + %M)) .

AEA

Nun ist aber vol(MyN(A+35M)) = vol((My—X)N5M), da sich das Volumen bei Translation
mit —\ nicht &ndert. Da die My — A ganz V| also auch %M itberdecken, folgt

vol(A) = vol (M) > ;\vol ((MO AN %M) = ol (%M) = %UOZ(M) :

Widerspruch zur Annahme!
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In der Zahlentheorie tauchen solche Gitter wie folgt auf.
Sei K ein Zahlkoérper und n = [K : Q).
Nach der Algebra besitzt K n verschiedene Q-Einbettungen nach C.

Definition 10.12 Eine Einbettung o : K < C heifit reell, wenn ¢(K) C R, und komplex
sonst.

Seien p1,...,p, : K — R die reellen Einbettungen von K. Fiir jede komplexe Einbettung
o : K — Cist wegen o(K) ¢ R die komplex konjugierte Einbettung 7, definiert durch

o(a) = o(a), wobei z — Z die komplexe Konjugation ist, ungleich ¢. Daher kénnen wir die
komplexen Einbettungen in Paaren

0170_170270_27 s 70870_3
gruppieren. Damit ist also
(10.12.1) n=r+2s.

Fiir jeden Zahlkorper K sei r = r(K) die Anzahl der reellen Einbettungen und sei s = s(K)
die Anzahl der Paare komplex konjugierter Einbettungen. (In (&lterer) deutscher Literatur
verwendet man oft 7 und ro hierfiir).

Beispiel 10.13 Der Zahlkorper Q(+/5) hat eine reelle und zwei komplexe Einbettungen (es
ist also 7 = s = 1): & = /5 ist primitives Element, mit Minimalpolynom z* — 5, und die
Einbettungen in C entstehen dadurch, indem man « auf die Nullstellen von X3 — 5 in C
abbildet. Diese sind

U5 (e vl Warl), U5, 5.
Dies zeigt die Behauptung.

Wir fixieren nun eine Nummerierung

P15 Pr ) 0—17517027627"'a0—8a55
N > NS

reell kon;plex
der Einbettungen K < C und definieren die Abbildung

j: K — R xC = V(K)
S (pl(a),...,pT<Oé),O'1(Oé),...,O'n(Oé))

V(K) ist ein n-dimensionaler R-Vektorraum. Wir schreiben die Elemente als (z/,z") mit
' € R” und 2" € C®, und machen V(K) zu einem euklidischen Vektorraum durch das
Skalarprodukt

<wy>=) g+ Trem(a)y))
i=1 j=1

d.h., durch die kanonischen reellen Skalarprodukte auf R" und C* (Ist <, > hermitesches
Skalarprodukt auf einem C-Vektorraum, so ist Tr¢/r <,> euklidisches Skalarprodukt).
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Proposition 10.14 Fassen wir j als Inklusion auf, so ist Ok ein vollstindiges Gitter in

V(K), und es ist
UOZ(OK) =\ |dK| s

wobel dyi die Diskriminante von K ist.

Beweis Ist aq, ..., «a, eine Z-Basis von O, so ist
(10.14.1) det(< aj,a; >) #0
genau dann, wenn (qq,...,q,) ein vollstdndiges Gitter in V(K) aufspannt: Ist ndmlich

YA, = 0in V(K) mit Ay,..., A\, € R, nicht alle gleich 0, so ist >\ < a;,cj >= 0

fir alle a;, d.h., die Zeilen der Matrix (< «;, a; >) wéren linear abhéngig und die Diskrimi-
nante gleich null. Gilt aber (10.14.1), so ist nach 10.5

vol(Ok) = | det(< az, 0 >)]2 .

Wir berechnen nun

T S
< i, 05 >= 3 praiprey + Trep (Z aeozmaj)
k=1 /=1
T S S
= Y prQuprQy + Y 000G, Tty + Y 000y
k=1 =1 =1
n

- ZTk&i'Taja
=1

o

wobei 71, ...,7, : K — C die verschiedenen Einbettungen sind. Hier haben wir benutzt, dass
Trerlz| = 2z + Z ist. Mit der Matrix

A = (Tioy)

ist also

(< Oy, O >):At‘A.

Andererseits ist nach Definition 3.9
(det A)* =d(a,...,qn),
die Diskriminante von «y, ..., a,, und da diese Elemente eine Z-Basis von Ok bilden, ist
dlag,...,apn) =dg,
die Diskriminante von K, und diese ist nach 3.13 ungleich null. Es folgt (10.14.1) und

vol(Ok) = | det(A" - A)|2 = | det(A)| = |dk]? .
Lemma /Definition 10.15 Fiir ein gebrochenes Ideal a C K definiere die Norm durch
N(a) =] N)™,
i=1
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wobei a = [] pi* die Primidealzerlegung von a ist (also die p; Primideale und n; € Z) und
i=1

N(p) = (O : p) = k()]
wie in 8.15 definiert. Fiir ein ganzes Ideal a C Ok gilt dann
N(a) = (OK : Cl) = |OK/0|

Fir a € K~ gilt
N((a)) = |Nk/g(a)].

Beweis der Behauptungen: 1) Aus der Definition folgt sofort
(10.15.1) N(a-b)=N(a)- N(b)

fiir gebrochene Ideale a, b C K. Ist nun a C Ok, so gilt mit den obigen Bezeichnungen n; > 0
fiir alle 7, und der chinesische Restsatz liefert einen Isomorphismus

Ox/a= ] Ox/p",
=1

da die p; nach Voraussetzung paarweise teilerfremd sind. Hieraus folgt

Y

Ok /al = [ [ 10k /p}"
i=1

und es geniigt, die Gleichung
(10.15.2) Ok /p"| = N(p)"

fiir jedes Primideal p C O und jedes n > 0 zu zeigen. Wir verwenden Induktion iiber n.
Die Aussage ist trivial fiir n = 0 und gilt nach Definition fiir n = 1. Ist n > 1, so haben wir
eine exakte Sequenz

0 —p"/p" = O /p" = O [p" =0,

und nach dem Beweis von 5.10 einen Isomorphismus
O/p=p" ' /p".
Mit der Induktionsvoraussetzung folgt
Ok /o7 = 1" /p"] - [Oxc /p" ' = N(p)N(p)"

und damit (10.15.2) fiir n.
2) Ist nun a € Ok ~ {0}, so ist die Abbildung

a:OK—>(9K
r — Qax
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Z-linear, und wird mittels einer Z-Basis von Ok = Z" durch eine Matrix U, € Giy(Q) N
M, (Z) représentiert. Nach Lemma 10.9 gilt

|0k /()] = |0k /aOk| = |det(Uy)]| -
Andererseits ist U, auch die Matrix der QQ-linearen Abbildung

a : K — K
r — I

(beziiglich derselben Basis), und nach Definition gilt
Nk jg(a) = det(Uy) .

Dies zeigt die zweite Behauptung von 10.15 fiir a. Ist nun o € K* beliebig und o = 3/~
mit 3,7 € Ok ~\ {0}, so folgt mit (10.15.1)

N((B) _ Ngjo(B)|
N(()  [Ngjo()]

wobei die letzte Gleichung wegen der Multiplikativitdt von Ng g gilt.

N((a)) =

= NK/@(O‘) )

Mit Lemma 10.6 folgt nun leicht aus Proposition 10.14

Corollar 10.16 Jedes gebrochene Ideal a C K ist (vermoge j) ein vollstéandiges Gitter in
V(K), und es gilt
vol(a) = +/|dx|N(a).

Bemerkung 10.17 Identifizieren wir

C 5 R?
z +— (Rez,Imz),

so lautet die Einbettung j

j i K < R —Rn
a — (pra, ..., pra, Re(ora), Im(oa), Re(oaa), . .., Re(osa), Im(osa) .

So wird die Einbettung bei Minkowski und in vielen Zahlentheorie-Biichern geschrieben,
wobei dann die Standard-euklidische Norm auf R" gew#hlt wird, ndmlich

<,y >p= szyz
i=1
Diese liefert das {ibliche Lebesgue-Mafl voly, auf R". Unsere Metrik liefert
<,y >= Zaﬂ?iyi
i=1

mit a; =1ftiri=1,...,r und a; = 2 fiir ¢ > r.
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Da dieses Skalarprodukt durch Transformation mit der Matrix

1

2s

V2
erhalten wird, gilt
vol(M) = 2° - vol, (M) .

11 Die Klassengruppe

Sei wieder K ein Zahlkorper, n = [K : Q).

Proposition 11.1 In jedem Ideal a # 0 von Ok gibt es ein Element av # 0 mit
[Nijo(a)] < M- N(a),

wobei AT
n!
M=—|-) V|d
die Minkowski-Schranke ist (und s = s(K) die Anzahl der Paare komplexer Einbettun-
gen).

Beweis Wir wenden den Gitterpunktsatz an, wobei wir die Menge
M =M ={z € R x C* | Y |ai| +> 2 [2]] < c}
— —

fiir ein reelles ¢ > 0 betrachten.

1) Wie in der Analysis bewiesen wird, gilt die Ungleichung zwischen arithmetischen und
geometrischem Mittel von n nicht-negativen Zahlen.

|zl = X |e ’|+22lx”| und

1

il = L=l H\x”lz

=1

N
< |l
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Fiir a € K* gilt aber

(11.1.1) i (@) =

I[ 7

7:K—C

= [Nig(a)].

Fir o« € K* N M, ist also
C n
[Nicra(e)| < (5)

3) M, ist zentralsymmetrisch (klar!) und konvex, denn ||z||; erfiillt die Dreiecksungleichung
|z 4+ ylli <|lz|l1 + ||y||1 und die Beziehung ||t - x||; = ¢ - ||z||; fiir ¢ > 0. Damit folgt: Sind
x,y € M, also ||z||1, ||y]|1 < ¢, so gilt fir ¢ € [0, 1]

(1 =)z +tylly < (@ =Dl + ]yl <A =#)-c+le=c,

also (1 —t)x + ty € M..

4) Behauptung: vol(M.) = 2" - 7° - 5.

Beweis: Sei V™*(c) = vol(M>*) fiir ;s € Ny, wobei wir V%0(c) := 1 setzen. Offenbar ist
V7i(c) = " - V™#(1). Wir fithren Induktion iiber r und s. Fiir r > 0 ist

‘/T,s(l) = 2

o .

Vio1o(1 — t)dt

- 2.

<

1
rfl,s(l) . bf(l _ t)r—l-i—?sdt — T—E2s . ‘/;7138(1) :

es geniigt also, Vj (1) zu berechnen. Fiir s > 0 ist hier

%,5(1) = 2 f %,5—1(1 — 24/a? + yg)dl‘dy

w2 4y2< g
1
2 21
= 2- Voo i(D)- [ [(1=2r)2Yrdrdy (Polarkoordinaten)
00
1
= 2-Voe1(1)2m [ 226D —w)du (u=1-2r)
0
= 2-Voea(1)- 3 (251—_1 - 2—15) = Vo,s—l(l)ﬂm )

so dass die Behauptung induktiv folgt.
5) Wir benotigen die folgende Verschérfung des Gitterpunktsatzes:

Satz 11.2 Ist V ein euklidischer Vektorraum der Dimension n und A C V ein vollstandiges
Gitter und M C V' kompakt, so gibt es einen Punkt in A \ {0} N M, wenn

vol (M) = 2" - vol(A) .

Beweis (vergleiche Ubungsaufgabe 36) Fiir jedes m € N ist vol((1 + ) - M) = (1 +
L) wol(M) > 2" - vol(A), und es gibt nach dem Gitterpunktsatz 10.11 ein A,, € A \ {0},
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Am € (l—l—%) - M. Die Folge der A, liegt in A und in der beschrinkten Menge 2- M, nimmt also
nur endlich viele Werte an. Es gibt also ein A = \,,, € Amit A€ () (1+ )M =M =M.

m2>1

6) Da M. kompakt ist, gibt es nach 11.2 also ein a € a ~\ {0} mit a € M., wenn

2 . ws% = vol(a) = 2" - /|d|xc - N(a).

Fiir dieses ¢ und « ist nach 2)

Mia(al < (£)" = (2) 25 Vidl- NG,

n ™

Damit ist Proposition 11.1 bewiesen.

Corollar 11.3 In jeder Idealklasse, d.h., jedem Element der Klassengruppe Clx = I/ Pk
gibt es ein ganzes Ideal a mit

Beweis Sei b ein beliebiger Reprisentant der Klasse, und sei v € O mit ¢ = - b=t C Ok.
Nach 11.1 gibt es dann ein a € ¢\ {0} (< ¢ | («)) mit

[Nisg(e)] < M- N(c) = M - [Ngjg(y)| - N(b67).

Das Ideal a = a- ¢! = ay~! - b ist dann ganz (wegen ¢ | () mit N(a) < M.

Lemma 11.4 Es gibt nur endlich viele ganze Ideale a C Ok mit beschrénkter Norm.

Beweis Ist N(a) = pi*...p', so gibt es nur endlich viele Moglichkeiten fir die n; und die
pi, und iiber letzteren liegen nur endlich viele Primideale in K; insgesamt gibt es also nur
endlich viele Méglichkeiten fiir die Primzerlegung von a.

Corollar 11.5 Fiir jeden Zahlkorper K ist die Klassengruppe Cly endlich.
Beweis: Nach 11.3 und 11.4 gibt es endlich viele Ideale, die alle Idealklassen représentieren.

Corollar 11.3 liefert nicht nur das qualitative Ergebnis 11.5 der Endlichkeit von Clg, son-
dern auch ein konstruktives Verfahren zur Berechnung von Clg, da man nur endlich viele
Primideale untersuchen muss:

Beispiel 11.6 (a) Fiir den imaginér-quadratischen Zahlkorper K = Q(v/—7) ist dg = —T.
Jede Idealklasse enthilt also ein ganzes Ideal a mit Norm

2l 4
Na:=N(a) <= - —-V/7=1,68...,

_Zﬂ'

also das triviale Ideal Ok. K hat also die Klassenzahl 1.
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(b) Fiir den imaginér-quadratischen Zahlkérper K = Q(v/—5) ist dx = —20. Jede Idealklasse
enthélt also ein ganzes Ideal a mit Norm

2 4
Na< 2 —vV20=284..,
n

also mit Norm < 2. Die Klassengruppe wird also von den Primidealen iiber 2 erzeugt. Wir
wenden wie {iblich Satz 5.6 zur Bestimmung der Primideale iiber 2 an. Es ist Ox = Z[v/—5|
und 22 +5 =22+ 1= (z + 1)? mod (2), also nach 5.6

2.0k = (2,V-5+1)?

die Primzerlegung von 2 in K. Damit erzeugt p = (2, v/—5+1) die Klassengruppe, und p? ist
prinzipal, d.h.; trivial in der Klassengruppe. Aber p selbst ist kein Hauptideal: Angenommen
p = (), so wire nach 10.15 |Ng/g(a)| = Np = 2, also Ng/g(o) = 2. Schreiben wir

a=a+bv-5 , a,beZ,

so erhalten wir
a® + 5b* = +2,

was nicht moglich ist. Die Klassenzahl von K ist also 2.

Bemerkung 11.7 Es wurde bereits von Gauss (1777-1855) vermutet, aber erst von Heeg-
ner (1952), Baker (1966) und Stark (1967) bewiesen, dass es genau 9 imaginér-quadratische
Zahlkorper @(\/8) mit Klassenzahl 1 gibt, ndmlich fiir d = —1, -2, -3, -7, —11, —19, —43,
—67 und —163. Es wird vermutet, dass es unendlich viele reell-quadratische Zahlkorper
Q(v/d) mit Klassenzahl 1 gibt (es gibt 38 fiir2 < d < 100 : d = 2,3,5,6,7,11,...,93,94,97);
man weiss aber noch nicht einmal, ob es iiberhaupt unendlich viele Zahlkorper K mit Klas-
senzahl 1 gibt.

Satz 11.8 Fiir jeden Zahlkérper K # Q ist |dg| > 1.

Beweis Aus 11.1 folgt fiir a = O

also

n" smN\s . n" /m
Vided 2 5 (3) 2 05 () =

|
n!
wegen 7 < 1und § > s. Wegen a; = 7 > 1 und

. 1"y}
a“:(1+—) -<3>2>1 fir n>2
an, n 4

ist aber a,, > 1 fiir alle n > 2, also \/|dg| > 1.
Bemerkung 11.9 Wir werden spéter hieraus ableiten, dass es keine unverzweigte (d.h., fiir

alle Primideale unverzweigte) Erweiterung K/Q aufler K = Q gibt. Fiir beliebige Zahlkorper
K gibt es im Allgemeinen unverzweigte Erweiterungen L/K . Ist H/K die maximale abelsche,
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unverzweigte Erweiterung, so zeigt man zum Beispiel in der Klassenkorpertheorie, dass
es einen [somorphismus
Cly — Gal(H/K)
[p] — F7ry

gibt (das “Hilbert-Artin’sche Reziprozitéitsgesetz”); insbesondere ist H/K endlich und im
allgemeinen nicht-trivial.

12 Die Einheitengruppe

Sei wieder K ein Zahlkorper, n = [K : Q], r = r(K) die Anzahl der reellen Einbettungen
und s = s(K) die Anzahl der Paare konjugierter komplexer Einbettungen. Wir wollen O,
die Gruppe der Einheiten in O, studieren.

Die Einbettung von Ringen (!)

ji OK — R" x C*
a — (pray ..., pray o, ... 0sQ)

induziert einen injektiven Gruppenhomomorphismus
J: Ok = (RF)" x (C*)°.
(beachte: O G Ok \{0}; z.B. Z* = {£1} G Z~ {0}, aber R* = R\ {0}, C* = C~. {0}).
Weiter haben wir einen Gruppenhomomorphismus
(R¥)" x (CX)5 — (RX)+s ng> R7+s
() — () — (ogllxill),
wobei ||z;|| die Absolutnorm ist: ||z;|| = |z;] fiir 2; € Rund ||z;]| = |Nejr(®;)| = |27 = |@)?

fiir x; € C. Durch Komposition erhalten wir

A=loj: OfF — R'**
a — (logl||pall,...,log||pral],log||orall, ... log||osal|)

Lemma 12.1 ker A = pu(K), die Gruppe der Einheitswurzeln in K.

Beweis Dies folgt sofort aus Lemma 7.6, denn es gilt @ € ker A < |pa| = 1 fiir alle
Einbettungen p : K — C.

r+s
Lemma 12.2 \NO;) C H={z e R | > x; = 0}.
i=1
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Beweis Es ist fir o € O und = = A\(«)

r+s r+s
> logllaill = log I [l

log (q pal -1 |aiaaa|)

i=1
= log (

da Ng/g(a) = £1 fiir eine Einheit a.

I[[ 7«

7:K—C

) — log(|Nxg()]) = 0,

Proposition 12.3 A(Oj) ist ein vollstindiges Gitter im (r + s — 1)-dimensionalen R-
Vektorraum H, insbesondere also ein freier Z-Modul vom Rang r + s — 1.

Beweis 1) Nach der Rangformel fiir die surjektive lineare Abbildung 3 : R™™* — R, x —
> @, ist H = ker ) ein Untervektorraum der Dimension r + s — 1.

2) M(Oj) ist Gitter: es geniigt zu zeigen, dass die beschrinkte Menge
K. ={(z;) e R"" | |z;| < e fiir alle i}

fir jedes £ > 0 nur endlich viele Elemente von A(O}) enthilt: ist dann ¢’ kleiner als jedes
|z;| # 0 fiir diese Punkte, so ist K. N A(Ox) = {0}, und durch Translation sieht man, dass
jeder Punkt von A(Oj) diskret in R"* liegt.

Das Urbild von K, unter £ ist aber die kompakte Menge
{z eR"xC° | e < ||zy|| <€},

die nur endlich viele Elemente von Ok, also erst recht von O enthélt.
3) A = A\NOp) ist vollstandiges Gitter in H: Nach 10.4 geniigt es zu zeigen, dass es eine
beschriankte Menge M C H gibt mit
(12.3.1) Uun+M=H.
HEA
Wir betrachten dazu den surjektiven Homomorphismus

r+s

§={a e @) x () |llall = [[llall = 1} > A,

und konstruieren eine beschréankte Menge N C S mit

(12.3.2) U i) N=5

aEOﬁ

(Beachte: Wegen ||j(c)|| = |Nkjo(e)|, siehe (11.1.1), und Ng/g(a) = %1 fiir o € O gilt
J(Ox) € S). Setzen wir M = {(N), so ist M ebenfalls beschrankt (wegen []||z;|| = 1 sind
die Betrége ||z;|| sowohl nach oben als auch nach unten beschriankt, also auch log ||x;||) und
es gilt (12.3.1).
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Zur Konstruktion von N fixieren wir ein Tupel ¢ = (cy,...,¢1s) von Zahlen ¢; > 0 und

betrachten
Ne={x e V(K)=R" x C°| |z;] < ¢; fur alle i} .

Dann ist N, zentralsymmetrisch, konvex, mit Volumen

T r+s
I(N.) = 2°-wvolp(N.) =2°-]]2¢;- 2
(12.3.3) vol(N,) voly (N,) 11;[1 c izlll e;
= 2wt ld]
r r+s
wobei ||z|| = [T |z:] [I |z;]* wie oben.

=1 Jj=r+1

Sei nun ¢ so gewahlt, dass
vol(N,.) > 2" - vol(O)

d.h., nach (12.3.3) und Proposition 10.14, mit

o> (2) - vid.
Nach dem Gitterpunktsatz gibt es dann ein @ € Ok \ {0} mit jo € N,. Fiir dieses « gilt
|Nicjo(@)] = [liel| < ]
Es gibt also nur endlich viele Méglichkeiten fiir Ny ().
Wir bemerken nun

Lemma 12.4 Bis auf Assoziierte gibt es nur endlich viele & € Ok ~\ {0} mit vorgegebener
Norm Nk g(a) = a € Z ~ {0}.

Beweis Da zwei Elemente «, 5 € Ok \ {0} genau dann assoziiert sind, wenn () = (/)
fiir die zugehorigen Hauptideale, folgt die Behauptung aus der entsprechenden Tatsache fiir
Ideale (Lemma 11.4).

Es gibt also endlich viele Zahlen aq, ..., a,, € Ok \ {0}, so dass jedes a € Ox ~ {0} mit
|Nkjg(a)| < ||e|| zu einem der Elemente «; assoziiert ist. Wir behaupten nun, dass wir die

Menge
N = (Uj(ai)_l . Nc> ns
i=1

fur (12.3.2) nehmen konnen. Offenbar ist N beschriankt. Sei nun y € S. Dann ist im Ring
V(K)

yIN, = {y e e V(K)| |z <¢Vi}
= {z e V(K}| |zl < |yl ™" - e Vi}
= Ny
(wobei |y|~te = (Jyi| ter, ..o [yras| terss)), und wegen [|y|| = 1 auch

VOl(Njy-10) = 277 - - || |y| ]| = 2777\ c|| = vol(N.) > 2° - vol (Of) .
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Es gibt also nach dem Gitterpunktsatz ein 3 € Ox ~ {0} mit j(3) € y~!N,. Weiter gilt
INiso(B)] = 7B < lly~'ell = [lel] -
Es gibt also ein a; (1 <14 < m) und eine Einheit © € O mit § = u - ;. Zusammen folgt
y € SNJ(B) "N =8N j(u)"s(ew) ' Ne.
Da y beliebig war, und j(u) € S, folgt
S=J jw-N
ue(’)lx(

q.e.d.

Corollar 12.5 (Dirichletscher Einheitensatz) Die Einheitengruppe Oy von K ist eine endlich
erzeugte abelsche Gruppe vom Rang r + s — 1. Genauer gibt es einen Isomorphismus

OF = u(K) x 271,

d.h., es gibt Einheiten ey, ..., &,15-1, so dass jede Einheit ¢ € O} eine eindeutige Darstellung

_ ni Npr+4+s—1
5_C'€1 "'Er—i-s—l

mit einer Einheitswurzel ¢ und nq,...,n, s 1 € Z besitzt. Ein solches System e1,..., 6,15 1
heifit ein System von Grundeinheiten (fiir K).

Beweis Nach 12.1 und 12.3 haben wir eine exakte Sequenz
0= u(K) = 0% 25 A05) =0

mit N(OF) = Z'71 Ist 2,...,55s1 eine Z-Basis von A\(OF) und sind eq,... 6151
Urbilder in Op, so leisten diese das Gewiinschte.

Beispiel 12.6 Ist K = Q(v/—d), (d > 0), ein imaginérer quadratischer Zahlkérper, so ist
r=0und s = 1, also O = p(K) die Gruppe der Einheitswurzeln (vergleiche den Fall

Q(v/—1) in §1). Fiir eine Primzahl p gilt wegen [Q({,) : Q] = p — 1 und puz C Q(v/—3)

Ox — He p:3
Q(v=p) fo , sonst.

Beispiel 12.7 (a) Fiir einen reell-quadratischen Zahlkorper K = Q(vd) (d > 0) gilt
r=2,5=0, also

(12.7.1) Op =2 X7Z.
(b) Ist ; eine Grundeinheit, so sind e; ', —; und —¢] ' die anderen méglichen Grundeinhei-
ten. Fixieren wir eine Einbettung o : Q(v/d) < R, so gibt es unter diesen vier Grundeinheiten

genau eine Grundeinheit ¢ mit o(¢) > 1 (fiir die anderen ¢’ gilt offenbar o(¢’) < 1). Wir
nennen ¢ die Grundeinheit des eingebetteten reell quadratischen Zahlkoérpers K.
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Identifizieren wir zum Beispiel v/d mit der positiven reellen Wurzel, so gilt &€ = z + yv/d mit
2,y €Q, x,y >0, und es ist {e,e7!, —¢, —e 7'} = {£x £ yV/d}.

(c¢) Nach Lemma 3.15 liegt ein Element « in einem Zahlkérper L genau dann in O, wenn
a € Op und Npjg(a) € {£1}. Fir K = Q(v/d) erhalten wir: Ist d = 2,3 mod 4, so ist
Ok = Z[V/d), und die Einheiten in O} sind die Zahlen a + bv/d, wobei (a,b) € Z? eine
Losung der Pellschen Gleichung (oder Gleichung von Pell-Fermat)

(12.7.2) a? — db* = £1

ist.

Fiir d =1 mod 4 ist Ox =Z [%ﬂ, und O} besteht aus den Zahlen o = £(a + bv/d) mit
(a,b) € Z? eine Losung der Gleichung

(12.7.3) a® — db* = +4

(Fiir solche (a,b) ist Trg/g(e) = a € Z und Ngjg(o) = £1 € Z, also a € Ok; siehe Satz
2.11).

(d) Ist d = 2,3 mod 4, Vd € Ry und e, = a1 + b1vV/d mit ar,b; € N die Grundeinheit
von Q(v/d) C R, so sind wegen (12.7.1) alle Losungen (a,b) € N? der Pellschen Gleichung
(12.7.2) durch die Paare (ay, b,) mit n € N und

an + byVd = (ay + bV d)"
gegeben. Die einfach zu berechnende Grundeinheit €; kann also benutzt werden, um alle
Losungen der Pellschen Gleichung (12.7.2) zu bestimmen.
(d) Analoges gilt fiir d = 1 mod 4,

an +bVd <a1 + blx/c_l>n
2 B 2

und die “modifizierte Pellsche Gleichung” (12.7.3).

Lemma/Definition 12.8 Sei vol(A(OF%)) das Volumen des Gitters A(Oj) C H, wobei wir
auf H die Einschrinkung des iiblichen euklidischen Skalarprodukts von R"** nehmen. Ist
€1,...,Erps—1 €in System von Grundeinheiten, und

Aes) = (M(gg)s s Args(ey)) = (log |pilej)], - - - log | pr(gj), 21og o1 (g5)], - - -, 21og |os(e5)])
SO 1ist

vol(AN(OF)) =Vr+s- Rk,

wobei
(1) . M (Erps—1)
Rr = |det
)\r+s71(51) e )‘T+371(5r+371)
Mer) oo A(Ergst)
= |det A/i(g\l) . Aiml)
)\r+s(€1) cee )‘T+s(5r+s—1)



der Regulator des Zahlkorpers K ist. Hier ist die zweite Matrix der (r +s — 1) x (r +
s — 1)-Minor der Matrix (\;(g;)), der durch Weglassen der i-ten Zeile erhalten wird. (i
beliebig). Insbesondere hingt Ry nicht von der Wahl des Grundeinheitensystems oder der
Nummerierung der Einbettungen ab.

Beweis Es ist
Vol (MO )) = 00l s 1 (M(xer),.. Aersar)))

wobei M, y das von vy, ..., 0.4, aufgespannte Parallepiped ist. Der Vektor v =

Z=(L,...,1) € R™"* steht senkrecht auf // und hat die Léinge 1. Daher ist

VOl g s 1 (Mxer), MErss1))) = VOl s (Mix(1), My ps1)w)) -

Letzteres ist in R""* mit dem Standardvolumen gleich dem Determinantenbetrag der Matrix

)\1(61) e )‘1(61"4-5—1) —\/7%
>\7"+3 (81) s )\r+s (87‘4’8*1) ++s

(dies folgt z.B. aus der Transformationsformel). Addieren wir zur i-ten Zeile die restlichen
Zeilen, so erhalten wir dort die Zeile (0,...,0, ’”:fs), und die Behauptung folgt durch Ent-
wicklung nach dieser Zeile.

Beispiel 12.9 Fiir einen reell-quadratischen Zahlkérper K = @(\/8), d > 0, mit Grundein-
heit €, ist fiir eine beliebige Einbettung o : Q(v/d) — R

Ry = [loglo(e)]l,
und dies ist gleich log o(¢;), wenn man die eindeutig bestimmte Grundeinheit £; mit o(g1) >

1 wahlt.

Bemerkung 12.10 Die Dedekind’sche Zetafunktion eines Zahlkorpers K wird definiert
als die fur komplexe Zahlen s mit Re(s) > 1 konvergente Reihe

Crl(s) =Y Nlas-

llg O K
ganzes Ideal

Fir K = Q ist dies gerade die Riemannsche Zetafunktion

) =Y

neN

Man kann zeigen, dass (k(s) eine meromorphe Fortsetzung auf ganz C besitzt, mit genau
einem Pol bei s = 1. Dieser Pol ist von erster Ordnung, und man hat
27(2m)®

Ress—1(k(s) = ———=——-h-R,
w -/ |dk|



wobei w = |u(K)| die Anzahl der in K enthaltenen Einheitswurzeln ist, h = hx = |Clk| die
Klassenzahl und R = Rk der oben definierte Regulator. Dies nennt man die analytische
Klassenzahlformel.

Dies kann man zu Berechnungen benutzen, da man die linke Seite durch Artin’sche L-
Reihen ausrechnen kann. Zum Beispiel erhélt man so fiir einen reell-quadratischen Zahlkorper
K = Q(v/d) C R mit Diskriminanten-Betrag D = |dg| die Formel

1 . km
h:@- Z X(k:)logsmﬁ :
ke(Z/DIL)*
k<D/2

wobei x(k) = (%) das sogenannte Jacobi-Symbol ist, und € die Grundeinheit > 1.
13 Lokalisierungen

Sei A ein Integritédtsring mit Quotientenkorper K.

Lemma/Definition 13.1 (i) Eine Teilmenge S C A ~\ {0} heifit multiplikativ (oder
multiplikativ abgeschlossen), wenn 1 € S und wenn fiir alle a,b € S auch ab in S liegt.

(ii) Sei S € A ~\ {0} multiplikativ. Die Menge
S‘lA:{geK\aeA,seS}
s
heiit die Lokalisierung von A nach S und ist ein Unterring von K, der A enthélt.

Beweis der Behauptungen: Fiir a,a’ € A und s,s" € S gilt § + ‘S’—: = % € S71A und
a.a — ‘;—;‘,l € St A. Weiter gilt A C S7'A wegen 1 € S.

S S

Bemerkung 13.2 Die obigen Begriffe lassen sich auf beliebige kommutative Ringe mit Eins
verallgemeinern (siehe Algebra II, §10), und die unten in 13.4 und 13.5 gezeigten Aussagen
gelten dann entsprechend.

Definition 13.3 Fiir einen kommutativen Ring R mit Eins sei Spec(R) die Menge aller
Primideale von R, genannt das Spektrum von R.

Satz 13.4 Sei S C A~ {0} multiplikativ und A’ = S~'A.
(a) Fiir jedes Ideal o’ C A’ gilt (¢’ N A)A" =d'.
(b) Die Abbildung

p—=pnA

ist eine Inklusions-erhaltende Bijektion zwischen der Menge Spec(A’) und der Menge Mg =
{p € Spec(A) | pN S = 0}. Die Umkehrabbildung ist p — pA’.
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Beweis (a): Offenbar gilt (' N A)A’ C o, da o’ ein A’-Ideal ist. Umgekehrt sei z € o', etwa
r=2mita € Aund s € S. Da a' ein Ideal ist und A C A’ ist a = 5- ¢ € a’N A und daher
r=%=aqa-1€(@nNAA.

(b): Da die Abbildung

A/’ NA) = A'Jy'
injektiv ist, ist A/(p’ N A) nullteilerfrei; weiter ist 1 ¢ p’ N A, und es folgt, dass p’ N A ein
Primideal in A ist. Weiter gilt p’ NS = (), denn wire s € S Np’, so wire 1 = % s ep —
Widerspruch! Also ist p = p’ N A ein Primideal mit p N S = ().

Sei umgekehrt p C A ein Primideal mit pN.S = (). Wir zeigen, dass p’ = pA’ ein Primideal in
A’ ist und p = p’ N A. Dann folgt die Behauptung, da die Abbildungen ¢ : p’ — p’ N A und
¥ p — pA (eingeschriankt auf Mg) nach dem Bewiesenen zueinander inverse Bijektionen
sind.

Wir behaupten zuerst
pA’:{E\pGp,SGS}.

s
Fiir die nicht-triviale Richtung sei namlich x € pA’; dann gilt
- a; .
ZE:Z—pi mit a; € A, s, € S, p; €p,
i=1 "

und daher z = £ mit s = 51,...s, € S und

- a;s
= bipi , bi=—¢cA.
p Zl pi€p 5 €
Es folgt nun leicht, dass 1 ¢ pA’ (denn sonst wire 1 =2 mit pc pund s € Sund s =p €
pN S =0 — Widerspruch!) und dass pA’ ein Primideal ist: Seien ¢,2 € A’ (a,b € A, s,t € 5)
mit %%’ e pA’, also
b

L_P mit pepundu € S,

st U
also abu = pst € p. Wegen pN.S =) ist u ¢ p, und es folgt a € p oder b € p, d.h., a/s € pA’
oder b/t € pA’.

Es bleibt noch pA’ N A = p zu zeigen. Fiir die nicht-triviale Inklusion sei x € pA’ N A, etwa
r="Lmitpepund s € S. Es folgt sz =p € p, wegen SNp =0 also x € p.

Corollar 13.5 Ist A noethersch, so auch A’ = S~1A.

Beweis Nach 13.4 (a) ist die Abbildung
a—anNA

eine Injektion von der Menge der Ideale in A’ in die Menge der Ideale von A. Es folgt, dass
in A’ die aufsteigende Kettenbedingung fiir Ideale (siehe Algebra I, Prop. 5.7) gilt, weil dies
in A gilt.

Satz 13.6 Sei R ein Integritdtsring , der A enthilt, sei S C A ~ {0} eine multiplikative
Teilmenge und B der ganze Abschluss von A in R. Dann ist S™'B der ganze Abschluss von
S~tAin ST'R.
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Beweis Sei 2 € S7!B (b € B,s € S) und sei
W+ a, 0" P+ 4+ abtan=0 (a; € A)

eine Ganzheitsgleichung fiir b iiber A. Dann ist (Division durch s")

D\"  ang B\ b
(—) + 2 1(—) b2 B
s s \s snls s
eine Ganzheitsgleichung fiir 2 iiber S™'A. Umgekehrt sei £ € ST'R (2 € R,s € S) ganz

iiber S~'A und )
T\™  Ap_1 [(T\"™ ar a
(—) + 1(—) +oo+——+—2=0
S tn—l S tl S t()

eine entsprechende Ganzheitsgleichung, mit a; € A,t; € S. Dann folgt durch Multiplikation
mit (stoty---t,-1)", dass xtg---t,_1 € R ganz iiber A ist, also in B liegt. Damit folgt

T xty Tl
e e N iy 2 B
S StO"'tn—l

Corollar 13.7 Ist A ganz abgeschlossen, so auch S™'A fiir jede multiplikative Teilmenge
S C AN{0}.
Beweis: Anwendung von 13.6 auf R = K = Quot(A).

Satz 13.8 Ist A ein Dedekindring, so auch jede Lokalisierung S—1A.

Beweis Nach 13.5 und 13.7 ist S~'A wieder noethersch und ganz abgeschlossen. Nach Satz
13.4 (b) ist jedes Primideal 0 # p’ C S7'A maximal, denn esist p = p'NA # 0= 0N A4,
also maximal; fiir ein Primideal q 2 p’ wire aber ¢ N A 2 p' N A.

Lemma /Definition 13.9 Sei p C A ein Primideal in einem Integritdtsring A. Dann ist
A N p eine multiplikative Teilmenge und

Ayi=(ANp) A

heiflt die Lokalisierung von A nach p. Der Ring A, hat genau ein maximales Ideal, ndmlich
pA,.

Beweis der Behauptungen: Die Multiplikativitit von AN p folgt sofort aus den Eigenschaften
eines Primideals. Weiter liefert Satz 13.4 (b) eine Inklusions-erhaltende Bijektion

Spec(Ap) — M, ={q C A| q Primideal und q C p},

denn es gilt qN (AN p) = 0 genau dann, wenn g C p. Da die Menge M, genau ein maximales
Element hat, ndmlich p, hat A, genau ein maximales Primideal, ndmlich pA,, welches nach
13.4 (b) unter der erwéahnten Bijektion auf p abgebildet wird.

Lemma 13.10 Ist m C A maximales Ideal, so ist die kanonische Abbildung

A/m — A, /mA,
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ein Isomorphismus. Allgemeiner sei B ein Integritétsring, der A als Unterring enthélt und
Bn = (A~ m) ! B. Dann ist der Ringhomomorphismus ¢ : B/mB — By /mB,, ein Isomor-
phismus.

Beweis Es geniigt, die zweite Behauptung zu zeigen. Wir zeigen zuerst die Surjektivitit. Sei
t=2%€ By (be B, seA~m)und T die Restklasse von z in By/mBy,. Da s ¢ m und da
m maximal ist, also A/m ein Korper, gibt es ein ¢ € A mit ¢s = 1 mod m. Es folgt

b b
- —cb=(1—-cs)- € mBy,
s s

also p(cb) = 7. Fiir die Injektivitdt haben wir zu zeigen, dass B N mB,, = mB. Fiir die

m

nichttriviale Richtung sei * € mB,. Wie im Beweis von 13.4 (b) folgt, dass z = " mit
m € mB und s € A~ m. Wie oben gibt es ein ¢ € A mit ¢s = 1 + a, wobei a € m. Ist nun
x € B, so folgt st = m € mB und

T =csr—axr €mB.

Satz 13.11 Ist A ein Dedekindring und p C A, p # 0, ein Primideal, so ist A, ein Haupt-
idealring. Genauer gibt es ein Primelement m € A, so dass alle Ideale in A, von der Form
(") = " A, fiir ein n € Ny sind.

Beweis: Da p das einzige Primideal in A ist, welches in p enthalten ist, und ungleich 0 ist,
besitzt A, nach 13.4 (b) nur ein Primideal # 0, ndmlich P = pA,. Nach der Idealtheorie fiir
Dedekindringe ist also jedes Ideal in A, von der Form PB" mit n € Ny. Sei 7 € P P2 Dann
gilt () C P aber (r) € P, also muss (7) = P gelten.

14 Diskriminante und Verzweigung

Definition 14.1 Sei A ein Dedekindring mit Quotientenkérper K. Sei L/K eine endliche
separable Erweiterung und B der ganze Abschluss von A in L. Die Diskriminante 0g/4
von B iiber A ist definiert als das Ideal in A, welches von allen Diskriminanten d(/, ..., 5,)
erzeugt wird, wobei (31, ..., 3,) eine in B gelegene K-Basis von L ist.

Bemerkung 14.2 (a) Nach Corollar 3.13 sind alle d(54,. .., 3,) # 0, also 9,4 # 0.

(b) Ist B ein freier A-Modul (notwendigerweise vom Rang n = [L : K]), und ist (51, ..., 5,)
eine A-Basis von B, also B = AB; & ... & Af,, so folgt aus Lemma 3.14, dass

0p/a = (d(Br,- .-, Bn))

(vergleiche auch 3.20). Im Allgemeinen ist 95,4 aber kein Hauptideal.

(c) Ist L/K eine endliche Erweiterung von Zahlkorpern, so schreiben wir auch oy x fiir
00, /0, und nennen dies die (relative) Diskriminante von L iiber K.

(d) Offenbar gilt fiir Zahlkorper K
Ok/0 = (i),
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wobei dg die (absolute) Diskriminante von K ist (siehe 3.20).

Ziel dieses Abschnitts ist der folgende Satz:

Satz 14.2 Ein Primideal p C A ist genau dann verzweigt in B/A, wenn p | 0p/4.
Bevor wir diesen Satz beweisen, notieren wir einige offensichtliche Folgerungen.
Corollar 14.3 Es gibt nur endlich viele Primideale, die in B/A verzweigen.

Corollar 14.4 Sei L/K eine Erweiterung von Zahlkérpern. Ein Primideal p in K ist genau
dann verzweigt in L/K, wenn p die relative Diskriminante 9,k teilt. Insbesondere sind nur
endlich viele p in L/K verzweigt.

Corollar 14.5 Sei K ein Zahlkorper. Eine Primzahl p ist genau dann in K verzweigt, wenn
Y% | dK.

Beispiele 14.6 (a) (vergleiche Ubungsaufgabe 24) Sei m € Z ~ {0} quadratfrei und K =
Q(yv/m). Ist m = 2,3 mod 4, so ist dx = 4m und eine Primzahl p genau dann verzweigt in
K, wenn p | 2m. Ist m = 1 mod 4, so ist dg = m und p genau dann verzweigt in K, wenn
plm.

(b) Sei n = ¢” # 2 eine Primzahlpotenz und K = Q((,). Dann ist dgx = +£™ fiir ein m > 0
(Lemma 6.5, Satz 6.7), also ist genau die Primzahl ¢ verzweigt in K (vergleiche 6.9 und
6.10).

Wie in Behauptung 11.9 angekiindigt, erhalten wir nun auch:
Corollar 14.7 Es gibt keine unverzweigten Erweiterungen K/Q aufier der trivialen (K = Q).
Beweis Nach Satz 11.8 gilt fiir K # Q immer |dg| > 1, d.h., dg hat immer Primteiler.

Zum Beweis von Satz 14.2 verallgemeinern wir die in §3 eingefiihrten Begriffe Norm, Spur
und Diskriminante.

Sei A ein Ring (kommutativ, mit Eins), M ein freier A-Modul von endlichem Rang. Fiir
jeden A-Modul-Endomorphismus ¢ : M — M sind dann die Determinante det(p) € A, die
Spur tr(¢) € A und das charakteristische Polynom x(¢,z) € A[z]| definiert: Jede A-Basis
(x1,...,2,) von M liefert einen Isomorphismus M = A™ und eine Darstellung von ¢ durch
eine (n x n)-Matrix C' = (a;;) mit Koeflizienten a;; € A, und man nimmt Determinante bzw.
Spur bzw. charakteristisches Polynom dieser Matrix, nach den iiblichen, aus der Linearen
Algebra bekannten Regeln. Insbesondere ist

n

tr(p) = tr(C) = 3 ayi,

=1

die Determinante det(¢) = det(C') kann mittels Leibniz-Regel oder Entwicklung nach Zeilen
oder Spalten berechnet werden, und es gilt x(¢,z) = det(xid — C), mit Rechnung im Ring
Alz]. Bei Ubergang zu einer anderen Basis dndert sich C' zu D™'C'D fiir eine Matrix D €
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Gl,(A), und det, tr und x bleiben gleich, sind also unabhéngig von . Fiir die Spur zeigt
man zum Beispiel leicht tr(CyCy) = tr(CoC}) und daher tr(D~'CD) = tr(C).

Definition 14.8 Sei B ein Ring und A ein Unterring von B derart, dass B ein freier A-Modul
von endlichem Rang n ist.
(a) Fiir g € B sei
vg + B — B
r — fx
die A-lineare Abbildung, die durch Multiplikation mit 3 gegeben ist. Die Norm (bzw. Spur,

bzw. das charakteristische Polynom) von [ fiir B/A ist definiert als Determinante (bzw.
Spur, bzw. charakteristisches Polynom) von ¢g:

Npja(B) = det(pp)
Trpa(B) = tr(pp)
X(B,z) = xl(wp ).

(b) Fiir B4, ..., 5, € B heiBt

d(Br, ..., Bn) = det(Trp a(BiB;)) € A

die Diskriminante von (3, ..., 3,).

(c) Ist (4,...,[0,) eine A-Basis von B, so heifit das Hauptideal
aB/A = (d(ﬁlv ce 7571))
die Diskriminante von B iiber A.

Bemerkung 14.9 (a) Wie in Lemma 3.14 gilt auch hier: Sind 8 = (61,...,ﬁn),@’ =
(B1,.-.,0,) € B" und gilt 8/ = > a;;; mit a;; € A, so folgt
j=1

d(B.,...,B.) = (det(as;))2d(By, . .., Bu) .

(b) Insbesondere gilt: Sind § und 3" beides A-Basen von B, so ist (a;;) € Gl,(A), also
det(a;;) € A* Einheit, also sind d(§’) und d(3) assoziiert. Dies zeigt, dass die obige Definition
14.8 (c) nicht von der Basis (f, ..., 3,) abhidngt (vergleiche den Beweis von 3.20).

Lemma 14.10 Sei A ein Ring und seien By, ..., B, Ringe die A enthalten und freie A-

q
Moduln von endlichem Rang sind. Dann gilt fiir den Produktring B = [] B;

=1

q
0p/a = H 0B;/A
=1

(Produkt der Ideale).

Beweis: Es geniigt, dies fiir ¢ = 2 zu zeigen; dann folgt die Behauptung durch Induktion
tiber ¢. Seien (z1,...,xy) bzw. (y1,...,y,) A-Basen von B; bzw. By. Identifizieren wir By
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mit dem Unterring By x {0} und By mit {0} x By, so ist (x1,...,Tm, Y1, .., Yn) cine A-Basis
von B = By x By. Wegen z;y; = 0 ist d(x1,...,Zm,y1,...,Yn) die Determinante der Matrix

(Tr(@xi/) | 0 )
0 .W’(yjyj’) 7

also gleich d(z1,...,xm) - d(y1, ..., Yn)-

Lemma 14.11 Sei B ein Ring, A ein Unterring und B frei als A-Modul, mit Basis (z1, ..., 2,).
Sei a C A ein Ideal, und fiir € B (bzw. x € A) bezeichne T die Restklasse von x in B/aB
(bzw. in A/a). Dann ist (77, ...,7,) eine Basis von B/aB iiber A/a, und es gilt

d(T1,...,Tp) =d(x1, ..., 2,) .

Beweis Die erste Behauptung ist klar. Fiir g € B gilt: Ist die Matrix fiir den Endomor-
phismus ¢ (Multiplikation mit 3 auf B) beziiglich (z1,...,z,) gleich (a;;), so ist die Ma-
trix fiir die Multiplikation mit § auf B/aB beziiglich (77, ...,7,) gleich (a;;). Es gilt also

Tr(5) = Tr(B). Daher gilt Tr(z; T;) = Tr(z;x;), und die Behauptung folgt durch Bildung
der Determinante.

14.12 Wir kommen nun zum

Beweis von Satz 14.2: Sei A ein Dedekindring mit Quotientenkérper K, L/ K eine endliche
separable Erweiterung und sei B der ganze Abschluss von A in L. Sei 05,4 die Diskriminante
von B iiber A, sei p C A ein Primideal, p # 0 und sei

(14.12.1) pB=]]%
=1

die Primzerlegung von p in B (B; Primideal iiber p,e; € N).

1) Sei Ay, = (A~ p)~'A wie in Definition 13.9 und B, = (A \ p) ' B. Nach Satz 13.8 sind
dies Dedekindringe, und nach Satz 13.6 ist B, der ganze Abschluss von A, in L. Weiter
ist A" = A, nach Satz 13.11 ein Hauptidealring; nach Satz 3.18 ist also B’ = B,, ein freier
A'-Modul vom Rang n = [L : K]. Sei (ey,...,€e,), mit e; € B’ eine A’-Basis von B’, und
sei €; die Restklasse von e; in B'/p’B’, wobei p’ = pA’ = pA,. Nach Lemma 14.11 ist dann
B'/p' B’ freier A’/p’-Modul mit Basis (e7,...,€,), und es gilt

d(er,...,e,) =d(ey,...,e,) mod p’.

Es existieren also die Diskriminanten fiir B iber A’ und B’/p’ B’ iiber A’/p’ nach Definition
14.8 (c), und es gilt

p 1 0psa & Vs = (0).

2) Andererseits gibt es nach Lemma 13.10 Isomorphismen A/p — A,/pA, = A’/p’ und
B/pB — B,/pB, = B'/p'B’. Daher existiert auch die Diskriminante von B/pB iiber A/p
und ist gleich der Diskriminante von B’/p’B’ iiber A’/p’.
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3) Nach (14.12.1) haben wir eine Isomorphie
BjpB=]]B/%: .
i=1

Da A/p ein Korper ist, sind alle B/B;" endlich-dimensionale A/p-Vekorraume; es existieren
also die jeweiligen Diskriminanten iiber A/p, und nach Lemma 14.10 gilt

(14.12.2) s em/am = [ [ 0smeam -

i1
Wir behaupten nun
Behauptung 1: 9 :=dg/pn)/a/p) = (0) < p ist verzweigt in B/A.

Beweis: Nach (14.12.2) ist 9 # (0) genau dann, wenn alle ?; := O(pypeiy/(ayp 7 (0). Ist aber
B:/p unverzweigt, so ist ¢; = 1 und B/, eine endliche separable Korpererweiterung von
k(p) := A/p; die Diskriminante ist also ungleich null nach Corollar 3.13. Ist aber e¢; > 1,
so gibt es ein nilpotentes Element z # 0 in B/PB;* und wir kénnen dies zu einer k(p)-Basis
Tl =T,T2,..., Ty von B; := B/P;" ergdnzen. Fiir alle j = 1,...,m ist dann z72; nilpotent;
also ist die Multiplikation mit z1x; nilpotent auf dem k(p)-Vektorraum B;. Nach der Linearen
Algebra ist dann Trp, k) (212;) = 0; in der Matrix (Trp, /k(p) (Tr;)) ist also die erste Zeile
null und es folgt, dass d(x,...,x,) = det(Tr(xkx;)) =0, d.h., dass 9; = (0). Ist schliefllich
e; = 1 und der Korper B/, inseparabel iiber A/p, so ist 9; = (0) nach Lemma 3.12.

4) Aus den Schritten 1) bis 3) folgt:

(14.12.3) p ist verzweigt in B/A < p' | 0pa.

Satz 14.2 folgt also aus der folgenden Aussage:
Behauptung 2: p' [ dpja0 < p|0pa.

Beweis: Wir bemerken, dass hier 95,4 nach Definition 14.1 gebildet ist, da B im Allgemeinen
kein freier A-Modul ist.

Sei wie oben (eq, ..., e,) eine A'-Basis von B’, so dass 0p/ /4 = (d(e1, ..., e,)). Gilt p’ | 954/,
alsod(eq,...,e,) € p',und ist (z1,...,2,) eine in B gelegene K-Basis von L, so gibt es wegen
B C B’ Elemente a;; € A" mit x; = ) a;;e;, und es folgt (sieche Bemerkung 14.9)

d(zy,...,z,) = [det(ay)])?d(er, ..., en) €9,

also d(z1,...,x,) € p wegen p' N A = pA’'N A = A (siehe 13.4 (b)). Da dies fiir alle in B
gelegenen K-Basen (z1,...,x,) gilt, folgt 95/4 € p, d.h., p | 05/4. Gilt umgekehrt 05,4 C p,
so folgt d(e1,...,e,) € p’. Schreibt man namlich e; = % mit y; € B und einem s € A\ p
(Hauptnenner bilden!), so ist (yi,...,y,) eine in B gelegene K-Basis von L und es gilt

dler,...,en) =5 2"d(y1,...,Yn) € Adpa CAp=yp.
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15 Bewertungen

Sei K ein Korper.

Definition 15.1 Eine (Absolut-) Bewertung auf K ist eine Abbildung
| |: K—R

mit den Eigenschaften

(i) || > 0, und |z] =0 < z =0,

(ii) |2 -yl = [a] - [y,

(iii) |z + y| < |z| + |y| (Dreiecksungleichung).

Beispiele 15.2 (a) Der iibliche Absolutbetrag

|]: C - R
2 = |zl =V2zZ

ist eine Bewertung, entsprechend die Einschrankung von | | auf R. Allgemein erhélt man fiir
jeden Zahlkérper K und jede Einbettung o : K < C eine Bewertung | |, durch

|alo = lo(a)].

Offenbar ist | |,=| |5

(a) Sei p eine Primzahl. Dann hat man die p-adische Bewertung | |, auf Q, definiert durch
m|=p™™ fir m==+ H q"
falls m # 0, und |0| = 0. Die Eigenschaften (i) und (ii) sind klar, und fiir (iii) beachte man:

Ist m = £[]q", m' = £][¢", so gilt m +m’ = £]]¢" mit ny > min(ng,n;). Ist ohne
q q q
Einschrénkung n, < n;, so folgt
Im +m/[, = ping <p " =ml, < |ml, + ], .
Ein bewerteter Korper ist ein Korper mit einer Bewertung. Ist (K| |) ein bewerteter
Korper, so erhilt man eine Metrik auf K durch

d(z,y) = |z —yl.
Addition und Multiplikation sind stetig beziiglich dieser Metrik (Beweis selbst!).
Eine Bewertung | | heifit trivial, wenn |z| = 1 fiir alle z # 0 gilt.
Definition 15.3 Zwei Bewertungen | |; und | |3 auf K heiflen dquivalent, wenn es eine
reelle Zahl ¢ > 0 gibt mit

= |5
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fiir alle z € K.
Dies ist offenbar eine Aquivalenzrelation.

Satz 15.4 Zwei Bewertungen sind genau dann &dquivalent, wenn sie diesselbe Topologie
definieren.

Beweis Gilt | |1=| |4, so sind die Topologien offenbar gleich: Eine e-Umgebung beziiglich
| |2 ist eine e'-Umgebung beziiglich | |,.

Seien umgekehrt die von | |; und | |2 definierten Topologien gleich. Fiir eine beliebige Be-
wertung | | gilt nun

(15.4.1) lz] <1 < (2"),>1 ist Nullfolge.
Es folgt also fiir alle x € K
(15.4.2) |z <1 & |zja < 1.

Also ist | |2 genau dann trivial, wenn dies fir | |; gilt. Andernfalls gibt es ein Element y € K
mit ‘y’l > 1.

Ist nun z € K ~\ {0}, so ist |z]; = |y|{ fiir ein o € R. Sei ("g—) eine Folge rationaler
i>1

(3

Zahlen (m;,n; € Z) mit n; > 0, die strikt von oben gegen « konvergiert (% > 04). Dann ist

1 ’

|z = |ylT <y

also |z™ /y™i |, < 1. Mit (15.4.2) folgt ebenfalls |z™ /y™|, < 1, durch Ubergang zum Limes
also |z]y < |y|§. Betrachten wir eine Folge, die strikt von unten gegen a konvergiert, so folgt
genauso |x|s > |y|g. Damit gilt |z|y = |y|§. Fiir alle x € K* folgt dann

log|z|;  loglyli

log|zls  loglyla

also
2|y = |zl3,

wobei ¢ > 0 wegen |y|; > 1 und somit |y|s > 1.

Definition 15.5 Die Bewertung | | heifit nicht-archimedisch, wenn |n| fiir alle n € N
beschrankt ist, und somit archimedisch.

Beispiele 15.6 (a) Der iibliche Betrag | | auf R oder C, sowie die Bewertungen | |, aus
15.2 (a) sind archimedisch.

(b) | |, auf Q ist nicht-archimedisch, denn es ist |n|, <1 fir alle n € N.

Proposition 15.7 Eine Bewertung | | ist genau dann nicht-archimedisch, wenn sie die
verschiirfte (oder auch ultra-metrische) Dreiecksungleichung

(15.7.1) |z +y| < max{|z|, y[}
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erfullt.

Beweis Gilt (15.7.1), soist [n| =1+ ...+ 1] <|1| <|1| = 1.
Sei umgekehrt N € N mit |n| < N fiir alle n € N. Seien x,y € K, ohne Einschréinkung

|z| > |y|. Dann ist
n
v

lr +y| < V/(n+1)N - |z|

[z +yl" = 2 [“|y["™" < (n + 1) N|a]",

£ (0)r

v=0

n
<>
v=0
also

Im Limes n — oo folgt
|z 4 y| < [z = max{[z], [y[}.

Bemerkung 15.8 (a) Gilt die verschérfte Dreiecksungleichung (15.7.1), so folgt
(15.8.1) ] # ly| = |z +y| = max{lz], |y[}.

(Angenommen |z| < |y| und |z +y| < |y|. Dann ist |y| = |y + 2 — x| < max{|y+ x|, |z|} < |y|
— Widerspruch!).

(b) Eine nicht-archimedische Bewertung ist also eine Abbildung
‘ ’ N KX — R>0
mit

(1) [yl = [=] |yl
(2) |z +y| < max{|z],|y|}.

Allgemeiner betrachtet man auch Abbildungen
| |: K* =G

in eine total geordnete abelsche Gruppe G mit den Eigenschaften (1) und (2). Solche
werden Krull-Bewertungen genannt.

Wir betrachten hier aber im Folgenden immer Absolut-Bewertungen und nennen diese nur
Bewertungen.

Lemma/Definition 15.9 (a) Ist K ein Korper und | |: K — R eine nicht-archimedische
Bewertung, so definieren wir die Funktion

v:K —RU{oco}

durch
U(Z‘)Z{ —10g‘$| ) x#o

00 , ©=020.
Dann gilt

(i) v(z) =00 & =0,
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i) v(zy) = v(z) + v(y)
iii) v(z +y) > min(v(z), v(y))

(
(
(wobei wir fiir a € R definieren a 4+ 0o = 00, a < 00,00 + 00 = 0)
(b

) Jede Funktion v : K — RU{oo} mit den Eigenschaften (i ) (iii) heiBit eine Exponential-
Bewertung von K, und zwei Exponential-Bewertungen v, v’ heiflen dquivalent, wenn v =
t - v' mit einer reellen Zahl ¢t > 0. Offenbar liefert die obige Zuordnung

[~ v=—log] |

eine bijektive Beziechung zwischen nicht-archimedische Bewertungen und Exponential-Bewertungen,
wobei sich die Aquivalenz entspricht. Wir nennen | | und v auch assoziiert zueinander, wenn
v und — log | | Aquivalent sind.

Sei K ein Korper.

Proposition 15.10 Ist | | eine nicht-archimedische Bewertung auf K und v eine assoziierte
Exponential-Bewertung, so gilt:

O={zeK|vx)>0}={ze K| |z|<1}
ist ein Unterring mit der Einheitengruppe
“={reK|vx)=0}={re K| |z|=1}
und dem einzigen maximalen Ideal

m={ze K |v(x)>0}={re K| |z|<1}.

Beweis: Klar/selbst!

Definition 15.11 O heifit der Bewertungsring zu | | (bzw. v), und O/m heifit der Rest-
klassenkorper von O.

Bemerkung 15.12 Offenbar hingt O nur von der Aquivalenzklasse der Bewertung ab.

Lemma/Definition 15.13 Ein kommutativer Ring R mit Eins heifit lokal, wenn er die
folgende dquivalenten Bedingungen erfiillt:

(a) R besitzt genau ein maximales Ideal m.
(b) R~ R* ist ein Ideal.
In diesem Fall ist m = R~ R*, und R/m heifit der Restklassenkérper von R.

Beweis der Behauptungen: Wir bemerken, dass fiir ein echtes Ideal a ; R immer anR* = ()
ist, also a € R~ R*. Ist nun R~ R* ein Ideal, so ist es also das eindeutig bestimmte maximale
Ideal. Besitzt umgekehrt R genau ein maximales Ideal m, so gilt fiir jedes x € R~ R*, dass
() € m, also gilt R~ R* C m. Zusammen mit der Vorbemerkung folgt R ~\ R* = m; dies
ist insbesondere ein Ideal.
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Beispiele 15.14 (a) Nach 15.10 ist der Bewertungsring zu einer Bewertung ein lokaler Ring.

(b) Sei A ein Integritéitsring und p C A ein Primideal. Dann ist nach 13.9 die Lokalisierung
A, ein lokaler Ring (mit eindeutigem maximalen Ideal pA,).

Im folgenden Beispiel kommen beide Fille zusammen:

Beispiele 15.15 (a) Sei p eine Primzahl. Die Exponential-Bewertung zu | |, ist 0, mit

op(x ] ¢") = —log(p™™) =n, - logp.

qprim

Die dquivalente Exponential-Bewertung v, mit
up(E H q*) =ny,
q
heifit die normierte Exponential-Bewertung von p oder die additive p-adische Bewertung.

Der Bewertungsring zu | |, ist

O = {aeQ|v,(a) >0}
{¢1aeZbeZ~{0}, ptb}
= Zg),
die Lokalisierung nach dem Primideal (p).

(b) Allgemeiner sei K ein Zahlkorper und p ein Primideal von K. Dann ist die Abbildung

vp: K — Z U {oo}

vla) =9 n, , falls0#£ (@)= T[] q™

q Primideal

{oo , falls a =0,

eine Exponential-Bewertung und
|y = Np ()

eine zugehorige Absolutbewertung, wobei
Np = |Ok/p| < o00.
Der zugehorige Bewertungsring ist der lokale Ring

a
00 Oy~ {2 K 10c O, b<0s 8},

die Lokalisierung von Ok nach p (Beweis: Ubungsaufgabe!).
Das maximale Ideal von O, ist also
pOp:{%eKmep,be(’)K\p} ,
und der Restklassenkorper ist O,/pO,. Nach Lemma 13.10 ist die Abbildung
Ok /p — Op/p0,
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ein Isomorphismus; der Restklassenkorper identifiziert sich also mit dem {iiblichen Restklas-

senkorper k(p) = Ok /p von p.

Definition 15.16 (a) Eine Exponential-Bewertung v auf einem Korper K heifit diskret,
wenn die Wertegruppe I' = v(K*) isomorph zu Z ist. Der zugehorige Bewertungsring
heifit dann diskreter Bewertungsring. Wir nennen auch jeden zugehorigen Absolutbetrag | |
diskret.

(b) Eine diskrete Exponential-Bewertung v heifit normiert, wenn s = 1.

Beispiele 15.17 (a) | |, auf Q ist diskret; die zugehorige Exponential-Bewertung v, aus
15.15 (a) ist normiert.

(b) Die Exponential-Bewertungen v, aus 15.15 (b) sind diskret und normiert.

(c) Jede diskrete Exponential-Bewertung ist dquivalent zu einer normierten diskreten Exponen-
tial-Bewertung: Es gibt ein Erzeugendes s von I' mit s > 0; dann ist also I' = Z - s und %v
normiert. Beachte: s ist das kleinste Element > 0 in .

Definition 15.18 Sei v eine diskrete Exponential-Bewertung. Ein Element 7 mit minimalem
positiven Wert v(m) heiit Primelement (fiir v).

Lemma 15.19 Sei v diskrete Bewertung auf K mit Bewertungsring O, und sei 7 ein Prim-
element.

(a) Jedes z € K* besitzt eine eindeutige Darstellung

T =ur"

mit m € Z und einer Einheit u € O*.

(b) p = wO ist das maximale Ideal von O, und die von Null verschiedenen Ideale von O sind
die Ideale
p"=71"0 ={zr € K |v(zx) >nv(r)}

fiir n > 0. Insbesondere ist O ein Hauptidealring.

Beweis Ohne Einschriankung sei v normiert und damit v(7) =1 und v(K*) = Z.
(a): Ist dann « € K* und v(z) = m € Z, so gilt fiir v = a7 ™ : v(u) = v(z) — mo(7) =
m — m = 0; also ist u eine Einheit und = un™. Die Eindeutigkeit ist wegen v(un™) = m

klar.

(b): Sei 0 # a € O ein Ideal und = # 0 ein Element in a mit minimalem Wert v(z) = n. Dann
ist x = un”™ mit u € O™ also 7O C a. Ist y = v7™ € a mit v € OF, so ist v(y) = m > n,
also y = v "1™ € 1" O. Es gilt also a = 7"O. Daher ist offenbar auch p := 7O maximales

Ideal und p" = 7"O.
Man vergleiche dies mit Satz 13.11. Tatséchlich gilt

Satz 15.20 Fiir einen Integritétsring R sind dquivalent

(a) R ist ein diskreter Bewertungsring (d.h., der Bewertungsring einer diskreten Bewertung
v auf K = Quot(R)) oder ein Korper.
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(b) R ist ein lokaler Dedekindring.
(¢) R ist ein lokaler Hauptidealring.

16 Komplettierungen

Definition 16.1 Ein bewerteter Korper (K, | |) heifit vollstindig (oder komplett), wenn
jede Cauchyfolge (ay,)nen in K gegen ein a € K konvergiert. (Cauchyfolgen und Konvergenz
sind hier beziiglich der assoziierten Metrik d(z,y) = |x — y| verstanden).

Konstruktion 16.2 Zu jedem bewerteten Korper (K| |) kann man in kanonischer Wei-
se einen vollstdndigen bewerteten Korper (f( .| |) definieren, der K als dichten Teilkorper
enthilt, wobei | | auf K eine Fortsetzung von | | auf K ist. (K,| |) wird die Komplettie-
rung (oder Vervollstindigung) von (K, | |) genannt.

Wir skizzieren die Konstruktion: Sei R der Ring der Cauchyfolgen in K. Darin bilden die
Nullfolgen ein maximales Ideal N, und man setzt
K =R/N.

Man erhilt einen kanonischen (injektiven) Kérperhomomorphismus

K — K
a +— Klasse a der konstanten Folge (a).

Die Bewertung | | liasst sich auf K fortsetzen, indem man fiir die Klasse a der Cauchyfolge
(@n)nen definiert

la] = lim |a,|.
Dieser Limes existiert wegen der Vollstandigkeit von R, da wegen | |a,| — |am| |< |an — am|
die Folge (|a,|), eine Cauchyfolge in R ist.

K st vollstindig: Sei (@™)men eine Cauchyfolge in K, mit ™ = (a*)geny € R. Fiir jedes
n € N gibt es dann ein k,, € N mit

1
lap —ap| < = fir kK >k,.

S

Dann ist b = (a} ) eine Cauchyfolge mit lim @™ = b in K: Es ist

m—00

1

1
af, — il | = lag, — afl,| < lap, — | +]a" = " | +]a" —af,| < <+ 0" — |+

Da (a") eine Cauchyfolge ist, gibt es fiir jedes ¢ > 0 ein N, € N, so dass |a" — a™ ], und
# < ¢ fiir n,n’ > N.. Also ist b eine Cauchyfolge.
Weiter gilt
1
la" —b| < |a" —ay |+ |ay, —b] < — 43¢ <d4e
—k Tk n

fiir n > N,, also lim a™ = b.

n—oo

93



K ist ein dichter Teilkorper: Ist a reprasentiert durch die Cauchy-Folge (a,,), so ist lim a, =

n—oo

a. Ist (K1, |) ein weiterer vollstédndiger bewerteter Korper, der (K, | |) als dichten Teilkorper
enthélt, so erhélt man eine kanonische, bewertungserhaltende Korperisomorphie

c: K — K,
Klasse von (a,) +— lim a,.
n—oo

Beispiele 16.3 (a) R und C mit dem tiblichen Beitrag | |« sind vollsténdig, und R ist die
Vervollstandigung von Q beziiglich | |-

(b) Die Vervollstandigung von Q beziiglich | |, wird mit Q, bezeichnet und heifit der Korper
der p-adischen Zahlen.

(c) Ist K ein Zahlkorper und p ein Primideal in K, so heifit die Vervollstandigung von K
beziiglich | |, die p-adische Vervollsténdigung und wird mit K, bezeichnet.

(d) Ist K ein Zahlkoérper und o : K < C eine Einbettung, so ist die Komplettierung K, von
K beziglich | |, isomorph zu R, wenn o reell ist (da K, <— R und da die Komplettierung
von Q beziiglich | | | @:] |o bereits R ist), und isomorph zu C, wenn o komplex ist (da

K, — C eine R-Algebra ist, aber nicht in R enthalten).
Wir studieren im Folgenden die p-adischen Komplettierungen von Zahlkdrpern.

Sei R ein kommutativer Ring mit Eins und sei a C R ein Ideal. Fiir alle n > 1 sei

™ : R/a"™ — R/a"
z mod a"t!' — 2 mod a®

die kanonische Surjektion.

Lemma/Definition 16.4 (a) Eine Familie (a,) mit z,, € R/a™ heifit kompatibel, wenn
Tn(Ani1) = ay, fir alle n € N,

(b) Sei

R:=R":={(x,) € [[ R/a" | (o) = X, Vn €N}

neN

die Menge aller kompatiblen Familien. Dann ist R beziiglich der Verkniipfungen

(Tn) +(yn) = (2n + Yn)

ein Ring (also ein Unterring des Produktrings [[ R/a™) und heiit die a-adische Komplet-
tierung von R.

(¢) Fiir # = (2,,) € R nennen wir z,, auch die n-te Komponente von z und schreiben dafiir
x mod a”. Die kanonischen Abbildungen

R

ﬁ
Yy =

R : — R/a"
(y mod a") = T

8 o

n

sind Ringhomomorphismen.
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Bemerkungen 16.5 Man sagt auch, dass

R=1limR/a"
—

n

der projektive Limes des projektiven Systems (R/a") mit den Ubergangsabbildungen m,
(bzw. Ty @ R/a™ — R/a™ fiir m > n) ist. Dies ist ein Spezialfall des allgemeineren Begriffs
eines projektiven Limes, siehe z.B. Algebra II, §2.

Lemma 16.6 Sei R ein Ring und a C R ein nilpotentes Ideal (a” = 0 fiir ein n > 0). Dann
gilt fir z € R
re€R* < zxmodac€ (R/a)".

Beweis “=" gilt immer (fiir jedes Ideal).
“<”: Ist x mod a Einheit in R/a, so gibt es ein y € R mit
zy=1—a ,a€a.
Ist nun a™ = 0, so gilt
1—a)(l+a+a*+...+a" )=1—-a"=1,

also ist y(1 +a+...+a" ') ein Inverses von z in R.

Corollar 16.7 Sei R ein Integrititsring und m ein maximales Ideal, und sei R, = (R~m) 'R
die Lokalisierung von R nach m. Dann ist fiir alle n € N die Abbildung

on: R/m"™ — Ry /m"Ry,
ein Isomorphismus, und die Komplettierung

R =1imR/m” = lim Ryy/m" Ry = R
— —

n

ist ein lokaler Ring.

Beweis ¢, ist bijektiv: Dies folgt unter Benutzung von 16.6 genauso wie im Beweis von
Lemma 13.10 (Falln =1).
R ist lokal: Sei © = (x,,)p>1 € R. Dann gilt

(16.7.1) reR* & 1z e (R/m)*.

“=": Allgemein gilt fiir jeden Ringhomomorphismus o0 : A — B:a € A* = ¢(a) € B*.
“<": Ist oy eine Einheit, so sind nach 16.6 alle z,, Einheiten (Es ist R/m = (R/m™)/(m/m"),
und fiir das Ideal m/m™ C R/m" ist (m/m™)" = 0). Ist nun y, € R/m" das (eindeutig
bestimmte!) Inverse von x,, so gilt 1 = m,(Zpi1 - Ynt1) = T(@ns1) * To(YUns1) = TnTn(Yns1),
woraus wegen der Eindeutigkeit des Inversen 7, (yn+1) = yn folgt. Also ist y = (y,) eine
kompatible Familie, d.h., in R, und es gilt zy = 1.

Aus (16.7.1) folgt nun (da R/m ein Korper ist)
R~ R* =ker(R — R/m),
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so dass R ~. R* ein Ideal ist, und die Behauptung folgt mit 15.13.

Sei O ein Dedekindring, 0 # p € O ein Primideal und v, die zugehorige diskrete Exponential-
Bewertung (genauso definiert wie in 15.15 (b):

’Up(a) = Ny, falls 0 75 (a) — H qnq ;
q

dabei interessiert uns vor allem der in 15.15 (b) behandelte Fall der Zahlkorper). Sei K =
Quot(O) der Quotientenkérper von O, und sei Kp die Komplettierung von K beziiglich
irgendeiner zu v, gehorigen Absolutbewertung | |, (z.B. |a|, = e™(®); aber die Komplettie-
rung ist fiir jede dquivalente Bewertung dieselbe). Nach 16.2 ist K, p ein vollstdndig diskret
bewerteter Kérper, beziiglich einer kanonischen Fortsetzung 0, von v,. Sei

Op = {a € Ky | vp(a) > 0}
der zugehorige Bewertungsring, und sei p das maximale Ideal darin.
Satz 16.8 (a) Fiir alle n > 1 sind die kanonischen Abbildungen
Ofp" — Op/p"

[somorphismen.

(b) Es ist p™ = p"@p, und @p ist isomorph zur p-adischen Komplettierung von O.

Beweis Sei O, C K der Bewertungsring in K beziiglich v,. Wie in 15.15 (b) folgt, dass O,
die Lokalisierung von O nach dem Primideal p ist. Die Abbildung

Un 1 Op = Op/p"

hat den Kern p™O,, wegen 0y x = v, (nach 15.19 (b) ist p" O, = (pO,)" = {z € K | vy(z) >
n}y und p" = {z € K, | 0,(z) > n}).

Weiter ist 1, surjektiv: Da K dicht in f(p ist, gibt es zu jedem a € @p ein o € K mit
(16.8.1) vpla —a) >n.
Wegen vp,(«) > min(vy(a), vp(ov — a)) > 0 ist dann o € O, und wegen (16.8.1) gilt
a—aep’.
Es ergibt sich also ein Isomorphismus
(16.8.2) O,/p"0p = O, /p" .
Zusammen mit dem Isomorphismus
O/p" = O,/p" 0

aus 16.7 ergibt sich die Behauptung (a).
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(b): Die Wertegruppen sind gleich fiir die Bewertungen auf K und Kp. Jedes Element 7 €
p . p? ist also ein Primelement fiir O, und fiir O, und es folgt (p)" = "0, = p" O, wegen
p C p. Die letzte Behauptung von (b) folgt aus (a) und dem folgenden Satz, angewendet auf
O,.

Satz 16.9 Sei K ein vollstéandiger diskret bewerteter Korper mit zugehdrigen Bewertungsring
O. Sei m das maximale Ideal in @ und O die m-adische Komplettierung von O. Dann ist die
kanonische Abbildung

p:0— O

ein Homéomorphismus. Hierbei trage @ die Unterraumtopologie beziiglich der Inklusion
O c J[o/m"
(Tn) — (za),

wobei das rechte Produkt die Produkttopologie tragt, beziiglich der diskreten Topologien
auf den Faktoren O/m".

Beweis Die Abbildung ist injektiv, denn der Kern ist (1 m" =0 (0# «a € O,v(a) =v =

n>1
a €m’ \m’ ).

Surjektivitat: Ist (x,) € O und wihlen fiir jedes n > 1 ein y, € O mit y, mod m" = z,,, so ist
(Yn)n>1 eine Cauchyfolge (fir m,n > N ist, wegen der Kompatibilitét der z,, ym = yn = —yn
mod m™, also v(y,, — y,) > N fiir die normalisierte Bewertung v). Also existiert y = lim vy,

in K (da K vollsténdig ist), und es gilt y € O (da alle y,, € O) und weiter y = y,, mod m”",
also y mod m” = zx,, fiir alle n.

In [TO/m" sind die Mengen

Un:{O}x...x{O}xH(’)/m”

v>n

(fiir n > 1) eine Umgebungsbasis der 0 (da die Topologie auf den O/m” diskret sein sollte).
Damit sind in O C [[O/m” die Mengen

ker(©® — O/m")

(fiir n > 1) eine Umgebungsbasis der 0. Unter der Bijektion ¢ entsprechen diese Mengen
den Mengen
m" (n>1),

die gerade eine Umgebungsbasis der 0 bilden. Es folgt, dass ¢ ein Homoomorphismus to-
pologischer Gruppen ist (betrachte entsprechend auch die Umgebungsbasen fiir beliebige
Elemente a; hier entsprechen sich a + m™ und ¢(a) + U,).

Wir geben noch eine etwas explizitere Beschreibung der betrachteten Korper.

Sei K ein vollstandiger diskret bewerteter Kérper mit Bewertungsring O. Die folgende Ei-
genschaft unterscheidet diese Korper stark von den archimedischen Korpern R oder C.
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Lemma 16.10 In K konvergiert jede Reihe
>
n=1

deren Reihenglieder a,, gegen Null konvergieren.

Beweis Sei lim a,, = 0. Wir haben zu zeigen, dass dann die Partialsummen eine Cauchyfolge

n—oo

bilden. Ist aber € > 0 und |a,| < € fiir alle n > N, so gilt fiir alle n > N und alle M >0

lan + ani1 4+ .o+ anpm |< _max lani| < e

wegen der verschérften Dreiecksungleichung.

Satz 16.11 Sei R C O, mit 0 € R, ein Restsystem, d.h., ein Repréisentantensystem fiir
O/p. Dann besitzt jedes © € K \ {0} eine eindeutige Darstellung als Reihe

r=71"(ag + a7 + agm +...)
mit m € Z und a; € R, ap # 0. Es ist in diesem Fall v(z) = m.

Beweis Sei = 7™ - u mit m € Z und u € O* (siehe 15.19 (a)). Dabei ist m = v(z). Wir
zeigen nun durch Induktion, dass u fiir jedes n € N eine Darstellung

(16.11.1) U=ag+ am+am+aym + ... +a,_ L+ 7" b,

mit eindeutigen ag,...,a,_1 € R,a¢ # 0 und b, € O besitzt.

Dies gilt offenbar fiir n = 1, nach Wahl des Restsystems: es gibt ein eindeutig bestimmtes
ap € R~ {0} mit u = ap mod p, und dann ist u — ag = 7 - by mit eindeutigem b; € O. Ist
nun schon (16.11.1) gefunden, dann ist der Représentant a,, € R von b, mod 7O eindeutig
bestimmt und

w=ag+am+ ...+ a7+ 7" b,

mit einem eindeutig bestimmten b,,; € O. Die Eindeutigkeit der a; und b; ergibt sich
sukzessive durch Betrachtung von u mod 7*O,i = 1,...,n. Wir erhalten hierdurch eine
eindeutig bestimmte Reihe

o0

>0

n=0

die gegen u konvergiert, weil die Restglieder n"b,, gegen null gehen.

Beispiele 16.12 (a) Sei p eine Primzahl. Nach dem bisher Bewiesenen ist der Bewertungsring
von Q, gleich
Z, = 7

die p-adische (= (p)-adische) Komplettierung von Z. Wir haben Isomorphismen fiir alle n

ZIp" L = Lp/p" L,
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insbesondere ist der Restklassenkorper (Fall n = 1) gleich Z/pZ = F,. Da 0,...,p — 1 ein
Restsystem fiir Z/pZ ist, hat jede p-adische Zahl a € Q,, eine eindeutige Darstellung

a=p"(ag+ap+...+ap" +...)

mit a; € {0,...,p —1},a9 # 0,n € Z. Es ist o € Z,, genau dann, wenn n > 0, wenn also

o0
o= Z b,p"
n=0

mit b, € {0,...,p — 1}. Die Elemente in Z, heiflen auch ganze p-adische Zahlen.
(b) Fiir alle x € pZ, (dem maximalen Ideal von Z,) konvergiert der p-adische Logarithmus

o0

n :En
log, (1 +x) = Z(—l) +1;
n=1
und die p-adische Exponentialfunktion
oo :En
exp,(z) = Y )
n=1 :

Dies ist nicht ganz offensichtlich, da v,(n!) — oo fiir n — oo, also |n!|, — 0 fir n — oo;
auBerdem konvergiert |n|, nicht fiir n — oo. Es gilt aber v, (£;),v, (£) — oo fiir n — oo,
also ‘% . {%p—m.

17 Vollstindige nicht-archimedische Korper
Sei (K, | |) ein vollstdndiger nicht-archimedisch bewerteter Kérper (mit | | nicht-trivial). Sei
O der zugehorige Bewertungsring, mit maximalem Ideal p und Restklassenkorper & = O/p.
Definition 17.1 Ein Polynom
f(@) = apz™ + ap_12" ' + ...+ ayz +ag € Ol]
heifit primitiv, wenn f(z) #Z 0 mod p ist, d.h., wenn
|f] == max{|ag|,...,|a,|} = 1.
Satz 17.2 (“Henselsches Lemma”) Sei f(z) € O[] ein primitives Polynom. Besitzt f(z) =
f(z) mod p € k[x] eine Zerlegung
f(z) =g(x) - k(=)

mit teilerfremden Polynomen g, h € k[z], so besitzt f(x) eine Zerlegung



mit Polynomen g, h € O[x], wobei deg g = degg und

Gg=gmodp , h=hmodp.

Beweis: Sei d = deg f und m = degg, so dass also d —m > deg h. Seien gy, hg € O[z] mit
G = go mod p, h = hy mod p,deg gy = degg = m und deg hy < d —m. Wegen (g, h) = 1 gibt
es a(z),b(z) € O[z] mit

ago + bho =1 mod p.

Fiir die Polynome
f—goho , agot+bg—1 €plz]

sei m € p ein Koeffizient mit maximalen Betrag |r|. Fiir die gesuchten Polynome g und h

machen wir den Ansatz
g = Go+pimHpomt+ ...
h = h0+q17r—|—q27r2+...

mit Polynomen p;, ¢; € O[z] vom Grad < m bzw. < d — m. Wegen der Vollstéandigkeit von
K sind diese Reihen konvergiert und ergeben Polynome in O[z] vom Grad m bzw. < d —m,
wobei nach Konstruktion g = go = g mod p und h = hg = h mod p gilt. Dabei bestimmen
wir induktiv die p; und ¢; derart, dass fiir die Polynome

gn = Got+pim+ ...+ p7"
hn = h0+ql7T+...+qn7Tn

die Beziehung
(17.2.1) f = gnh,, mod 7"t

gilt. Durch Grenziibergang ergibt sich dann die gewiinschte Gleichung f = gh.

Fiir n = 0 gilt (17.2.1) nach Wahl von go, ho und 7. Gilt (17.2.1) fiir n — 1 und ist n > 1, so
lauft (17.2.1) fir n wegen

In = Gn-1+D0nm , hy=hy 1+ ¢qm
auf die Beziehung
f = gn-1bn-1 = (gn-1¢n + hn_1pn)7" mod 7"+
hinaus, also nach Division durch 7" auf die Konvergenz
(17.2.2) fn = (Gn-1qn + hn_1Pn =)90¢n + hopn, mod 7,

wobei f, := (f — gn—1hn-1)/7" € O[z] nach Induktionsvoraussetzung,.

Nach Wahl von 7 gilt gga + hob = 1 mod 7 und damit
(17.2.2") goafn + hobf, = f, mod 7,

aber die Grade von af, und bf, konnten noch falsch sein. Mittels Polynomdivision durch
go(x) (in K|x]) erhalten wir

b(x) fu() = q(2)go() + pn(z)
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mit degp, < deggy = m. Wegen deg gy = degg, = m ist der fithrende Koeflizient von g
eine Einheit in O, so dass ¢(z) € Olz], und wir erhalten die Kongruenz

(17.2.3) go(afn + hoq) + hopn = f,, mod 7.

Streichen wir noch aus dem Polynom af, + hogq alle durch 7 teilbaren Koeffizienten heraus,
so erhalten wir ein Polynom ¢,, das zusammen mit p,, die Kongruenz (17.2.2) erfiillt, wobei
wegen deg f,, < d, deg hop, < (d—m)+m = d und deg gy = m gilt: degq, = degq,, < d—m.

Beispiel 17.3 (a) Sei p eine Primzahl. Das Polynom 2?~! — 1 € Z,[z] zerfillt iiber dem
Restklassenkorper Z,/pZ, = Z/pZ = T, in verschiedene Linearfaktoren. Nach mehrfacher
Anwendung des Henselschen Lemmas (auf den vollstdndigen bewerteten Korper (Q,,| |,)
mit Bewertungsring Z,) zerféllt es also auch iiber Q, in (notwendigerweise) paarweise teiler-
fremde Linearfaktoren. Also enthélt Q, die Gruppe p,—1 aller (p — 1)-ten Einheitswurzeln.
Weiter bildet die Menge 1,1 U{0} ein Restsystem. Dabei ist y,_; — F) ein Isomorphismus
beziiglich der Multiplikation; man spricht auch von einem multiplikativen Restsystem.

(b) Allgemeiner folgt, dass fiir einen Zahlkorper K und ein Primideal p fiir K die p-adische
Komplettierung K, die (¢ — 1)-ten Einheitswurzeln enthélt, wobei ¢ = Np die Méchtigkeit
des Restklassenkorpers k(p) = Ok /p = O,/pO, ist. Hierbei ist O, der Bewertungsring von
| |, in K, also die p-adische Komplettierung von O. Dieser Ring heifit auch der Ring der
ganzen Zahlen in K,. Weiter ist y,_1 U {0} ein multiplikatives Restsystem fiir K.

Corollar 17.4 Fiir jedes irreduzible Polynom
f(x) = ana™ + an_12" ' 4 ...+ a1z + ag € K[a]

gilt
|1 = max{[aol, |as]} .

Insbesondere gilt f € O[z], falls a,, = 1 und qg € O.

Beweis Nach Multiplikation mit einem geeigneten Element o € K* (ndmlich dem Inversen
eines Koeffizienten a; mit |a;| = |f|) konnen wir annehmen, dass f € O[z] und |f| = 1. Sei
a, der Koeffizient mit minimalem r, so dass |a,| = 1. Dann gilt

flz)=2"(ar + arp1x + ...+ apz™ ") mod p

mit a, = 0 mod p. Ware nun max{|ao|, |a,|} < 1, so wire 0 < r < n, und " wire teilerfremd
zum Polynom in der Klammer, und nach dem Henselschen Lemma wére f(z) zerlegbar —
Widerspruch! Der Zusatz ist klar, da f € Olx] wenn |f| = 1.

Als Anwendung erhalten wir die folgende Aussage, die im Kontrast zur Situation von Zahlkor-
pern steht, wo fiir eine Erweiterung L /K, ein Primideal p fiir K und zwei verschiedene Prim-
ideale B, P’ fiir L iiber p zwei Fortsetzungen | | und | |q von | |, existieren, die verschieden

sind (vergleiche Ubungsaufgabe 52 (ii)).

Satz 17.5 Ist L/ K eine endliche Erweiterung, so lésst sich | | in eindeutiger Weise zu einer
Bewertung | | auf L fortsetzen. Diese ist durch

la| = {/|Npyk(a)| firaeL
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gegeben, wobei n = [L : K|. Der bewertete Korper (L, | |) ist wieder vollstiandig.

Beweis: Existenz der Fortsetzung: Sei O der Bewertungsring | | in K, und sei Oy, der
ganze Abschluss von O in L. Dann gilt

(17.5.1) OL:{OCGL | NL/K(CY) GO}

Denn: Sei o € L und

flx) =2+ ag_ 107 4+ .. 4+ ap € K[a]
das Minimalpolynom von « iiber K. Ist nun o« € Oy, so ist f € Olz| und damit auch
Np/k(a) = £ag € O. Ist umgekehrt ag = £Np/k(a) € O, so liegt f nach 17.4 in Olz], und
damit ist « ganz iiber O, d.h., in Oy.

Wir zeigen nun, dass durch |o| = {/|Np/k(a)| eine Bewertung auf L gegeben ist. Die Be-
dingungen o] = 0 < «a = 0 und |af] = |a||8] gelten offensichtlich. Die verschérfte
Dreiecksungleichung

v + 5| < max{|al, [5]},

wobei ohne Einschrénkung o, f # 0 sei, lduft nach Division durch max{|al,|3|}, auf eine
Beziehung
o] <1 & Ja+1]<1

hinaus. Nach Definition und nach (17.5.1) bedeutet dies aber die Beziehung
ac0, & a+1e0g,

was gilt, da Op ein Ring mit Eins ist.
Also ist | | eine Bewertung auf L, die | | auf K fortsetzt, da fiir a € K gilt: Ny x(a) = a™.

Eindeutigkeit der Fortsetzung: Sei | |" eine weitere Fortsetzung von | | auf L, mit Bewer-
tungsring O’. Sei B bzw. P’ das maximale Ideal von O bzw. O (wir haben oben gesehen,
dass Op = {a € L | |a] <1}, also gleich dem Bewertungsring von | | auf L ist). Wir zeigen
zuerst, dass O C O'. Sei a € Op ~ O, und sei

flx) =2+ a2 + .. +ay

das Minimalpolynom von « iiber K. Dann ist (wegen o € Op) aq,...,aq € O und (wegen
KNO' ={peK||f]>1})ateP alsol = —ajat—...—ag(a1)? € P’ — Widerspruch!
Also gilt Op C O, und damit auch B C P’, da O NP’ ein von null verschiedenes Ideal in
Oy ist (da | | auf K nicht-trivial ist), und damit P = O NP’ C P'. Dies bedeutet aber die
Beziehung

la| <1 & Jaf <1 firalleae L,

und damit die Aquivalenz von | | und | |'; siche den Beweis von Satz 15.4, wo nur die
Implikation |z|; < 1 = |z|s < 1 benutzt wurde, um die Aquivalenz von | | und | | zu
zeigen.

Die Gleichheit von | | und | |" auf L folgt nun aus dem folgenden Lemma.
Lemma 17.6 Sei K ein Korper, | | eine nicht-triviale Bewertung auf K, sei L/K eine
Korpererweiterung und seien | |; und | |5 zwei Fortsetzungen von | | auf L. Sind | |; und

| |2 Aquivalent, so ist | [1=] |o.
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Beweis: Ist |z]; = |z|} fiir alle x € L mit einem ¢ > 0, so folgt |x| = |z|* fiir alle z € K. Ist
| | nicht-trivial, so folgt hieraus t = 1.

Wir fahren mit dem Beweis von 17.5 fort, wobei (K, | |) wieder vollstdndig nicht-archimedisch
bewertet ist.

Die Vollstéandigkeit von (L, | |) folgt aus dem néchsten Satz.

Satz 17.7 Sei (V|| ||) ein endlich-dimensionaler normierter K-Vektorraum, d.h., || |: V —
R>¢ sei eine Abbildung mit den Eigenschaften

i) [[z][=0 & =0 fir alle x € V.

(ii) || ax ||=|a|- || x || firalleae K,z € V.

i) |z +y <z ||+ [y firallex,yeV.

Dann ist V' (beziiglich der Metrik d(z,y) =|| * — y ||) vollstiandig.

Hieraus folgt in der Situation von 17.5 tatsichlich die Vollsténdigkeit von L, denn die Fort-
setzung von | | auf L definiert eine Norm auf dem n-dimensionalen K-Vektorraum L.

Beweis von Satz 17.7: Sei vy,...,v, eine K-Basis von V' und || ||~ die zugehorige Maxi-

mumsnorm auf V:
n

g a;V;

=1

= max{|a,...,|an|}.

Es folgt aus der Vollstandigkeit von K, dass V' mit dieser Maximumsnorm vollstdndig ist.
Daher geniigt es zu zeigen, dass jede Norm || || auf V' zu || ||o &quivalent ist, d.h., dass es
Konstanten p, p/ > 0 gibt mit

pllelloe < lzll < pll2llo

Fiir p konnen wir aber ||vq]| 4. ..+ ||v,|| wihlen. Die Existenz von p folgt mit vollstandiger
Induktion {iber n = dimg V', wobei der Fall n = 1 mit p = ||v4]| gilt. Sei fiir dimV =n —1
alles bewiesen. Ist nun dim V' = n, so ist fiir jedes ¢ € {1,...,n} der Unterraum

‘/;:KUl+...+KUi,1+KUi+1+...+KUn

nach Induktionsvoraussetzung beziiglich der Einschrénkung von || || vollstindig, also abge-
schlossen in V. Damit ist auch v; + V; abgeschlossen. Wegen

0¢ | Jwi+Vi) =M
i=1
gibt es eine zu M disjunkte offene Umgebung von 0, d.h. (durch Betrachtung einer p-

Umgebung von 0), es gibt ein p > 0 mit

[[vi +wi|| > p

fiir alle 7 € {1,...,n} und alle w; € V;. Fiir v = 3 av; € V \ {0} und r so gewshlt dass
=1
la,| = max{|a1],...,|a,|} = ||z||o gilt dann

a ap
—Uv1+ .. Ut U,
ar

Qyr

>p,

] = \
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so dass
7] > pl|z[|oo -

18 Zahlkorper und ihre Komplettierungen

Sei K ein Korper.

Definition 18.1 Eine (Prim-)Stelle von K ist die Aquivalenzklasse <| |> einer Bewertung
| | auf K.

Wir bezeichnen Stellen oft mit Buchstaben v, w ..., was nicht mit den Exponentialbewer-
tungen verwechselt werden sollte.

Definition 18.2 Sei L/K eine Korpererweiterung und v eine Stelle von K.

(a) Eine Stelle w von L heifit Fortsetzung von v, wenn wx gleich v ist, d.h., wenn fiir eine
(und damit jede) Bewertung | |" von L, die w représentiert, die Einschrénkung | [{; in v
liegt.

(b) Sei L/K eine Galoiserweiterung mit Galoisgruppe G. Fiir eine Bewertung | | auf L
mit ¢ € G sei 7| | die Bewertung, die durch |z| = |~ z| definiert wird. Fiir eine Stelle
w =< || >von L sei ow =< 9 | > (Dies ist wohldefiniert, da fiir | |" ~ | |” offenbar
P~ ).
(c) Fiir eine Stelle w von L heifit

Gy ={0€G|ow=w}

die Zerlegungsgruppe von w in G.

(d) Ist w nicht-archimedisch, so heift
I, ={0€Gy||ox—x|, <1 firalle x € L mit |z|, <1}
die Tragheitsgruppe von w in Gal(L/K). Hierbei sei | |, eine Bewertung, die w représentiert.

Bemerkungen 18.3 (a) Offenbar hingt I, in 18.2 (d) nicht von der Wahl von | |, ab;
weiter sieht man leicht, dass I,, eine Untergruppe von G, ist.

(b) Ist w)k nicht-trivial, so folgt aus Lemma 17.6
Gy={0€G| " o= lu}
falls w =<| |, >.

Beispiele 18.4 (a) Sei L/K eine Galoiserweiterung von Zahlkérpern mit Galoisgruppe G
und P C Oy, ein Primideal. Sei w die durch | | gegebene Stelle. Dann ist

Gy=Gp={reG|™B =P}
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die iibliche Zerlegungsgruppe von B. Denn fiir 7 € G gilt | | =1 |-p, und P ist durch w
eindeutig bestimmt (vergleiche auch Ubungsaufgabe 52): Es ist P = {z € L | |z|p < 1},
und es gilt fiir Bewertungen | | und | |

(18.4.1) 1~ < (z|<1l e |zI'<1l VzeK)
(vergleiche den Beweis von 15.4). Ebenso ist
I, = Iy ={7 € Gy | ox = v mod P}

die iibliche Tragheitsgruppe von L/K.

(b) Nun sei 0 : L < C eine Einbettung und | |, die zugehorige Bewertung. Fiir p € G
ist dann #| |, = | |,p-1. Gilt | |, = | |5, also auch #7'| |, = | |,, so folgt (vergleiche
Ubungsaufgabe 52 (iii)) op = o oder op = & = co, wobei ¢ die komplexe Konjugation auf C
ist. Im ersten Fall ist p = id; im zweiten Fall ist op? = cop = c®c = 0, also p? = id. Weiter
gilt p = p/ falls op = op’. Die Zerlegungsgruppe hat also die Ordnung 1 oder 2.

Sei L/ K eine Korpererweiterung, v eine Stelle von K, w eine Fortsetzung von v auf L. Seien
K, und L,, die Komplettierungen von K beziiglich v bzw. von L beziiglich w. Es ist klar,
dass wir eine Einbettung K, — L,, erhalten, und weiter ein Korperdiagramm

(die Striche stehen wie iiblich fiir Einbettungen). Die Fortsetzungen von v bzw. w auf K,
bzw. L,, seien wieder mit v bzw. w bezeichnet.

Satz 18.5 Es gibt kanonische Isomorphismen

Go(L/K) = Gal(Ly,/K,)
Io(L/K) = Iy(Lu/K.).

Beweis Nach 17.5 ist die Fortsetzung von v auf K, zu w auf L,, eindeutig. Daher ldsst jedes
o € Gal(L,/K,) die Stelle w fest, und wir erhalten durch Einschrinkung einen Homomor-
phismus

¢ :Gal(L,/K,) — Gyw(L/K)
(da L/K galoissch ist, gilt o, (L) € L), der I,(L,/K,) in I,(L/K) abbildet. Da jedes
o € Gal(L,/K,) stetig beziiglich w ist und L dicht in L, liegt, ist ¢ injektiv. Umgekehrt
ist auch jedes 0 € G, (L/K) stetig beziiglich w und setzt sich daher eindeutig zu einem
Isomorphismus der Komplettierung L,, fort, der K, festlédsst, weil der in K, dichte Kérper

105



K festgelassen wird, und der in I, (L, /K,) liegt, wenn o in I, (L/K) liegt. Dies zeigt, dass
¢ surjektiv ist und auch einen Isomorphismus der Trégheitsgruppen induziert.

Wir erhalten auch eine “lokale” Beschreibung der Diskriminante.

Sei A ein Dedekindring, p € A ein Primideal, A, die Lokalisierung und Ap die Komplettie-
rung. Dann haben wir gesehen: Die maximalen Ideale von A, bzw. A, sind p’ = pA, bzw.
p = pA,. Weiter gilt fiir alle n € N

(18.6.1) prNA,=p" . prNA=p".

Fiir ein Ideal a = []q™ gilt weiter ad, = (p')™, ad, = p". Wir kénnen also n, = v,(a)
q

herausbekommen, indem wir in A, oder /Alp rechnen.

Sei nun L eine endliche separable Erweiterung von K = Quot(A) und B der ganze Abschluss
von A in L.

Satz 18.6 Sei p C A ein Primideal. Dann gilt

vp(0574) = vp(0,/4,) = Y (05 /4,
B/p

wobei B, = (A \ p)~'B die Lokalisierung von B nach p ist und Bq;; die *B-adische Kom-
plettierung von B. (Wir bezeichnen die normierten Exponentialbewertungen auf A, und A,
wieder mit vy).

Beweis Die erste Gleichheit folgt unter Benutzung von (18.6.1) wie im Beweis der Behaup-
tung 2 im Beweis von 14.2; Abschnitt 14.12: Es gilt

(18.6.2) propa & ()" [ 05,4, -

Die zweite Gleichheit folgt so: Ist ey, ..., e, eine Ap-Basis von By, so sind die Bilder ey, ..., e,
auch eine A,-Basis der p-adischen Komplettierung

B, = lim By /p™ B,

m

von By; hieraus folgt

(18.6.3) DB,,/AP = 0B,/4, Ap )

Ist nun pB = P7' ... P die Primzerlegung von y in B, so ist nach dem chinesischen Restsatz
kanonisch

B, /y™ B, — EBp/q3;nein
[ 2 | 2

B/p"B — ] B/P“B.
=1
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Hieraus folgt die Isomorphie
B,~ ][ By
i=1

Zusammen mit Lemma 14.10 folgt

(1864) aBp/Ap = Haémi/Ap ’
i=1

Aus (18.6.3) und (18.6.4) folgt die zweite Gleichheit in Satz 18.6.
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