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0 Einfiihrung

Die lineare Algebra hat ihren Ursprung in der Betrachtung von linearen Gleichungssystemen

a1ry + ... + QpnT, = b1

11 + ... + Guntn = bn

iiber einem Koérper. Um die Losungsmengen zu studieren, ihre Eigenschaften, ihre Grofe,
wird ein neues Konzept eingefiihrt: die Vektorrdaume. Deren Grofle wird durch die Dimension
bestimmt, hierfiir braucht man wiederum Basen. Auflerdem braucht man geeignete Abbil-
dungen zwischen Vektorrdumen; insbesondere erhélt man so den Begriff der Isomorphie von
Vektorrdaumen. Als sinnvolle Verallgemeinerung erhélt man die Theorie von Moduln iiber
Ringen, die auch fiir die Zahlentheorie wichtig ist.

Die algebraische Geometrie hat ihren Ursprung in der Betrachtung von polynomialen Glei-
chungssystemen

f1($1,...,xn> = O
(0) :
fo(z1, ... x,) = 0

tiber einem Korper K. Hierbei sind fi, ..., f,, € K[Xj, ..., X,], also Polynome in mehreren
Variablen mit Koeffizienten in K. Die Losungsmengen sind im Allgemeinen keine Untervek-
torrdume in K™ mehr, aber es wird wieder ein neues Konzept entwickelt, um diese Mengen
zu verstehen: die algebraischen Varietdten. Fiir diese wird auch wieder ein Dimensionsbegriff
entwickelt, und zwar mit der Hilfe von Ringen und Idealen. Es werden auch wieder geeigne-
te Abbildungen zwischen Varietéiten definiert, die sogenannten polynomialen Abbildungen,
mit deren Hilfe man sagen kann, wann zwei Varietdten isomorph sind. Als sinnvolle Ver-
allgemeinerung erhélt man die Theorie der Schemata, die unabdingbar ist, wenn man den
Grundkorper durch einen Ring ersetzt.

Betrachtet man polynomiale Gleichungen iiber Q oder Z (oder tiber Zahlkérpern, Zahlringen,
endlichen Korpern), so spricht man von diophantischen Gleichungen, und man kommt zu
zahlentheoretischen Fragen und Methoden, z.B. bei der Fermat-Gleichung

"yt =" (x,y,2z€7Z).

Das Fermat-Problem wurde 1994 von Wiles und Taylor durch Anwendung der algebraischen
Geometrie in ihrer modernsten Form (kein Grundkorper, Theorie der Schemata) geldst.

Die Verbindung von Algebraischer Geometrie und Zahlentheorie nennt man auch Arithme-
tische Geometrie. Aber die Algebraische Geometrie hat interessante Anwendungen in vielen
weiteren Gebieten, z.B. in der Algebra, der Topologie, der Gruppentheorie, der Kodierungs-
theorie, der mathematischen Physik und vielen anderen.

Die algebraische Geometrie verwendet eine geometrische Sprache und Sichtweise und benutzt
die Theorie kommutativer Ringe — die sogenannte kommutative Algebra — um die geometri-
sche Anschauung in exakte Definitionen und Sétze umzuwandeln. Dies beginnt im néchsten



Kapitel, in dem wir ein polynomiales Gleichungssystem (0) mit Ringtheorie in Verbindung
setzen.

Vereinbarung: Alle Ringe seien kommutativ mit Eins, wenn nichts anderes erwéhnt wird.



1 Hilberts Nullstellensatz

Der Zusammenhang zwischen dem polynomialen Gleichungssystem

(X, . X,) =0

(1) :
fu(Xi, .. X)) = 0

und Ringen ist einfach: Man betrachtet den Ring
R:R(fl,,fm) :k[Xl,,Xn]/ < fl,...,fm >,

wobei < fi,..., fm > das von den Elementen fi,..., f,, in k[Xy,...,X,] erzeugte Ideal
bezeichnet (in der Literatur wird oft die Bezeichnung (fi,..., f,.) verwendet). Wir wollen
nun zeigen, dass es enge Beziehungen zwischen R und der Nullstellenmenge

Z(fi,.o s fm) ={a=(a1,...,a,) € K" | fi(ar,...,a,) =0 Vi=1,...,m}

der f; gibt, d.h., der Losungsmenge der Gleichung (1).

Satz 1.1 (Hilberts Nullstellensatz, 1. Form) Sei k algebraisch abgeschlossen. Die maximalen
Ideale von k[X7, ..., X,] sind die Ideale von der Form

m :<X1—CL1,...,Xn—CLn>

mit aq,...,a, € k.
Wir leiten dies aus der folgenden Version her:

Satz 1.2 (Hilberts Nullstellensatz, 2. Form) Sei k beliebig. Ist m C R = R(f1,..., fm) ein
maximales Ideal und L = R/m der Restklassenkorper, so ist L eine endliche Kérpererweiterung
von k.

Satz 1.1 folgt aus Satz 1.2: Zunéchst beweisen wir, dass
m=<X-ay,....,.X —a, >
ein maximales Ideal ist. Sei a = (ay, ..., a,) gegeben und

© = Qq : k'[Xl,,Xn] — k
f = fla,...,ap)

der Einsetzungshomomorphismus. Dieser ist surjektiv. Das Ideal m liegt offenbar im Kern,
und wir erhalten mit dem Homomorphiesatz eine Surjektion

7 kX1, Xo]/m > k.

Wir behaupten, dass @ ein Isomorphismus ist (Dann ist gezeigt, dass m maximales Ideal ist,
siche Algebra I, 3.32 (b)). Wir konstruieren eine Umkehrabbildung . Definiere

v ok — k[Xq,..., X,]/m
b — b=0> modm.
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Offenbar ist @ o v = id und daher v injektiv. Andererseits ist 1 surjektiv, da X; = q;
mod m fiir ¢ = 1,...,n und damit f = f(ay,...,a,) mod m fiir jedes f = f(X3,...,X,) €
k[X1,...,X,]. Es folgt, dass @ bijektiv ist.

Ist nun umgekehrt m C k[X,,..., X,] ein maximales Ideal, so ist L = k[X,..., X,,]/m ein

Korper und nach Satz 1.2 (fiir m = 1 und f; = 0) eine endliche Erweiterung von k. Ist k
algebraisch abgeschlossen, so ist L = k. Dies bedeutet, dass die kanonische Abbildung

ke kX1, .., Xo] > k[X1,..., X,]/m=L

ein Korperisomorphismus ist. Sei a; € k das Element, das auf X; = X; mod m in L abgebildet
wird. Dann liegt X; —a; € ker ¢ = m, also < X; —aq,..., X, —a, >C m. Da das linke Ideal
nach dem ersten Schritt maximal ist, folgt Gleichheit.

Bemerkung 1.3 Der Beweis zeigt, dass aq, ..., a, eindeutig durch m bestimmt sind.
Zum Beweis von Satz 1.2 benutzen wir:

Lemma 1.4 (Artin-Tate) Seien R C S C T Ringe, sei R noethersch und 7 als R-Algebra
endlich erzeugt. Sei weiter T" als S-Modul endlich erzeugt. Dann ist auch S als R-Algebra
endlich erzeugt.

Definition 1.5 Seien R C S Ringe.
(a) S wird ein R-Modul durch die Multiplikation in S (rs = Produkt in S fiir 7 € R, s € 5).
(b) S ist auch eine R-Algebra. Sind z1,...,x, € S, so sei

Rlxy,...,zp| ={f(z1,...,2,) | f € R[X1,..., X,,]}

die Menge aller polynomialen Ausdriicke in den z; mit Koeffizienten in R. Die ist die kleinste
R-Unteralgebra von S, die x1, . .., z,, enthélt. R[zq, ..., x,] ist auch das Bild des Einsetzungs-
morphismus
R[Xy,..., X, — S
f o= flxy,...,z,).

(c) S heiBit als R-Algebra endlich erzeugt — oder von endlichem Typ iiber R, wenn es end-
lich viele Elemente xy,...,2, € S gibt mit S = R[zy,...,x,]. Das heifit also, dass der
Einsetzungshomomorphismus in (b) surjektiv ist. Aquivalent ist, dass es eine Surjektion
R[Xy,...,X,] - S von R-Algebren gibt.

(d) Allgemeiner heiit eine R-Algebra S iiber einem Ring R endlich erzeugt, oder von endli-

chem Typ iiber R, wenn es einen surjektiven R-Algebrenhomomorphismus R[X7, ..., X,]| —
S gibt.
Beweis von Lemma 1.4 Sei T = R[zy,...,x,], und sei {wy, ..., w,} ein Erzeugendensy-
stem von T als S-Modul, welches z1, ..., z, enthilt. Dann gibt es ai¥ € S mit
(2) wi-wk:Za}kwg (t,k,0=1,...,m).
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Fiir den Ring
S" = Rlai¥ |i,k,0€{l,.... m}]C S

wird dann T" als S’-Modul von wy, ..., w,, erzeugt. Denn es gilt x; € S"w; + ...+ S'w,, und
wegen (2) auch
o3 ad . xh € Swy 4.+ S'wn,
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fir alle 4 = 1,...,m und alle r. Daher gilt T = Rlzy,...,z,] = S'w; + ... + S"w,,. Da
R noethersch ist, ist auch S” noethersch, nach dem Hilbertschen Basissatz (Algebra I, 5.9,
5.10). Wegen S" € S C T ist also auch S ein endlich erzeugter S’-Modul, also eine endlich
erzeugte R-Algebra, da dies fiir S gilt (Ubungsaufgabe).

Lemma 1.6 Der rationale Fuktionenkorper k(X)) = Quot(k[X]) ist nicht endlich erzeugt als
k-Algebra.

Beweis Angenommen, k(X) = k[zy,...,x,] mit z; € k(X). Sei

o = fiX)
' 9i(X)

mit  f;, g; € k[X].

Dann gilt fiir jedes Q € k(X)

f(X)
Q:m ) f,gEk[X],

wobei der Nenner ¢g(X) nur von den irreduziblen Polynomen py, ..., p, geteilt wird, die eins
der g; teilen. Dies sind nur endlich viele. Ist p(X) ein irreduzibles Polynom, das teilerfremd
zu allen p; ist, so ergibt die Gleichung

den Widerspruch g = p - f. Beachte: In k[X] gibt es unendlich viele irreduzible, paarweise
nicht-assoziierte Polynome, nach demselben Schluss mit dem man zeigt, dass es unendlich
viele Primzahlen p € Z gibt (Ubungsaufgabe).

Damit fithren wir nun den
Beweis von Satz 1.2: Es geniigt zu zeigen

Satz 1.7 (Hilberts Nullstellensatz, 3. (kérpertheoretische) Form) Ist L/k eine Korpererweiterung
und L = k[xq,...,2,]) mit z1,..., 2, € L, so ist L/k endlich.

Beweis Wir fithren Induktion iiber n. Ist n = 1 und z; transzendent iiber k, so ist k[z1]
isomorph zum Polynomring, also kein Kérper (x; ist nicht invertierbar). Also ist x; algebra-
isch iiber & und damit k[z;] endlich {iber k. Ist nun die Behauptung fiir n — 1 bewiesen und
L = k[xy,...,x,)], soist auch L = k(xq)[xs, ..., z,], und nach Induktionsvoraussetzung ist
L endlich iiber k(z1). Nach Lemma 1.4, angewendet auf k C k(1) C L, ist k(x1) endlich er-
zeugte k-Algebra. Nach Lemma 1.6 kann x; nicht transzendent sein. Also ist z; algebraisch,
damit k(z1)/k endlich, damit L/k endlich.



Wir leiten jetzt einige Folgerungen von Satz 1.1 ab.

Corollar 1.8 Sei k algebraisch abgeschlossen. Es gibt eine Bijektion

k" — Max(k[Xy,...,X,)])
(a1,...,a,) — <Xy—ay,...,Xp—a, >,
wobei Maxz(R) die Menge der maximalen Ideale eines Rings R bezeichnet.
Dies folgt aus Satz 1.1 (Wohldefiniertheit und Surjektivitdt) und Bemerkung 1.3 (Injekti-
vitét).

Corollar 1.9 Sei k algebraisch abgeschlossen, und seien fi,..., f,, € k[X1,...,X,]. Die
Bijektion in 1.8 induziert eine Bijektion

Z(f1, s fm) — Max(R(f1,---, fm))

(al,...,an) — <X1—CL1,...,Xn—CLn>.

Hierbei ist X; —a; = X; — a; mod < fi,..., f,n > das Bild von X; — a; in R(f1,..., fm) =
k[ X1,.... X0/ < fi,..., fm >. (Dies zeigt, dass die Nullstellenmenge der f; nur von dem
Ring R(f1,..., fm) abhingt).

Zum Beweis benutzen wir

Lemma 1.10 Sei A ein Ring und a C A ein Ideal. Dann hat man zueinander inverse
Bijektionen

©
{Ideale von A" := A/a} = {Ideale b C A mit a C b}
P
b/ — ﬂ_fl(b/)
b/a — b,
wobei m: A — A’ = A/a die kanonische Surjektion ist. Hierbei entsprechen sich die Prim-

ideale auf beiden Seiten und die maximalen Ideale auf beiden Seiten.

Beweis Es ist klar, dass die Abbildungen wohldefiniert und zueinander invers sind. Weiter
gilt fiir b aus der rechten Menge und das zugehorige b’ = b/a aus der linken Menge

A'/b = (Afa)/(b/a) & Afb.

Dies zeigt die weiteren Behauptungen, da b genau dann Primideal (bzw. maximales Ideal)
ist, wenn A/b Integritétsring (bzw. Korper) ist; entsprechend fiir b’

Beweis von Corollar 1.9: Mittels 1.10 kénnen wir Max(R(fy,..., f,)) mit der Menge
{m e Maz(k[X1,....X.]) I< fi,.-, fmm >C m}

identifizieren. Sei nun m € Max(k[Xy,...,X,]). Nach 1.8 ist m =< X; —ay,..., X, —a, >
mit eindeutig bestimmten aq,...,a, € k. Weiter haben wir gesehen, dass m der Kern des
Einsetzungshomomorphismus

K[X1,. ., X0



ist. Fir f € k[Xq,...,X,] gilt also
fem < flar,...,a,)=0.

Zusammen ergibt sich fiir a = (aq,...,a,) € k"
< fi,...,fm>Cm
& fi, ooy fm € m
& fila) =... = fu(a) =0
& a€Z(fi, s fm)-
Sind diese Bedingungen erfiillt, so gilt weiter, dass
<Xi—ay,. ., Xp—a,>=<X1—ay,...,. Xpn—a, >/ < f1, o fm >
das maximale Ideal in R(f1,..., fi) ist, welches m unter der Bijektion 1.10 zugeordnet ist.

Dies zeigt die Behauptung von 1.9.

Zusammenfassend haben wir also ein kommutatives Diagramm (k algebraisch abgeschlosse-
ner Korper)

(3) k> Maz(k[X,, ..., X,])
j\ jl.lo
Z(fla cee 7fm) %MGQJ(R(}G, s 7fm))

(wobei 1.10 noch das Bild der rechten Injektion charakterisiert).

Corollar 1.11 (3. Version von Hilberts Nullstellensatz) Sei k algebraisch abgeschlossen und
seien fi,..., fm € k[X1,..., X,,]. Dann hat das Gleichungssystem

fl(xl,...,xn) =0

fm(z1, .. xn) = 0
genau dann eine Losung in k, wenn das Ideal < fi,..., f,, > nicht gleich k[X,..., X,,] ist.

Beweis Der Ring R(f1,..., fm) hat genau dann ein maximales Ideal, wenn er nicht der
Nullring ist, d.h., wenn < f1,..., f >G k[X1, ..., X,].

Bemerkung 1.12 Sei A ein Ring. Ein Ideal a C A ist genau dann gleich A, wenn 1 €
a. Also ist in der Situation von 1.11 das Gleichungssystem genau dann unldsbar, wenn es
g1y gm € k[X1, ..., X,] gibt mit

l=gfi+. ...+ gmfm-

Fiir das Folgende bemerken wir, dass die Nullstellenmenge Z(fi,..., f;) von Polynomen
fiyooy fm € K[ X4, ..., X,] nur vom Ideal < fi,..., f,, > abhéngt: Da jedes Element hieraus

m

von der Form f = > g;f; mit g; € k[Xq,..., X,] ist, gilt
i=1
(4) Z(fb?fm) = Z<< flv"-afm >)7

7



wobel wir definieren:

Definition 1.13 Fiir ein beliebiges Ideal a C k[X7, ..., X,,] definiere seine Nullstellenmenge
in k™ durch
Z(a) ={a=(ar,...,a,) € K" | f(a) =0 fiir alle f € a}.

Bemerkung 1.14 (a) Da nach Hilberts Basissatz jedes Ideal a C k[X3,...,X,] endlich
erzeugt ist, zeigt (4), dass wir keine neuen Nullstellenmengen erhalten.

(b) Aus a C o folgt offenbar Z(a') C Z(a).

(c) Der Ring k[X1,...,X,]/a ist eine endlich erzeugte k-Algebra. Ist umgekehrt A eine
endlich erzeugte k-Algebra, so gibt es eine Surjektion von k-Algebren ¢ : k[ Xy,..., X,] — A
fiir geeignetes n. Mit a = ker ¢ erhilt man eine Isomorphie k[X1, ..., X,]/a = A. Die Ringe
R(f1,..., fm) sind also gerade (bis auf Isomorphie) alle endlich erzeugten k-Algebren.

Definition 1.15 Eine Teilmenge M C k™ heifit algebraisch, wenn M = Z(a) fiir ein Ideal
a C k[Xy,...,X,] ist (d.h., nach Bemerkung 1.14 (a), wenn M = Z(f1,..., fm) fiir Polynome
fiseoos fm € E[Xq, ..., X,,] ist).

Umgekehrt kénnen wir zu jeder Teilmenge M C k™ ein Ideal definieren:

Definition 1.16 Sei M C k™ eine Teilmenge. Das Verschwindungsideal von M ist das Ideal
I(M)=A{f€k[Xy,....X,] | fla) =0 fiir alle a € M}.

Dass dies ein Ideal liefert, ist offensichtlich. Weiter gilt offenbar:

(5) MCM = I(M)cCI(M).

Wir haben also zwei Inklusions-umkehrende Abbildungen

z
{Ideale von k[X1,...,X,]} = {Teilmengen von k"}
I
(6) a — Z(a)
(M) — M
Dabei gilt offenbar
) M C Z(I(M))
a C I(Z(a))

Das Bild von Z besteht per Definition aus den algebraischen Teilmengen. Wir untersuchen
nun das Bild von I.

Lemma/Definition 1.17 Sei R ein Ring (kommutativ, mit Eins).
(a) Fiir ein Ideal a C R ist

Va:={f€R|3IneNmit f* € a}

ein Ideal und heifit das Radikal von a.



(b) Das Ideal
nil(R) :=={f € R|3In € Nmit f* =0} = +/(0)
heifit das Nilradikal von R, seine Elemente die nilpotenten Elemente von R.

(c) Ein Ring R heifit reduziert, wenn nil(R) = (0).

Beweis dass v/a ein Ideal ist: Seien a,b € \/a,r € R; dann gibt es m,n € Nmita™,b" € a.
Hieraus folgt (ra)™ = r"a™ € a d.h., ra € /a. Weiter gilt

m+n
(a_'_b)ern — Z ( m]:_n ) akbm—i-n—k: €a,
k=0

da 0™+ % c a fiir 0 < k < m und a* € a fiir m < k. Es ist also a + b € /.

Bemerkung 1.18 Offenbar gilt:

(a) aCVa

(b) aCb=+aC Vb
(© VVa=Va

(d) nil(R/a) = va/a
(e) /P = p fiir ein Primideal p.

Lemma 1.19 Ist M C k™ eine Teilmenge, so gilt fiir das Verschwindungsideal

I(M) = /I(M).

Dies ist klar: Ist f € k[Xy,...,X,,] und gilt f™ € I(M) fiir ein m € N, also f(a)™ = 0 fir
alle a € M, so ist auch f(a) = 0 fiir alle a € M, also f € I(M); die andere Richtung ist
trivial.

Lemma /Definition 1.20 Fiir ein Ideal a in einem Ring R sind dquivalent:

(a) a = /.
(b) R/a ist reduziert.
Gelten diese Eigenschaften, so heifit a Radikalideal.

Die Aquivalenz folgt aus 1.18 (d). Nach 1.19 ist also jedes Verschwindungsideal ein Radika-
lideal. Der néchste Satz liefert eine Umkehrung, falls & algebraisch abgeschlossen ist.

Satz 1.21 (4. Form des Hilbertschen Nullstellensatzes) Sei k algebraisch abgeschlossen. Fiir
jedes Ideal a C k[X7,..., X, gilt
I(Z(a)) = Va.

Beweis (nach Rabinowitsch) Sei a =< fi,..., f,, > und sei 0 # f € I(Z(f1,..., fm))-
Betrachte eine zuséatzliche Variable 7" und das Ideal

b=<f1,.... o, [-T—1>C ]{[Xl,...,Xn,T].
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Dann ist Z(b) = ), denn fiir (a,b) = (ay,...,a,,b) € Z(b) C k" ist fi(a) =... = fi(a)
0,alsoa € Z(f1,..., fm), also f(a) = 0 nach Voraussetzung. Dann ist aber f-b—1 = —1 # 0;
Widerspruch.

Nach Corollar 1.11 ist also b = k[X7, ..., X, T], d.h., es gibt g1, ..., gms1 € k[ X1,..., X, T
mit

1= Zgifi + G (f-T—=1).
i=1

Setzen wir nun T = % (im Quotientenkorper) und multiplizieren wir mit einer geniigend
hohen Potenz f", so erhalten wir eine Gleichung

fT:Zhifi

mit h; € k[X1,...,X,]. Es ist also f” € a und damit f € \/a. Die umgekehrte Inklusion ist
einfach: nach (7) ist a C I(Z(a)), und mit 1.18 (b) und 1.19 folgt

Va C VI(Z(a) =1(Z(a)).

Corollar 1.22 Ist k algebraisch abgeschlossen, so sind die Abbildungen

z
{Radikalideale von a C k[X;,..., X,|} = {algebraische Mengen in k"}
a — Z(a)
Z

zueinander inverse Bijektionen.

Beweis Die Wohldefiniertheit der Abbildungen und die Beziehung I(Z(a)) = a fir ein
Radikalideal haben wir schon gesehen. Weiter wissen wir nach (7) die Beziehung

ZCZ(I(2)).
Ist umgekehrt Z = Z(f1,..., fm), sosind fi,..., f,n € I(Z) und daher

Also gilt Z = Z(1(Z)) (falls Z algebraisch ist).
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1.A Moduln und Algebren

Ein Modul ist ein “Vektorraum iiber einem Ring”:

Definition 1.A.1 Ein Modul M iiber einem Ring R (oder R-Modul) ist eine abelsche Gruppe mit einer

Verkniipfung
RxM — M
(r,m) +— rm

so dass gilt

(r+s)m = rm+sm
rim+4+n) = rm+rn fir r,s € Rym,n e M
r(sm) = (rs)m

Ist R ein Ring mit Eins, so heiflt M unitér, wenn

1m =m fiir alle m € M .

Im folgenden betrachten wir nur unitdre Moduln, falls nichts anderes gesagt wird.

Definition 1.A.2 (a) Ein R-Modul-Homomorphismus (oder R-lineare Abbildung) ist eine Abbildung

p:M— N
von R-Moduln mit
p(m—+n) = p(m)+en)
p(rm) = rp(m)

fiir alle m,n € M und r € R.
(b) Eine R-lineare Abbildung ¢ : M — N heifit

Monomorphismus injektiv
Epimorphismus wenn ¢ surjektiv ist.
Isomorphismus bijektiv

(c¢) Ein Untermodul einen R-Moduls M ist eine Untergruppe N C M mit rn € N fiir alle r € R,n € N.

Es ist dann N wieder ein R-Modul, die Inklusion ein R-Modulhomomorphismus, und man kann den Fak-
tormodul M /N bilden - dabei gelten die iiblichen Homomorphiesitze. Man hat die iiblichen Bildungen und
Begriffe: von einer Teilmenge X C M erzeugter Untermodul, Erzeugendensystem, Produkte o M;, Summen

L
o M;, ganz wie bei abelschen Gruppen.
K3

Beispiele 1.A.3 (a) R ist ein Modul iiber sich selbst beziiglich der
Verkniipfungen + und -.

(b) Die R-Untermoduln von R sind gerade die Ideale von R !
(c) Jede abelsche Gruppe A ist ein Z-Modul vermége

a+...+a (induktiv definiert) ,n >0
—_———

na = n-mal
0 ,n=20
—|nla ,n<0

Umgekehrt ist ein Z-Modul dasselbe wie eine abelsche Gruppe.

(d) Analog zur freien abelschen Gruppe hat man den freien Modul F° (I) auf einer Menge I. Das ist der Modul
der formalen Linearkombinationen }eIriei mit Basiselementen e; (i € I), wobei 7; € R, mit r; = 0 fiir fast
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L P
alle ¢ € I. Formal ist F'(I) = 'eIR ; in dieser Beschreibung ist e; = (i;) er, s0 dass (r;)ier = o ik F(I)

hat die folgende universelle Eigenschaft: Ist M ein R-Modul und (m;);cs eine mit ¢ € I indizierte Familie
von Elementen in M, so gibt es genau einen R-Modul-Homomorphismus

p:F(I)-> M

P P

mit ¢(e;) = m; , nidmlich gp(_elriei) = o, T Der R-Modul M heifit frei mit Basis (m;);cr, wenn das
K3 K3

obige 8 ein Isomorphismus ist. Aquivalent hierzu ist, dass jedes Element m € M eine eindeutige Darstellung

m = Elrimi besitzt, wobei die r; € R sind und fast alle 0. Weiter dquivalent ist, dass die m; den Modul M
7

erzeugen und linear unabhéngig sind (Primi =0 = r; =0 firalleiel).

Satz/Definition 1.A.4 (Tensorprodukt) (a) Fiir zwei R-Moduln M, N gibt es (bis auf eindeutige Isomor-
phie) einen eindeutig bestimmten R-Modul M ® g N mit der folgenden universellen Eigenschaft: Es gibt eine
R-bilineare Abbildung yniy : M X N — M ®g N so, dass fiir jede R-bilineare Abbildung ¢ : M X N — P
in einem R-Modul P ein eindeutig bestimmter R-Modul-Hom. ¢ : M @ g N — P existiert mit ¢ = ¢ 0 ¢ynie:

MxN—2"" M&nN

N,

Das Element ),y ((a,b)) wird mit a ® b bezeichnet.
(b) Jedes Element in M ®p N ist von der Form

i a; ® bl
i=1

fir einn € Nund aq,...,a, € M,by,...,b, € N.

(c) Es gilt:
(a+d)®b = a®b+d ®Db
a®@(b+b) = a®@b+al
ra®b = r(a®b)=a®rb

Zum Beweis: Man kann M ®pr N durch “Erzeugende und Relationen” definieren, ndmlich durch
M®r N = F(M x N)/U,
wobei F(M x N) der freie R-Modul auf M x N ist und
U={(rm+r'm' n)—rim,n)—r'(m' n),(m,sn+sn)—s(m,n)—s(mn))r

der von den angegebenen Elementen (mit m,m’ € M,n, n’ € N und r,r’,s,s’ € R) erzeugte Untermodul.
Wir schreiben hier zur Vereinfachung (m,n) fiir das zu (m, n) gehorige Basiselement von F(M x N). Durch
das Herausdividieren von U, also der richtigen “Relationen”, wird gerade erreicht, dass die Abbildung

wuniv:MXN - F(MXN) — F(MXN)/U
(m,n) (m,n) — m®n = Klasse von(m,n)

bilinear ist, und die universelle Eigenschaft ergibt sich aus der universellen Eigenschaft von F(M x N). Die

Aussage in (b) folgt aus der Konstruktion, und (c) ist gerade die Bilinearitét von ;. Die Details seien
den Lesern iiberlassen.

Im folgenden braucht man nur die in 1.A.4 stehenden Eigenschaften, nicht die Konstruktion des Tensorpro-
duktes! Dies gilt zum Beispiel fiir den Beweis von

Proposition 1.A.5 Es gibt kanonische Isomorphismen fiir R-Moduln M, N, P:
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(a) ROp M = M

(b) M®@r N ¥ N®r M

(¢) (M ®r N)®r P~ M®g (N ®g P).
Beweis von (b): Wir haben eine Abbildung

men +— n®m firme M,née N.

Dies soll heiflen: diese Abbildung ist wohldefiniert, weil sie aufgrund der universellen Eigenschaft von der
bilinearen (folgt mit 1.A.4 (c)!) Abbildung

MxN — M®grN
(myn) — n®m

induziert wird. Die Umkehrabbildung ist dann die analoge Abbildung

nm — men.

Um dies nachzurechnen, braucht man nur die Verkniipfung auf den Erzeugenden m ® n auszurechnen, wo
die Behauptung trivial ist.

Entsprechend werden die Isomorphismen in (a) und (¢) “gegeben” durch
r®mi—rm
(mit Umkehrabbildung m — 1 ® m) beziehungsweise
(m®n)®@p—m®e(nep)

(mit Umkehrabbildung m ® (n ® p) — (m @ n) ® p).

Lemma 1.A.6 Fiir R-Moduln M, N werden die Mengen
Abb(M, N) := Menge aller Abbildungen f : M — N

Homg(M,N :={f: M — N | f R-Modul-Homomorphismus

zu R-Moduln vermége der Definition

Homp(M, N) ist ein Untermodul von Abb(M, N).
Beweis selbst.
Satz 1.A.7 Fiir R-Moduln M,N,P gibt es einen kanonischen R-Modul-Isomorphismus

Hompg (M, Homg(N, P)) 2 Homr(M ®g N, P)

(Dies ist eine alternative Moglichkeit das Tensorprodukt zu charakterisieren!)

Beweis: Sei Bilr(M x N, P) die Menge der R-bilinearen Abbildungen von M x N nach P. Dies ist ein
Untermodul von Abb(M x N, P) (nachrechnen!) und man erhélt eine Bijektion

®: Homr(M,Homg(N,P)) = Bilgr(M x N, P)
(8 = (¢y : (m,n) = P(m)(n))

13



(¢y ist offenbar bilinear!). Die Umkehrabbildung ist
(g : m = (n = ¢(m,n))) —¢
(n — ¢(m,n)und s und R-linear!).
Weiter ist die Bijektion ® R-linear: r + '’ wird auf die Abbildung

(m,n) — (rp +r'9p")(m)(n)
(r¢p(m) + r'¢’(m))(n)
r(ip(m)(n)) + (¢ (m))(n)

abgebildet, also auf r¢y + /¢y
Durch Verkniipfung mit der Bijektion (universelle Eig.)

Bilg(M x N, P)——Homg(M ®g N, P),

die ebenfalls R-linear ist (mit der universellen Eigenschaft nachrechnen!) erhilt man den gewiinschten Iso-
morphismus von R-Moduln.

Definition 1.A.8 Sei ¢ : A — B ein Ringhomomorphismus. Dann wird B zu einem A-Modul durch die
Verkniipfung
ab = p(a)-b firae A,beB.

Die Schreibweise ab bedeutet im folgenden immer diese Verkniipfung. Genauer gesagt wird B hierdurch zu
einer A-Algebra. Dies ist ein Ring mit einer A-Modul-Struktur derart, dass die Addition im Ring B und im
A-Modul B iibereinstimmt und dass

(ab) -V = a(b-V)

(ad)b = a(a'd)
fiir alle a,a’ € Aund b, b’ € B, wobei hier der Punkt fiir die Ringmultiplikation in B steht, aber im Folgenden
auch meist weggelassen wird. Hat man umgekehrt eine A-Algebra B mit Eins derart, dass 146 = b fiir die
Eins 14 in A und alle b € B (d.h. ist B ein unitdrer A-Modul), so erhilt man einen Ringhomomorphismus
(von Ringen mit Eins)

p:A — B
a +— alp

und die Konstruktionen sind zueinander invers. Im Folgenden betrachten wir fiir gegebenes ¢ immer diese
A-Modul und A-Algebra-Struktur von B.

Lemma/Definition 1.A.9 Sei ¢ : A — B ein Ringhomomorphismus und M ein A-Modul.

(a) Dann wird
B®a M

zu einem B-Modul durch die Definition

b-(bom) =V -b@m
(fiir b0’ € B,m € M) und heifit die Skalarerweiterung von M (mit ¢ oder zu B). Die Abbildung M —
B®a M,m+— 1®m ist ein A-Modul-Homomorphismus.

(b) Es gilt die folgende universelle Eigenschaft: Ist N ein B-Modul und ¢ : M — N ein Morphismus von
A-Moduln, so gibt es einen eindeutig bestimmten Morphismus ¢p : B ®4 M — N von B-Moduln, der das
Diagramm

m—1Qm

M———B®s M

N A

N

kommutativ macht.
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Beweis: (a) Wohldefiniertheit: Zu b’ definiere die Abb.
Yy BXM — BaM
(bym) +— bbem
Diese ist A-bilinear und definiert also eine A-lineare Abb.

Yy : B®sM — BesM
mit b®m ~— bVbem,

die wir als die Multiplikation mit &’ definieren; es sei also b’y = '[/;b/ (y) fiir y € B®4 M. Die Modulaxiome
sind neben der Additivitat von vy die Eigenschaften

{El = Zd, '(’/)V(b/_i'_b”) ES 'lzjlb/ + /le” und {/;(b”«b’) = ’le// o ’(F/\}Ib/ s
und diese gelten, weil sie fiir die ¢’s gelten. Der Zusatz ist klar.

(b): ¢p ist die eindeutig bestimmte Abbildung mit p(b®m) = bp(m) fir b € B und m € M. Dieser leistet
das Gewiinschte.

Proposition 1.A.10 Seien ¢ : A — B und ¢ : A — C Ringhomomorphismen. Dann hat B ® 4 C eine
eindeutig bestimmte A-Algebren-Struktur, fir die gilt:

be - bVod = bbecd

Beweis: Nur die Wohldefiniertheit ist zu zeigen! Nach Konstruktion ist B ® 4 C' ein A-Modul.
Nach 1.A.9 wird B ®4 C ein B-Modul mit b(b' ® ¢/) = bV’ @ ¢’ fiir b,b' € B und ¢’ € C.
Analog wird B®4 C ein C-Modul (Operation rechts geschrieben), wobei (0’ ® ¢') - ¢ = b’ ® ’c. Weiter ist

BxC — Homa(BaC,B®aC)
(b,e) — (a+— bac)

A-bilinear, induziert also nach Satz 1.A.8 eine A-lineare Abbildung
Y :B®aC — Homa(B®aC,B®4 ()
also eine A-bilineare Verkniipfung

B, C x BsC — BasC.
(a,8) — a-B:=¢()(B)
fir die gilt:
bee)- W) = bbecd
b@c)-(a+p) = (Bec)-a+(b®c)-f

Hieraus folgt, dass B ® 4 C ein kommutativer Ring mit eins 1 wird (nachrechnen!).

Satz 1.A.11 (a) Die Abbildungen

ip:B — B®sC b—b®1
ic:C — B®sC c—1®ec

sind Ringhomomorphismen, und das Diagramm
B
7N

C

15
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kommutiert, d.h., es ist ipp = ic1.

(b) (universelle Eigenschaft) Ist
B
7N
A R
C

ein kommutatives Diagramm von Ringhomomorphismen, so gibt es einen eindeutig bestimmten Ringhomo-
morphismus

(p,\7HIB®AC—>R

VD ey

B@AC*)

N

der das Diagramm

kommutativ macht.

Beweis: (a): selbst

(b) Ap:BxC—R
(b,¢) = A(b) - p(c)

ist A-bilinear und induziert daher nach 1.A.4 einen eindeutig bestimmten Morphismus von A-Moduln
v: B4 C — R

Dieser leistet das Gewiinschte (nachrechnen!).
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2 Die Zariski-Topologie und regulidre Abbildungen

In Analogie zur Formel I(Z(a)) = v/a aus 1.21 kann man sich noch fragen, was die Beziehung
zwischen

Z(I(M)) und M
fiir beliebige Mengen M C k™ ist. Die Antwort ist topologisch:

Lemma 2.1 Fiir Ideale a,b,a; (i € I) in k[X;,...,X,] gilt
(a) Z(a)UZ(b) = Z(a-b) = Z(anb).
(b) N Z(a) = Z2(3 ai).

iel iel
Weiter gilt
(c) Z(R) =0, Z({0}) = k™.

Beweis (b) und (c) sind offensichtlich.
(a): Wegen a-bCanbCa, b und 1.14 (b) gilt

Z(@)uZ(b)C Z(anb)C Z(a-b).

Ist andererseits a ¢ Z(a) U Z(b), so gibt es ein f € a mit f(a) # 0 und ein g € b mit
g(a) #0. Dannist f-g€a-bund (f-g)(a) #0, also a ¢ Z(a-b).

Diese Eigenschaften zeigen, dass die algebraischen Mengen Z(a) die abgeschlossenen Mengen
einer Topologie bilden (die Komplemente erfiillen die Axiome fiir die offenen Mengen einer
Topologie).

Definition 2.2 Die Zariski-Topologie auf £" ist die eindeutig bestimmte Topologie, fiir die
die abgeschlossenen Mengen die algebraischen Mengen Z(a) sind.

Satz 2.3 Ist M C k", so ist o
Z(I(M)) =M,

der Abschluss von M in der Zariski-Topologie.

Beweis Es ist

M= (N 2z

Z abgeschlossen
MCZ

ilt aber M C Z genau dann, wenn f(a) = 0 fiir

Fiir eine abgeschlossene Menge Z = Z(a) g
C I(M). Es ist also

alle a € M und alle f € a, d.h., wenn a

Mc () Z@E2Z( > a)=2Z(I(M)).

aCI(M) aCI(M)

Die folgenden Mengen sind niitzlich fiir das Arbeiten mit der Zariski-Topologie; sie sind
gewissermafen das Analogon der e-Kugeln im R” (mit der iiblichen Topologie).
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Proposition/Definition 2.4 (a) Fiir jedes f € k[X7,..., X,] ist die Menge

D(f) ={a k™| f(a) # 0}
offen und heifit Standard-offene Menge.
(b) Die Standard-offenen Mengen bilden eine Basis der Zariski-Topologie.

Beweis (a) Das Komplement von D(f) ist die abgeschlossene Menge Z( f).

(b) Ist U C k™ offen, mit Komplement Z = Z(a) und ist a =< fi,..., f,, >, so ist Z =
0 Z(fi), also U = U D(fy).

i= i=1

Wir betrachten nun die Frage, was die passenden Abbildungen zwischen algebraischen Men-
gen sind. Dabei miissen wir auch Mengen in k™ und k" fiir m # n betrachten: zum Beispiel
sollten wir erwarten, dass die 2-Achse in k2,

Zy=Z(Y)={(z.y} €K’ |y =0} C ¥’

isomorph zu

Zy=Z0)=kCk
oder auch zur z-Achse
Zy=2(Y,Z) = {(x,y,2) €k* |y =2=0} C &k
sein sollte. Seien also

Z =Z(a)
Z'=Z(b)

c k" , a
c k™ , b

algebraische Mengen. Angesichts von polynomialen Gleichungen scheinen die richtigen Ab-
bildungen
p: k" — k™

die polynomialen Abbildungen zu sein, also Abbildungen o, fiir diees fi, ..., fm € k[X1,..., X,
gibt mit
o(a) = (fila),..., fm(a)) fir a€ k™.

Ist k ein endlicher Korper, so miissen die Polynome f; nicht eindeutig durch ¢ bestimmt
sein. Sie sind es aber, falls £ unendlich ist.

Weiter kann Z(a) fiir einen nicht algebraisch abgeschlossenen Korper k leer sein, obwohl
a # k[X1,...,X,] ist: Zum Beispiel ist fir k¥ = R und a =< X? +1 >G k[X,Y] die
algebraische Menge

Z(X?+1)={(z,y) eR* |2 +1=0} = 0.

Deswegen sei k£ im Folgenden algebraisch abgeschlossen.

Definition 2.5 In diesem Fall nennt man algebraische Mengen Z(a) C k™ auch affine (alge-
braische) k-Varietéiten, oder affine (algebraische) Varietéten tiber k.
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Bemerkung 2.6 In klassischer Literatur spricht man nur von Varietédten, wenn a ein Prim-
ideal ist, d.h., wenn k[X7,...,X,]/a ein Integritétsring ist. Wir folgen dieser Konvention
nicht.

Definition 2.7 (a) Sei Z C k" eine affine (algebraische) k-Varietét. Eine Abbildung
p: 4 —k

heifit reguldre Funktion, wenn sie polynomial ist, d.h., wenn es ein f € k[Xy,..., X,] gibt
mit ¢(a) = f(a) fir alle a € Z. Sei O(Z) der Ring der reguldren Funktionen auf Z (Die
Verkniipfung ist definiert durch (f +g)(a) = f(a) +g(a)).

(b) Seien Z C k™ und Z' C k™ affine k-Varietdten. Eine Abbildung

o: 4 — 7
a — (¢ia),. .. om(a))

heiit reguldr, wenn die Komponenten ¢; regulére Funktionen sind. Sei Hom,..,(Z, Z") die
Menge der reguldren Abbildungen von Z nach Z'.

Man beachte, dass (a) ein Spezialfall (2’ = k) von (b) ist. Offenbar sind Kompositionen
von reguldren Abbildungen wieder regulir (Einsetzung von Polynomen in Polynome ergibt
wieder Polynome).

Satz 2.8 (a) Ist Z C k™ eine affine k-Varietit, so hat man einen kanonischen Isomorphismus
von k-Algebren
k(X1 ..., X,]/1(Z) = O(Z).

(b) Sind Z, Z" affine k-Varietéten, so hat man eine kanonische Bijektion
o Homyey(Z,2') 22 Homy,(0(2), 0(Z)),
wobei rechts die Menge der k-Algebren-Homomorphismen steht.

Durch diesen Satz wird die Theorie der affinen k-Varietiten und reguldren Abbildungen
vollsténdig auf die Theorie der reduzierten, endlich erzeugten k-Algebren zuriickgefiihrt!
Genauer erhilt man eine kontravariante Kategorien-Aquivalenz (Algebra II, §15),

{affine k-Varietiiten} = {reduzierte, endlich erzeugte k-Algebren}
Z — 0(2).

Bemerkung: (a) Ist Z = Z(a) C k™, so ist O(Z) = k[X1,. .., X,]/+/a nach 1.21.
(b) O(Z) wird auch der Koordinatenring von Z genannt.

Beweis von Satz 2.8 (a): Nach Definition haben wir eine Surjektion

KX1,....X,] — O(Z)
f o= pmit p(a) = f(a),
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und der Kern ist gerade 1(Z), das Verschwindungsideal von Z. Die Behauptung folgt also
aus dem Homomorphiesatz.

(b) Sei ¢ : Z — Z’ eine regulidre Abbildung. Dann definieren wir eine Abbildung
o 07 -
b= @t (Y) = Yoy,

Wir bilden also ¢ : Z' — k auf Z 5 Z’ Y k ab. Es ist klar, dass ¢* ein k-Algebren-
Homomorphismus ist, d.h., dass ¢*(¢1 4 ¥2) = ¢*(¢1) +©*(¢2).

Wir zeigen nun, dass die Zuordnung
a: p et
bijektiv ist.
Injektivitit: Sei Z' C k™ und sei
k[Y1,...,Yn] = O(Z")

die Surjektion aus (a). Das Bild von Y; in O(Z’) ist nach Definition gerade die regulére
Funktion
=20 k"2 k.

wobei pr; die Projektion auf die i-te Komponente ist.

Also ist ¢*(m;) = m 0 v = ¢, die i-te Komponente von ¢. Dies zeigt, dass ¢ durch ¢*
bestimmt ist.

Surjektivitit: Ist umgekehrt 5 : O(Z') — O(Z) ein k-Algebrenhomomorphismus, so sei
i = B(m;) € O(Z). Dann ist

0= (01, yom): £ — k™

eine regulidre Abbildung. Weiter liegt das Bild von ¢ in Z": Ist g = g(Y3,...,Y,,) € [(Z') C
k[Y1,...,Y,], so zeigt das Diagramm

KYi,....Y.] — oz 2 o)
Y, —» m = pB(m)
g(}/la-"?Ym) = g(ﬁ(ﬂl)a"'aﬁ(’ﬁm))

dass g(B(m),...,B(mm)) = 0. Fir alle a € Z gilt also 0 = g(p1(a),...,om(a)) = glp(a)).
Es folgt p(a) € Z(I(Z")) = Z' wie behauptet. Damit erhalten wir eine regulidre Abbildung
¢ : Z — Z', und nach Definition gilt ¢* = 3, denn es ist *(m;) = ¢; = ((m;), und die ;
erzeugen O(Z') als k-Algebra.

Genauso, wie man nicht nur stetige Abbildung auf R™ betrachtet, ist es sinnvoll, regulére
Abbildungen auf offenen Teilmengen von Varietéiten zu definieren. Dabei will man die grofit-

mogliche Menge der sinnvoll definierbaren Abbildungen erfassen.

Definition 2.9 (a) Eine quasi-affine k-Varietét ist eine offene Teilmenge U einer affinen
k-Varietét.
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(b) Sei U C k™ eine nicht-leere quasi-affine Varietét. Eine Abbildung ¢ : U — k heif}t regulér
im Punkt P € U, wenn es Polynome f, g € k[X, ..., X,] gibt und eine offene Umgebung U’
von P in U, so dass fiir alle Q € U’ gilt

JQ#0 wd (@) =12

(c) ¢ heifit reguldr, wenn ¢ regulir in allen P € U ist. Sei O(U) die Menge der reguléren
Funktionen auf U.

(d) Fiir U = 0 setze O(U) = {0}.

O(U) wird zu einer k-Algebra mittels der Verkniipfungen (o +v)(P) = ¢(P) +¥(P), (by)(P)
= bp(P).

Bemerkung 2.10 (a) Eine quasi-affine Varietdt U C k™ erhilt wieder eine Topologie: die
Einschrénkung der Zariski-Topologie von k.

(b) Sei insbesondere Z C k™ eine affine Varietiit, also Zariski-abgeschlossen, und sei f, €
k[Xy,...,X,]|, mit Bild f € O(Z). Dann ist offenbar

D(fo)nZ = D(f),

wobei wir definieren:
D(f)={P e Z]|f(P)#0}.
Diese Mengen bilden eine Basis der Topologie von Z.

Weiter konnen wir fiir ein Ideal a C O(Z) seine Nullstellenmenge definieren:
Za)={PeZ| f(P)=0 firalle fea}.

Diese Mengen bilden die abgeschlossenen Teilmengen von Z: Fiir das Urbild ay von a unter
kX1, ..., X, = O(Z) gilt ndmlich I(Z) C ay, damit Z(ay) C Z(I(Z)) = Z und

Z(a) = Z(ag) ;
weiter gilt fiir ein beliebiges Ideal by C k[X7, ..., X,,] mit Bild b in O(Z)
Z(b)=Z(bo+1(Z)) = Z(by) N Z.

Auf diese Weise lisst sich die Zariski-Topologie von Z nur mittels O(Z) definieren. Es gelten
dieselben Eigenschaften wie in Lemma 2.1, also

Z(a)UuZ(b)=Z(a-b)=Z(anb),
(8) gZ(a» = Z(gZIai),

2(0(2)) =0, z({0}) = O(2)..
Weiter gelten mit dem Verschwindungsideal in O(Z2)

(9) IM)={fe€OZ)| fla)=0 furalle a€ M}
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einer Menge M C Z die Beziehungen

(10) IZ(@) =va , Z(I(M)=TT.
Dies verallgemeinert die Theorie, die wir fiir " und k[X7, ..., X,] entwickelt haben, auf Z
und O(Z2).

(c) Insbesondere ist die Zariski-Topologie auf einer affinen k-Varietét Z nur durch den Ko-
ordinatenring O(Z) bestimmt und unabhéngig von einer Einbettung Z C k" (Letztere ent-
spricht der Wahl einer Surjektion k[ X7, ..., X,] = O(Z)). Weiter gehort zu einer reduzierten
endlich erzeugten k-Algebra A eine affine k-Varietdt Z mit Koordinatenring A, zum Beispiel
durch Wahl einer Surjektion k[X;, ..., X,] - A von k-Algebren.

(d) Man kann den unterliegenden Raum Z mittels 1.9 auch kanonisch erhalten, als das ma-
ximale Spektrum Maz(A). Da fiir jedes maximale Ideal m € Max(A) der Restklassenkorper
A/m kanonisch isomorph zu k ist, konnen wir den Ring der reguléren Funktionen auf Z dann
kanonisch mit A identifizieren, indem wir jedem f € A die Abbildung

Z =Max(A) — k
m +— fmodmin A/m=k
zuordnen.

(e) Ist A eine beliebige endlich erzeugte k-Algebra, so kénnen wir die zugehorige reduzierte
Algebra A,.q = A/nil(A) betrachten und die dazu gehorige k-Varietit Z = Max(Ayeq). Es
ist aber auch Max(A) = Max(A;eq), da nil(A) in allen maximalen Idealen enthalten ist.

Satz 2.11 Sei Z C k™ eine affine Varietét. Fiir jedes g € O(Z) gilt dann

OD(g) ={¢:D(g) = k|3 fecOZ),ImeN: p(P)= fir alle P e D(g)}.

Insbesondere (Fall g = 1) stimmt fiir Z (= D(1)) die neue Definition von O(Z) mit der alten
aus 2.7 iiberein.

Beweis Sei ¢ € O(D(g)). Nach Definition gibt es eine offene Uberdeckung (V;)se; von D(g)
und f;, 9, € O(Z), so dass

fi(P)
9i(P)

Da die Standard-offenen Mengen eine Basis der Topologie bilden, konnen wir annehmen,
dass V; = D(h;) fiir ein h; € O(Z).

gi(P)#0 und ¢(P)= fir alle P €eV;.

Behauptung 1: Ohne Einschréankung ist g; = h;.
Beweis: Es ist g;(P) # 0 auf D(h;), also D(h;) € D(g;). Wir bemerken nun:

Bemerkung 2.12 D(h;) C D(g;) bedeutet Z(g;) C Z(h;) und damit /< h; > C /< g; >.
Insbesondere ist h; € /< g; >.

Es ist also
hi* =ri-g
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fir ein r; € O(Z) und ein m € N. Mit h;(P) # 0 gilt auch r;(P) # 0, und wir haben

_ fitP) _ ni(P) - fi(P)
9i(P) hi*(P)

auf D(h;) .

Wegen D(h;) = D(h]") folgt Behauptung 1 (durch Ersetzung ¢g; — h{", fi — rifi, hi — hi").

Behauptung 2: Ohne Einschrinkung ist die Uberdeckung (D(g;)) endlich.
Beweis: Es ist
(11) U D) = Dla).

el

also
Z(g)=(Z(g:) = Z(< giliel>).

iel
Ahnlich wie oben folgt g™ € < g; | i € I > fiir ein m € N. Es gibt also endlich viele Indizes
i1,...,0r € Tund eyq,..., e, € O(Z) mit

Hieraus folgt umgekehrt

Z(9) 2 () Z(g;,)
j=1
und damit §
D(g) € |JD(gs,),
j=1
wobei wegen (11) Gleichheit gilt.
Wir kénnen also annehmen, dass [ = {1,...,7} endlich ist, und dass gilt
fi(P) .

12 p(P) = auf  D(g; 1=1,...,7r),
(12) (P) (P (g:) )
(13) 9" = Z €iJi -

i=1
Es folgt

fig; — fi9: =0 auf D(g;) N D(gj)
und damit
9:9;(fig; — fj9;) =0 auf Z

(i,7 =1,...,7). Schreiben wir
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so gilt also ohne Einschréankung (g; — ¢, f; — fig; und wieder (13) ableiten)
figj — fng = 0 auf Z .

Setze f = ) e; f;. Mit (13) folgt dann

j=1
g"fi = Z(ejgj)fi = Z(ejfj)gz fgi
7j=1 7j=1
und damit
= i = S auf  D(g;)
gi g™
fir alle s =1,...,r. Es folgt
w = S auf ganz  D(g)
gm

wie behauptet.

Corollar 2.13 Fiir jedes g € O(Z) gibt es einen kanonischen Isomorphismus von k-Algebren
a:0(2), = 0(D(g)),

wobeil O(Z), die Lokalisierung von O(Z) nach g ist.

Beweis Die Lokalisierung besteht aus allen formalen Bruchen — mit f € O(Z) mit m € N.
Dabei gilt

f_r

(14) == & gVf=g"g"f firen NeN,
gr g
und / / / 14 /
FR N T S S,
gn g* B gm+f SOWIC gn gt - gmtt :
Wir ordnen nun einem Element L die Abbildung ¢ : D(g) — k mit
f(P)
P) =
o(P) g(pP)m

zu. Dies ist wohldefiniert, da g(P) # 0 fiir P € D(g), nach Definition von D(g), und da ein
erweiterter Bruch gg]ivj; auf dieselbe Funktion abgebildet wird. Weiter erhélt man so einen

k-Algebren- Homomorphismus a:0Z), — OD(g )) Dieser ist nach Satz 2.11 surjektiv.

f(P
(P)m

g(P) #0) f(P) = 0 fiir alle p € D(g). Da gim = gmﬂ, konnen wir auch annehmen, dass
f(P) =0 fiir alle P € Z(g). Daher ist f(P) =0 fiir alle P € Z, d.h., f =0 in O(Z).

Aber « ist auch injektiv: Ist -L m gegeben, und ist

= 0 fur alle p € D(g), so ist (wegen

Bemerkung 2.14 (a) Sei A ein Integritdtsring und S C A eine multiplikative Teilmenge
mit 0 ¢ S. Dann kénnen wir mittels des injektiven Ringhomomorphismus

As — Quot(A)

a a

S S
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die Lokalisierung Ag als einen Unterring des Quotientenkorpers Quot(A) von A auffassen.
Weiter gilt in Ag wie in Quot(A) die einfache Regel

b

(15) =5 @ ta = sb,

a
S

die wegen der Nullteilerfreiheit von A aus (14) folgt.

(b) Insbesondere gilt: Ist Z eine Varietdt im klassischen Sinne, also O(Z) integer, so ist

0(Z), = {gim € Quot(O(2)) | f € O(Z),m € N}

ein Unterring des Quotientenkorpers Quot(O(Z)) von O(Z). Die Elemente von K(Z) =
Quot(O(Z)) heifien auch meromorphe Funktionen auf 7, K(Z) heifit der Funktionenkorper
von Z.

Wir kommen nun zu reguldren Abbildungen zwischen quasi-affinen Varietéten.

Definition 2.15 Seien V|V’ quasi-affine Varietdten. Eine Abbildung ¢ : V' — V' heifit
regulér, wenn gilt

(i) @ ist stetig.

(ii) Fiir jede offene Menge U’ C V' gilt: Falls U = ¢~ '(U’) nicht leer ist, so ist fiir jede
reguldre Funktion f auf U die Funktion f o il regular auf U.

Aus der Definition folgt sofort:
Lemma 2.16 Die Komposition von reguldren Abbildungen ist wieder regular.

Satz 2.17 Seien V C k™ und V' C k™ quasi-affine Varietiten. Eine Abbildung
e=(p1,...,om): VoV CE"
ist genau dann regulér, wenn alle Komponenten
wiV—k (t=1,...,m)
regulire Funktionen auf V' sind.

Bemerkung 2.18 Diese Beschreibung ist sehr einfach und zeigt auch, dass man fiir affine
Varietaten Ubereinstimmung mit Definition 2.7 (b) erhélt. Mit ihr ist es aber schwierig,
Lemma 2.16 zu zeigen, da die regulédren Funktionen auf V’ im Allgemeinen nicht von den

Projektionen m; : V! — k (i = 1,...,m) erzeugt werden.
Beweis von Satz 2.17 Fir ¢ € {1,...,m} wird die i-te Projektion m; : V' — k vom
Polynom Y; € k[Y1,...,Y,,] induziert, ist also eine regulidre Funktion. Ist nun ¢ regulér, so

folgt daher mit 2.16 die Regularitat von p; = m; o .

Seien umgekehrt alle ¢; reguliare Funktionen. Sei Z’ C k™ eine affine Varietét, so dass V' C 7’
offen ist, und sei g € O(Z’), reprasentiert durch das Polynom go(Y7,...,Y) € k[Y1, ..., Y]
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Fir @ € V ist dann (g o )(Q) = go(p1(Q), ..., pm(Q)). Da O(V) eine k-Algebra ist, ist
g o p eine regulidre Funktion auf V. Weiter gilt

(gop)(@Q)=0 & ge@)=0 < [f(Q)eZ).

Lemma Fiir jede quasi-affine Varietidt V' und jede reguldre Funktion ¢ : V' — k ist Z(¢) :=
{P €V |¢(P) =0} abgeschlossen und damit D(¢) := V ~\ Z(¢) offen in V.

Beweis: Dies kann lokal nachgepriift werden: Eine Teilmenge M in einem topologischen
Raum X ist abgeschlossen, wenn es eine offene Uberdeckung (U;) von X gibt, so dass M NU;
abgeschlossen in U; ist fiir alle 7. Sei also V' quasi-affin in k". Fiir jedes P € V gibt es
dann eine offene Umgebung Up von P in V und fp,gp € k[X1,...,X,], so dass gp # 0 auf
Up und ¢ = fp/gp auf Up. Fiir Q € Up ist dann ¢(Q) = 0 <  fp(Q) = 0; es ist also
Z(W)NUp = Z(fp) N Up abgeschlossen in Up.

Es folgt also in unserer Situation, dass ¢~ *(D(g)) = D(go ¢) offen in V ist. Dies zeigt, dass
v stetig ist (Benutze 2.4 (b)).

Weiter folgt fiir ¢ € O(Z') mit D(g) € V' und eine reguldre Funktion g% € O(D(g))
(h € O(Z'), siehe 2.11), dass

h ho

— 0 90 —

g (gowp)
eine reguldre Funktion auf D(g o ¢) C V ist. Dies folgt daraus, dass h o ¢ und g o ¢, wie
oben gesehen, regulére Funktionen auf D(go ) sind und dass gop # 0 auf D(go »). Wegen

der letzteren Eigenschaft ist dann namlich 1/g o ¢ regulir (Ubungsaufgabe). Also ist ¢ eine
reguldre Abbildung. (Benutze 2.4 (b))

Corollar 2.19 Sei V quasi-affine Varietdt. Eine Abbildung ¢ : V — k ist genau dann
eine regulidre Funktion, wenn sie regulér im Sinn von Definition 2.15 ist (wobei & als affine
Varietat aufgefasst wird). Insbesondere ist ¢ dann stetig.

Definition 2.20 Eine reguldre Abbildung ¢ : V' — V' zwischen quasi-affinen Varietéten
heifit Isomorphismus, wenn es eine reguldre Abbildung ¢ : V' — V gibt mit ¥ o ¢ =
tdy, p o = 1dy. Zwei Varietdten heiflen isomorph, wenn es einen Isomorphismus zwischen
ihnen gibt.

Beispiele 2.21 (a) Sei f(X) € k[X] ein Polynom und
L(f) ={(z,y) €k |y = f(x)}
der Graph von f. Dies ist eine affine Varietédt. Die regulidre Abbildung

pri - T(f) — k
(z,y) — @

ist ein Isomorphismus von Varietédten, mit reguldarer Umkehrabbildung

E — T(f)
r = (z,f(2)).
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Ein Vergleich mit Satz 2.8: Die obigen Abbildungen induzieren zueinander inverse Isomor-
phismen
O (f) = klz,yl/ <y — flx) > = klz] = O(k)
T,y +— x, f(x)
r
der Koordinatenringe.

(b) Die Abbildung

f .k
t

—
—

V= {(x,y) € k* | y* = 23} = Neilsche Parabel
(%)

ist regulér und bijektiv, aber kein [somorphismus von Varietédten, denn die Umkehrabbildung
ist nicht reguldr (Warum?). Es gibt auch keine andere Abbildung, die ein Isomorphismus ist,
siehe 2.24 (c).

Neil'sche Parabel

@5

AN

Die Einschrédnkung
E* — V ~{(0,0)}

ist ein Isomorphismus: die Umkehrabbildung ist

Yy
— | .
T — (33,3/)

Satz 2.22 Sei Z eine affine Varietét und sei f € O(Z). Dann ist D(f) isomorph zu einer
affinen Varietét W.

Beweis Sei O(Z) = k[Xy,..., X,]/ < fi,..., fm >, also Z C k™, mit Verschwindungsideal
< fi,--os fm >, und sei fo € k[Xy,...,X,,] mit Bild f € O(Z). Dann definiere W C k™!
(Koordinaten X7, ..., X, T) als die Nullstellenmenge von < f1,..., fm, T fo—1 > (vergleiche
den Rabinowitsch-Trick aus dem Beweis von Satz 1.21!).
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Definiere nun die Abbildungen

D(f) = W
a=(ay,...,a,) +— (al,...,an,ﬁ)
(a1,...,a,) «— (a1,...,a,,b).

Diese sind wohldefiniert, regulér und zueinander invers.

Definition 2.23 Nenne eine quasi-affine Varietdt auch affin, wenn sie isomorph zu einer
affinen Varietét ist.

Bemerkung 2.24 (a) Sind zwei quasi-affine Varietdten isomorph, so auch ihre Koordina-
tenringe.

(b) Zum Beispiel ist in der Situation von Satz 2.22

O(D(f)) = O(2); (nach 2.13)
OW) = 0O2)[T)]) < fT—1> (nach Konstruktion).

Tatséchlich hat man fiir jeden Ring A und jedes f € A einen kanonischen Isomorphismus
(Ubungsaufgabe)
Ay = AT/ < fT-1>.

(c) Die Neilsche Parabel (siche 2.21 (b)) ist nicht isomorph zum affinen Raum £k, denn
die Koordinatenringe O(k) = k[t] und O(V) = k[z,y]/ < y* — 2* > sind nicht isomorph
(Ubungsaufgabe).

(d) Die Umkehrung von (a) ist im Allgemeinen nicht richtig. Zum Beispiel ist fiir die quasi-
affine Varietidt U = k? \ {(0,0)} € Z = k? die Restriktion k[X,Y] = O(Z) — O(U) ein
Isomorphismus (Ubungsaufgabe). Aber U ist nicht isomorph zu k% (Ubungsaufgabe).
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2.A Lokalisierungen

Der folgende Begriff verallgemeinert den Begriff des Quotientenkérpers. Sei A ein kommutativer Ring mit
Eins.

Definition 2.A.1 Eine Teilmenge S C A heifit multiplikativ (oder multiplikativ abgeschlossen), wenn 1 € S
und wenn mit ¢ und b in S auch a - b in S liegt.

Beispiele 2.A.2 (a) Fiir jedes f € A ist die Menge {f" | n € No} multiplikativ (wobei wir setzen: f0 :=1).
(b) (wichtig!) Sei a C A ein Ideal. Die Menge A \ a ist genau dann multiplikativ, wenn a ein Primideal ist.

(c) Erinnerung: ein Element f € A heifft Nullteiler wenn es ein g # 0 in A gibt mit f - g = 0. Die Menge U4
der Nicht-Nullteiler in A ist multiplikativ.

Sei S C A multiplikativ. Betrachte auf der Menge A x S die folgende Relation
(a,s) ~ (a',s') & es ex. ein t € Smit ts'a = tsa

Dann ist ~ eine Aquivalenzrelation: Reflexivitit und Symmetrie sind klar, und fiir die Transitivitit “braucht
man das t” in der Definition, falls S Nullteiler hat:

t(sa—sa)=0 , t'(s"d-5sad)=0 = tts(s"a—sd")=0

Fiir (a,s) € AxS sei ¢ die Aquivalenzklasse von (a,s) beziiglich ~. Die Menge Ax S/ ~ der Aquivalenzklassen
wird mit Ag (oder S™!'A4 oder A[S™!]) bezeichnet.

Satz/Definition 2.A.3 (a) Ag wird mit den Verkniipfungen

a b ._ at+bs
s * t st
a b ._ ab

s t st

ein Ring (kommutativ, mit Eins) und heifit die Lokalisierung von A nach S.

(b) Die Abbildung
Puniv * A — AS’
a
a — -

1

ist ein Ringhomomorphismus und alle Elemente in ., (S5) sind invertierbar in Ag.

(c) (universelle Eigenschaft) Ist ¢ : A — B ein Ringhomomorphismus derart, dass ¢(5) aus lauter invertier-
baren Elementen besteht, so gibt es einen eindeutig bestimmmten Ringhomomorphismus ¢ : Ag — B, der
das Diagramm

Puniv

A———— Ag
B

kommutativ macht.

%, so gibt es s1,82 € S mit s1(s'a — sa) = 0 und

"t +1V's"))] =0, also

Beweis: (a) Wohldefiniertheit: Ist ¢ = ‘;—,/ und
$2(t'b — tb') = 0. Dann ist s1s2[(s't'(at + bs) — st(

Q ot

at+bs ad't +bs

st st ’
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sowie $182[s't'ab — sta’t’'] = 0, also
ab  a't/
st st

Der Beweis der Ringeigenschaften ist einfach unter der Benutzung der ” Kiirzungsregel”

a

t
ta firte S .
ts

(b) Wegen 93 — T+ % und “Tb =1 % ist Yuniv ein Ringhomomorphismus, und fiir s € S ist * ein Inverses

(c) Setze @(%) = ¢(s)™" - ¢(a). Dann folgen alle Eigenschaften einfach (Eindeutigkeit: p(a) = ¢(%) =
B(5)-8(3) =8(5) - ols) = ¢(5) = @(s)™" - ¢(a).

Beispiele 2.A.4 (a) Enthélt S die Null, so ist Ag = 0 (der Nullring).

(b) Fiir f € Aund Sy :={f"|n € No} (vergl. 2.A.2 (a)) schreibt man auch Ag(oder A[f~1]) fiir Ag,.

(c) Allgemein sei fiir eine beliebige Menge M C A definiert: A[M '] := A[S},!], wobei Sy die von M
erzeugte multiplikative Teilmenge von A ist (existiert, als Durchschnitt aller multiplikativen Teilmengen S,
die M enthalten). Dann hat A[M ~!] eine analoge universelle Eigenschaft fiir Morphismen ¢ : A — B, fiir
die p(m) invertierbar ist fiir alle m € M.

(d) Ist p C A ein Primideal, so setze
Ay = Al(A~p)7].

(e) Ist Us C A die Menge der Nicht-Nullteiler (vgl. 10.2.(c)), so heifit
Quot(A) == A[U, ]

der totale Quotientenring von A.

(f) Ist A ein Integrititsbereich, so ist Uy = A ~\ {0} und Quot(A) ist ein Kérper (jedes § # 0 hat ein
Inverses!), der iibliche Quotientenkirper von A.

Lemma 2.A.5 Die Abbildung A — Ag ist genau dann injektiv, wenn S keine Nullteiler enthélt. Insbesondere
ist also A — Quot(A) injektiv.

Beweis: selbst

Satz 2.A.6. Sei p : A — B ein Homomorphismus von Ringen, und seien S C A und 7' C B multiplikative
Teilmengen mit ¢(S) C T. Dann existiert genau ein Ringhomomorphismus ¢’ : Ag — Br der ¢ fortsetzt,
d.h., der

A B

A B
WuvLiul \Lsouniv
‘P’

ASHBT

kommutativ macht.

Beweis: Sei ) = pB . op; dann besteht (S) ganz aus Einheiten. Nach der universellen Eigenschaft 2.A.3.(c)
gibt es also genau einen Ringhomomorphismus ¢’, der das untere Dreieck in

A——B

kommutativ macht.
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Corollar 2.A.7. Seien
A % B % ¢ Ringhomomorphismen
Ul Ul Ul
S — T — U multiplikative Teilmengen

Dann gilt ¢’ o ¢’ = (Y o ) : Ag — Cy fiir die induzierten Abbildungen.
Beweis: ¢’ o ¢’ leistet dieselbe Kommutativitit wie 1 o ¢.

Satz 2.A.8 Seien ¢ : A — B, 1 : A — C Ringhomomorphismen.

(a) Sei S C B eine multiplikative Teilmenge und ip : B — B ®4 C, b — b® 1, der kanonische Ringho-
momorphismus. Dann ist ig(S) C B ®4 C eine multiplikative Teilmenge, und es gibt einen kanonischen
Isomorphismus

Bs®4 C ~ (B XA C)iB(S)

(b) Ist T' C A eine multiplikative Menge mit ¢(T") € B* und ¢(T") C C*, so gilt

B®AC':B®ATC.

Beweis:

(a) Dass ip(S) multiplikativ abgeschlossen ist, ist klar. Mittels der universellen Eigenschaften von Tensor-
produkt und Lokalisierung erhélt man kanonische Ringhomomorphismen:

p: Bs®aC — (B®aC)iys
b®c
§®C T osel ’

Y (BRaC)iys) — Bs®C
b®c
s®1

— (s®1)_1-%®c,
die zueinander invers sind.
(b) Man hat einen offensichtlichen Ringhomomorphismus
0p:B4C —->B®4,C, b®c—b®c.
Umgekehrt ist die A-bilineare Abbildung
BxC—-B®sC, (byc)—bRc,

auch Ag-bilinear: Fiira € A,s € Sund (b,c) € BxCist 2b®@c= 1 b®ac=1b®s-2c=slb@%c=bx%c
Wir erhalten also einen wohldefinierten Ringhomomorphismus

YV:BRas C—=B®aC, b@c—b®c,

der offenbar invers zu ¢ ist.

Satz/Definition 2.A.9 Fiir einen A-Modul M und eine multiplikative Teilmenge S C A definiere
MS = (M X S)/ ~

wobei (m,s) ~ (m’,s') falls ein t € S existiert mit ts'm = tsm’ (Andere Bezeichnungen: S~'M oder
M[S~1). Die Aquivalenzklasse von (m, s) sei mit 2 bezeichnet. Dann wird Mg ein Ag-Modul durch die
Definitionen

st st ’ o

m nithrsn a m __am
s t st

fiir m,n € M, s,t € Sund a € A.
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(b) (universelle Eigenschaft) Es gibt einen kanonischen A-Modul-Homomorphismus ¢yniy : M — Mg, und

fiir s € S ist
L,: Mg — Mg

r = s

ein Isomorphismus. Ist N ein weiterer A-Modul derart, dass fiir jedes s € S die Abbildung Ly : N — N, n —
sn, ein Isomorphismus ist, und ist ¢ : M — N ein A-Modul-Homomorphismus, so gibt es einen eindeutig
bestimmten A-Modul-Homomorphismus ¢ : Mg — N, der

Puniv
M—2" s Mg

kommutativ macht. Weiter ist ¢ ein As-Modul-Homomorphismus, wobei N ein Ag-Modul ist vermoge ¢n =
(Ls)"Y(an) firn € N,a € Aund s € S.

(c) Insbesondere induziert jeder A-Modul-Homomorphismus f : M — N einen Ag-Modul-Homomorphismus
fs:Ms — Ng

mit fs(%) = @ firme M,s € S.

Beweis der Behauptungen: Ahnlich wie fiir Satz 2.A.3.

Definition 2.A.10 (a) Fiir ein Primideal p C A und die multiplikative Menge S, = A\ p schreibe M, statt

Ms, (dies ist also ein A,-Modul).
(b) Fiir Sy = {f"|f € No}, f € A, schreibe M statt Mg, (dies ist ein Ay-Modul).

Lemma 2.A.11 Es gibt einen kanonischen Isomorphismus von Ag-Moduln
As®@a M = Mg .

(Hierbei steht links die Skalarerweiterung von M, siehe 1.A.9).

Beweis Nach der universellen Eigenschaft der Skalarerweiterung (siehe 1.A.9 (b)) erhalten wir den gewiinschten

Morphismus von Ag-Moduln, mit
Com a m_am

— . =
f 1 f
fir m € M,a € Aund f € S. Nach der universellen Eigenschaft von Mg (2.A.9) gibt es einen Ag-Modul-
Morphismus in der umgekehrten Richtung, mit

m
—Qm — — .

f f

Es folgt sofort, dass die Abbildungen zueinander invers sind.
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3 Garben und projektive Varietiten

Sei Z eine Varietit. Zur Berechnung von O(U) fiir beliebiges offenes U C Z ist das folgende
Konzept niitzlich.

Definition 3.1 Sei X ein topologischer Raum.

(a) Eine Prdgarbe P (von abelschen Gruppen) auf X ist eine Zuordnung, die jeder offenen
Menge U C X eine abelsche Gruppe P(U) zuordnet, und jeder Inklusion V' C U von offenen
Mengen einen Gruppenhomomorphismus

ayy : P(U)— P(V).
Dabei soll gelten
(i) Fir W CV CU gilt ayw = avw o apy.
(ii) apy : P(U) — P(U) ist die Identitat.

(b) ayv heiBt auch die Restriktion von U auf V und wird oft mit resyy bezeichnet; fiir
x € P(U) wird apy(x) € P(V) auch die Restriktion von x auf V' genannt und mit )y

bezeichnet.

(_c) Eine Priagarbe F' auf X heiffit Garbe, wenn fiir jede offene Menge U C X und jede offene
Uberdeckung (U;);er von U (U; C U offen, |J U; = u) die folgenden beiden Eigenschaften

i€l
gelten:

(i) (Lokalitdat) Sind s,t € F(U) und gilt S|U, = tlUi fir alle i € I, so ist s = t.
(ii) (Verklebung) Sind s; € F'(U;) gegeben, fiir alle i € I, und gilt

8z|UZﬂV3 :Sjﬂ/;mUj
fiir alle 7,5 € I, so gibt es ein s € F(U) mit

8|Ui:Si fir alle 7€ 1.

(d) s € F(U) heifit auch ein Schnitt von F tiber U, und ein Element aus F'(X) heifit globaler
Schnitt von F'.

Bemerkung 3.2 (a) Entsprechend definiert man Préagarben/Garben von Mengen, Gruppen,
Ringen...: Hierbei sind die P(U) Mengen Gruppen, Ringe... und die Restriktionen sind Abbil-
dungen, Gruppenhomomorphismen, Ringhomomorphismen... .Die Garbenbedingung bleibt
wortlich dieselbe.

(b) Hat man eine Gruppenstruktur auf den F(U), so kann man die Garbenbedingung (i)
auch so formulieren:

(i) Ist s € F(U) und gilt S|, =0fiirallei €/, soist s =0.

Beispiele 3.3 (a) Sei A eine abelsche Gruppe. Dann erhilt man die assoziierte konstante
Prigarbe A” mit Wert A auf X durch

AP(U) = A fiir alle U C X offen,
resyy = tdy firalle VCU.
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Dies ist im Allgemeinen keine Garbe (Ubungsaufgabe!)

(b) Die Garbe Cgr der stetigen reellwertigen Funktionen auf einem topologischen Raum X
wird definiert durch

Cr(U) = C(U,R) = Menge der stetigen reellwertigen Funktionen auf U
resyv(f) = ibliche Restriktion f]V von fauf V fir VCU.

Es ist klar, dass dies eine Garbe (von R-Algebren) ist.
Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper.

Lemma/Definition 3.4 Sei V' eine quasi-affine k-Varietét. Dann ist durch

O(U) = Ring der reguléren Funktionen auf U (U C V offen)
res: O(U) — O(U’') gleich iibliche Einschrankungsabbildung v — ¢]U’ (U"CU)

eine Garbe von k-Algebren auf V definiert, die Garbe O der regulédren Funktionen auf V.

Beweis Die Eigenschaften fiir eine Priigarbe sind offenbar erfiillt, weiter sind die O(U)
k-Algebren und die Restriktionen O(U) — O(U’) Morphismen von k-Algebren. Die Garbe-
neigenschaft (i) ist klar. Sei weiter U C V offen, (U;);c; eine offene Uberdeckung von U, und
seien s; € O(U;) mit Sivow; = Sivu, fiir alle 4, 7. Dann gibt es zunéchst eine Abbildung
s : U — k mit s, = s; fiir alle i € I. Aber es folgt sofort aus der lokalen Eigenschaft der
Regularitét, dass s reguldr ist, also in O(U). Also gilt auch Garbeneigenschaft (ii).

Definition 3.5 Ein topologischer Raum X heif3t irreduzibel, wenn X sich nicht als Vereini-
gung X = Y] UY5 von zwei echten Teilmengen darstellen ldsst, die abgeschlossen sind (Das
heifit es gilt: X = Y; U Y5, Y1, Y, abgeschlossen = Y], = X oder Y, = X. Aquivalent,
durch Komplementbildung, ist: Uy, Uy C Z offen, Uy, Uy #0 = Uy NUs # 0).

Lemma 3.6 Eine affine k-Varietit Z ist genau dann irreduzibel, wenn O(Z) ein Inte-
gritétsring ist, d.h., wenn Z eine Varietét im klassischen Sinne ist.

Beweis: Sei Z irreduzibel, und seien f,g € O(Z) mit f-g = 0. Fiir die abgeschlossenen
Mengen Z(f), Z(g) C Z gilt dann Z(f)U Z(g) = Z(f - g) = Z (vergleiche 2.10 (b) (10)). Da
Z irreduzibel ist, gilt Z(f) = Z oder Z(g) = Z. Ist etwa Z(f) = Z, so folgt f € I(Z) = {0}.

Sei umgekehrt O(Z) integer, und seien Y;,Y; € Z abgeschlossen mit Z = ¥; U Y, und
Yi # Z,Ys # Z. Fiir die Verschwindungsideale a = I(Y;),b = I(Y;) € O(Z) gilt dann
a#I1(Z) = {0} und b # {0}, aber anb = I(Y; UY3) = {0}. Es gibt also f € a ~ {0} und
g € b~ {0}, aber f-g € anb = {0}; Widerspruch zur Integritét!

Lemma 3.7 Sei Z eine irreduzible affine k-Varietit, und sei K(Z) = Quot(O(Z)) ihr Funk-
tionenkorper. Fiir jede nicht-leere offene Menge U C Z gibt es dann einen kanonischen
injektiven Morphismus von k-Algebren

OU)— K(Z).

Dies ist kompatibel mit Restriktionen.
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Beweis Sei 1) € O(U), und sei U nicht-leer. Dann gibt es ein g € O(Z) mit 0 # D(g) C U
(nach 2.4) und ein f € O(Z) mit

wzg auf  D(g)

(nach 2.11; beachte dass D(¢g™) = D(g) fiir m € N).

Wir bilden v auf £ € K(Z) ab. Dies ist wohldefiniert: Sind ¢’, f’ andere Wahlen, so ist
D(g9) N D(¢") = D(g99') # 0 (da Z irreduzibel ist) und

!
b= g = g auf  D(gg'),
nach also iy ;
g g
E = E auf D(gg/) .

Mit der Injektivitiat aus 2.14 (b) folgt also die Gleichheit der beiden Briiche in K(Z) und
damit von £ und g—: in K(Z). Nun folgt leicht aus der Bruchrechnung, dass die gewonnene,
wohldefinierte Abbildung ein injektiver Homomorphismus von k-Algebren ist. Die Kompa-
tibilitdt mit Restriktionen folgt wie die Wohldefiniertheit.

Bemerkung 3.8 Sei Z irreduzible affine k-Varietéit. Dann kénnen wir also die Ringe O(U)
fiir alle nicht-leeren offenen Teilmengen U C Z als Unterringe von K(Z) auffassen, indem
wir sie mit ihrem Bild in K(Z) identifizieren (dies verallgemeinert 2.14 (b)). Dabei gilt
OU) CO(U’) fiir U’ C U. Die Garbenbedingung (ii) wird dabei

o) = ﬂO(Ui) falls (U;);es offene Uberdeckung von U mit U; # 0 Vi € 1.
i€l
Weiter ist fiir s € O(U) bereits s = 0, wenn S|y = 0 fiir eine nicht-leere offene Menge V' C U

(“Identitéatssatz fiir reguldre Funktionen”).

Lemma 3.9 Sei Z eine irreduzible affine k-Varietéit und sei ¢ € K(Z). Dann gibt es eine
eindeutig bestimmte grofite nicht-leere offene Menge U C Z mit ¢ € O(U) (im Sinne von
Bemerkung 3.8). U heifit die Definitionsmenge von ¢ und Z \ U heifit die Polmenge von ¢.

Beweis Nach Definition gibt es f,g € O(Z),g # 0, mit ¢ = 5. Dann ist D(g) # 0 und ¢
reguldr auf D(g), also ¢ € O(D(g). Sei nun Y die Menge der nicht-leeren offenen Mengen
V C Z mit p € O(V). Dann ist {4 # ), und wir setzen

v=_Jv.

Veu

Dann gilt ¢ € [ O(V) = O(U), und U leistet das Gewiinschte.

Veu

Wir kommen nun zu projektiven Varietéten.

Definition 3.10 Sei R ein Ring. Ein Polynom f € R[X}, ..., X,] heiit homogen vom Grad
N, wenn f Summe von Monomen aX;' ... X/ vom Grad i; + ...+ i, = N ist, d.h., wenn

f= ) el XPXPXP mit a,, €R.

i1+io+...Fin=N
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Ist f € k[X1,...,X,] homogen vom Grad N (k Kérper), so gilt
(16) fOzy,. o ) = AV foy, ... 2,) fiir alle A € k.
Hat k£ unendlich viele Elemente, so gilt auch die Umkehrung. Insbesondere gilt fiir alle A € £~
(17) flxy,...,z,) =0 < f(Azy,...,Az,) =0.
Die Nullstellenmenge Z(f) € k™ ist also homogen, d.h., fiir A € £~ gilt

(x1,...,2n) € Z(f) &  (Axy,...,Az,) € Z(f).
Dies fithrt auf die folgende Aquivalenzrelation.
Definition 3.11 Fiir n € N definiere

P"(k) = (k" A{0}) /B = (k" N {0})/ ~,
mit der Aquivalenzrelation
(Toy ooy @n) ~ Yo,y Yn) < (Toy..oyxn) = (Ao, ..., Ay,) fiirein A € k™.

Die Aquivalenzklasse von (zq, ..., x,) wird auch mit (zg : ... : 2,) bezeichnet. P*(k) heift
auch der n-dimensionale projektive Raum.

Bemerkungen 3.12 (a) Es ist also (zg : ... : 2,) = (Ayo : ... : Ay,) fir A € k*. Der
Ausdruck (0:...:0) ist nicht erlaubt; es muss mindestens ein z; # 0 sein.

(b) P"(k) hat auch die folgende Bedeutung: Es gibt eine Bijektion

Pr(k) 2% {Hyperebenen in k"*'}
a=(ap:...:a,) + Hyperebene H, mit der Gleichung >  a;x; =0
i=0

(Eine Hyperebene W C k™ ist ein Untervektorraum der Dimension m — 1). Tatséchlich
werden alle Hyperebenen so erhalten, dabei hangt H, nur von der Aquivalenzklasse a von
(ag, . ..,a,) ab.

(c) Entsprechend setzt man A™(k) = k™ und nennt dies den affinen Raum der Dimension n.

A™(k) ist eine affine Varietdt. Wir wollen nun auf P"(k) eine &hnliche Struktur einfiihren,
die einer sogenannten projektiven Varietét. Dies ist analog zur bisher betrachteten Theorie,
nur miissen iiberall homogene Polynome betrachtet werden.

Fir a = (ag : ... : a,) € P"(k) und ein homogenes Polynom F' € k[X,, ..., X,] ist zwar
F(ag,...,a,) nicht wohldefiniert (dies kann vom Représentanten (ay,...,a,) abhingen),

aber die Aussage
F(ao,...,an) =0

héngt nach (17) nicht vom Représentanten (ay,...,a;), sondern nur von der Klasse (ag :
> a,) ab. Wir schreiben auch F(a) = 0.
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Definition 3.13 (a) Seien Fi, ..., I, € k[Xy, ..., X,] homogene Polynome (nicht notwendig
vom selben Grad). Dann heifit

Z(Fy, ..., Fy,) ={acPk)| Fi(a) =0 firi=1,...,m}
die projektive Nullstellenmenge von Fi, ..., F,.
(b) Eine Menge Z C P"(k) heifit algebraisch, wenn sie eine projektive Nullstellenmenge ist.

Wir wollen dies auf (homogene) Ideale erweitern.

Definition 3.14 (a) Ein graduierter Ring ist ein Ring (kommutativ, mit Eins) zusammen
mit einer (positiven) Graduierung, d.h., einer Summenzerlegung

A_éAn,
n=0

mit Untergruppen A, so dass gilt A, - A, C A1, d.h.,
a€ A, beA, = abe A,

(Es folgt, dass 1 € Ay und dass Ay ein Unterring ist). Die Elemente in A,, heifen homogen
vom Grad n. Jedes a € A hat also eine eindeutige Darstellung

a = Qp

wobei a,, € A, und a, = 0 fiir fast alle n. Das eindeutig bestimmte a,, heifit die homogene
Komponente vom Grad n von a.

(b) Sei R ein Ring. Eine graduierte R-Algebra ist eine R-Algebra A zusammen mit einer

Summenzerlegung
A=A,
n=0

in R-Untermoduln A, so dass A, - A, C A+, (Es folgt, dass Ay eine R-Unteralgebra ist).

Beispiel 3.15 Fiir jeden Ring R ist der Polynomring A = R[X7, ..., X,,] ist eine graduierte
R-Algebra, wenn man setzt

A, = {homogene Polynome vom Grad m}.

Lemma/Definition 3.16 Ein Ideal a in einem graduierten Ring A = é A, heiit homogen,
wenn die folgenden dquivalenten Bedingungen erfiillt sind: "

(i) a wir von homogenen Elementen erzeugt.

(i) Fiir @ € a sind auch alle homogenen Komponenten a,, € a.

(iii) a = € a,,, wobei a,, = aN A, die Untergruppe der homogenen Elemente vom Grad

m>0
m in a ist.
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Beweis der Aquivalenzen:

(i) = (ii): Sei a =< @; | i € I > mit homogenen a;, wobei a; homogen vom Grad d; ist. Sei
m oo

a= Y rja; mitr; € Aund r; = ) T](-n) die Zerlegung von r; in homogene Komponenten.

Dann ist a = ) aj, wobei
k

k—d; k—d
ak:rl Zl(lil—i-...—i—?“m

2

vom Grad k ist. Also ist a die homogene Komponente vom Grad k von a. Weiter ist a; € a.

(ii) = (i): Ist (bi)ier ein Erzeugendensystem von a, und sind die homogenen Komponenten
der b; wieder in a, so bilden diese ein Erzeugendensystem von a. Die Aquivalenz von (ii) und
(iii) ist klar.

Ist a ein homogenes Ideal in einem graduierten Ring A, so erhélt der Faktorring A/a wieder
die Struktur eines graduierten Rings, vermdge der Definition

(18) (Afa)n = (An +a)/a = Ay/ay,

wobei der Isomorphismus aus der Surjektion A, — (A, 4+ a)/a mit Kern an A,, = a, folgt.

Denn es ist
A/a: @(An —|—a)/a,

n>0

denn jedes @ = a mod a € A/a ldsst sich offenbar als Summe @ = ) @, mit a, € A,
darstellen; weiter ist die Summe direkt: Ist @ = > a,, (endliche Summe) mit a,, € A,, und
gilt @ = 0, also a € a, so sind nach Lemma 3.16 alle a,, € a, also @,, = 0.

Definition 3.17 Sei a C k[X,...,X,] ein homogenes Ideal. Dann heifit
Z(a)={aeP"(k)| F(a) =0 fiir alle homogenen F € a}
die projektive Nullstellenmenge von a.

Nach Hilberts Basissatz hat a endlich viele Erzeugende. Nach dem Schluss im Beweis von
3.16 hat a also auch endlich viele homogene Erzeugende Fi, ..., F,,. Dann ist

Zo(a) = Zo(Fr,...,Fy).

Wir erhalten also dieselben Mengen wie in Definition 3.13. Weiter folgt d&hnlich wie in Lemma
2.1 (wobei man immer mit homogenen Elementen argumentiert).
Lemma 3.18 Fiir homogene Ideale a,b,q; (i € I) in R = k[Xo, ..., X,] gilt in P"(k)
(a) Zi(a) U Zy(b) = Zi(a-b) = Z,(anb).
(b) N Ze(ar) = 24 (3 ai).
i€l iel

(c) Z(R) =0, Z({0}) = P"(k).
Somit konnen wir definieren:
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Definition 3.19 Die Zariski-Topologie auf P"(k) ist die Topologie, fiir die die abgeschlosse-
nen Mengen die projektiven algebraischen Mengen sind. Fiir homogenes F' € k[ Xy, ..., X,)]
heif3t

Dy (F) =P"(k) \ Z,.(F)

die Standard-offene Teilmenge zu F'.

Analog zum affinen Fall folgt, dass die Standard-offenen Mengen eine Basis der Topologie
bilden.

Sei nun k algebraisch abgeschlossen. Dann nennen wir projektive algebraische Mengen auch
projektive (algebraische) Varietiten und offene Teilmengen von diesen quasi-projektive Va-
rietdten.

Lemma /Definition 3.20 Fiir eine Teilmenge M C P"(k) definiere das Verschwindungsideal
von M durch I, (M) =I(M)Nk[Xo, ..., X+, wobei

I(M)=A{f € k[Xo,...,X,] | flap,...,a,) =0 firalle a=(ap:...:a,) € M}

und k[Xo, ..., Xu]+ = @ k[ Xo, ..., Xolm =< Xo, ..., Xy, >. I[(M) und I (M) sind homo-
m>0

gene Radikalideale.

Beweis der Behauptung: Schreibe f = > f,,, wobei f,, homogen vom Grad m ist. Dann ist

F(Aao, ... Aan) =Y A" fin(ao, .. . )

fiir alle A € k*. Ist die linke Seite null fiir alle A € £* und k algebraisch abgeschlossen, so ist k
unendlich, und es folgt f,,(ao, ..., a,) = 0 fur alle m, woraus wiederum f,,,(Aao, ..., Aa,) =0
fiir alle A € k* folgt. Mit f € I(M) ist also auch f,, € I(M) fur alle m, d.h., I[(M)
ist homogen. Weiter ist [(M) trivialerweise ein Radikalideal. Die Behauptungen fiir 7, (M)
folgen.

Fiir M # 0 ist I(M) = I.(M), da 1 ¢ I(M). Fiir M = 0 ist 1(0) = k[Xo,..., X,] #
I.(0) =< Xq,..., X,, >, aber Z,(1(0)) = Z,(I.(0)). Durch den Ubergang zu Idealen, die
in k[Xo, ..., X,]+ enthalten sind, wird die Abbildung Z, im folgenden Satz injektiv.

Satz 3.21 (Projektiver Nullstellensatz) Fiir ein homogenes Ideal a C k[Xy, ..., X,] mit
a g k[X(), c 7X'rl]+ ist
I(Z,(a) = Va.

Fiir M C P*(k) ist B
Z (I (M)=M (Zariski-Abschluss) .

Die Zuordnungen

homogene Radikalideale s projektive k-Varietéten
0 Ck[Xo, o, Xy C K[Xo, ., X, Z C P (k)

sind zueinander inverse Bijektionen.
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Zum Beweis benutzen wir:

Lemma/Definition 3.22 (a) Eine affine Varietit Z C k™ heifit Kegel, wenn die folgenden
dquivalenten Bedingungen gelten:

(i) (z1,...,20) € Z = (AXy,...,2\X,,) € Z fiir alle X € K.
(i) Z = Z(F4, ..., F,,) fir homogene Polynome Fi, ..., F,,.

(b) Der affine Kegel Z C A™'(k) einer projektiven Varietit Z C P"(k) besteht aus allen
Punkten (zg,...,2,) mit (zg : ... : z,) € Z, sowie dem Punkt (0,...,0) € A" (k). Z ist
eine affine Varietit, also ein Kegel im Sinne von (a).

Beweis der Behauptungen: (ii) = (i) ist klar, und (i) = (ii) folgt wie im Beweis zu 3.20
(da k algebraisch abgeschlossen ist). Ist in (b) Z = Z, (F}, ..., F,,) € P"(k) mit homogenen

Fi,....Fyn €k[Xo,...,X,], s0ist Z = Z(F,..., Fy) C A™(k).

Beweis von 3.21: Offenbar ist die Zuordnung Z — Z eine Bijektion zwischen den pro-

jektiven Varietéten in P*(k) und den Kegeln in A™*'(k). Dabei ist I,.(Z) = I1(Z). Weiter
entsprechen die Kegel Z in A" (k) mittels Hilberts Nullstellensatz den homogenen Radika-
lidealen I mit I C< Xy, ..., X, > (wegen 0 € Z). Hieraus folgt die Behauptung.

Definition 3.23 Der homogene Koordinatenring einer projektiven Varietdt Z C P"(k) ist
die graduierte k-Algebra
O0.(Z) = k[Xo,..., X,]/1.(Z).

Diese k-Algebra ist nach den Erldauterungen vor 3.17 graduiert, da [,(Z) ein homogenes
Ideal ist. Anders als im affinen Fall kénnen wir die Elemente von O,(Z) aber nicht als
Funktionen auf Z deuten, da selbst fiir homogenes F' € k[Xy, ..., X,] der Wert Flaq, ..., a,)
von (ag, . ..,a,) € k"' abhingt und nicht nur von (aq : ... : a,). Die richtige Definition ist:

Definition 3.23 Sei Z C P"(k) eine projektive Varietdt und U C Z offen (also quasi-
projektiv). Eine Abbildung
p:U—k

heifit requldre Funktion auf U, wenn es fiir jeden Punkt P € U eine offene Umgebung U’ von
P in U gibt und homogene Polynome F,G € k[Xy, ..., X,| vom gleichen Grad gibt mit

F(ag,...,a,)

Glao, - an) #0 wnd - 9(Q) = 7o ==

fir alle @ = (ag : ... :a,) € U

Der rechts stehende Bruch ist wohldefiniert: Sind F' und G beide vom Grad m, so gilt fiir

A€ kX
F(Aag, ..., a,)  A"Fl(ag,...,a,) Flag,...,an)

G(Mag, ..., \a,)  A"G(ag,...,a,) Glag,..., a,)’

so dass der Bruch nur von (ag : ... : a,) € P*(k) abhéngt. Wir schreiben auch manchmal
F(Q)/G(Q) (Fir F und @ homogen vom gleichen Grad!).
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Wie im Affinen erhilt man nun:

Lemma/Definition 3.24 Sei V' eine quasi-projektive Varietédt. Durch die Definition

O(U) = {regulire Funktion auf U} (U C V offen)
resyy = Einschrdnkungsabbildung ¢ — o (U CU)

erhélt man eine Garbe von k-Algebren auf V| die Garbe der reguldren Funktionen auf V'
(Hierbei sei wieder O(0) = {0} gesetzt).

Wir kommen nun zu reguldren Abbildungen.

Definition 3.25 Seien V, V'’ quasi-affine oder quasi-projektive Varietéten.

(a) Eine Abbildung ¢ : V' — V"’ heifit regulér, wenn gilt:

(i) o ist stetig (beziiglich der Zariski-Topologie),

(ii) Fiir jede offene Menge U’ C V' und jede regulidre Funktion ¢ : U' — k auf U’ ist

@Zzogp’U U= YU S U Lk
regulér.

(b) Eine reguldre Abbildung ¢ : V' — V' ist ein Isomorphismus, wenn es eine reguldre
Abbildung ¢ : V! — V gibt mit 1 o ¢ = idy und ¢ o p = idy.

Wir wollen nun die Struktur des projektiven Raums P"(k) noch etwas besser verstehen.
Fiir jedes der Elemente X; € k[Xo,...,X,] ( = 1,...,n) (die sogenannten projektiven
Koordinaten) ist nach Definition die Menge D, (X;) = P"(k) \ Z,(X;) offen in P"(k). Nach
Definition ist

D (X;)={(ag:...:a,) € P*(k)| a; #0}.
Wir definieren nun eine Abbildung
19) pi: DXy — A" (k)
(ap:...:a,) — <%,...,g—:,...,%—?> ,

wobei 2 ausgelassen wird, wie angedeutet. Diese Abbildung ist offenbar wohldefiniert und

7

bijektiv.
Lemma 3.26 ¢; ist ein Homdomorphismus.

Beweis Wir haben zu zeigen, dass ¢; die abgeschlossenen Mengen in U; mit den abgeschlosse-
nen Mengen in A" (k) identifiziert. Sei S = k[Xo, ..., X, und A; = k[zo, ..., T4, ..., 2] (Po-
lynomring in den Variablen {zy, ..., x,}{x;}). Zu jedem homogenen Element F'(Xy, ..., X,)
€ S assoziiere das Element

Oéi(F):F(l'o,...,]_,...,ZL’n)EAZ‘,

wobei die 1 an der i-ten Stelle steht (Wir setzen also X; = 1 und ersetzen die anderen
X; durch z;). Umgekehrt assoziiere zu jedem f € A; das homogene Polynom vom Grad

d = deg(f)

Bi(f) = Xif (Xo Xic1 Xin Xn) '

XX XX,
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Bi(f) heiBt auch die Homogenisierung von f (mittels der Koordinate Xj;).

Beispiel: Fir n = 2,4 = 0 und F = X{ + X2X? + X X3 ist ap(F) = 1+ 23 + z3. Fiir

3
f =23+ z1m9 + 25 ist Bo(f) = Xg(ﬁ—é + 38+ 2 = X+ XX X5 + X3 X, dh., man

“fiillt mit Xy zu einem homogenen Polynom auf”.

Nun sei Y C D(X;) abgeschlossen und sei Y der Abschluss von Y in P"(k); dies ist eine
algebraische Menge. Seien F7,..., F,, homogene Polynome in S mit Y = Z,(F,..., F,).
Dann sieht man leicht, dass

0i(Y) = Z(ai(F1),...,q;(Fp)) .

Umgekehrt sei W C A} abgeschlossen, etwa W = Z(f1,..., fi) mit fi,..., fin € A;. Dann
sicht man wieder leicht, dass @; ' (W) = Z, (Bi(f1), -, Bi(fm)) N D4 (X;).

Satz 3.27 Die Abbildung

0 D (X)) = Vi=A"k) (ao:...:an)H(@,... S a_n)

a; ’ lh'? ’ a;
ist ein Isomorphismus von k-Varietéten (wobei D, (X;) quasi-projektiv und A™(k) affin ist).

Beweis 1) Nach 3.26 ist @; stetig.

2) Wir verwenden die n Koordinaten zy, ..., Z;, ..., x, auf dem Bildraum V; = A™(k). Ist
prj A"(k) — k (7€{0,...,n} ~{i})

die Projektion, so ist pr; o ¢; gegeben durch

a=(ap:...:ap) — -2 =

ist also eine reguldre Funktion auf D, (X;). Da der Ring
Ai = O(‘/z) = k’[l’o, . ,fi, c. ,In]

der reguldren Funktionen auf A"(k) als k-Algebren von den Projektionen pr; = z; erzeugt
wird und die Abbildung ¥ +— 1 o ¢; mit +,- und Skalarmultiplikation vertraglich ist, ist
W o ; fir jedes 1 € O(V;) reguldr auf ganz D (Xj;).

Ist nun W C V; offen und ¢ € O(W), so ist ¥ lokal von der Form v /15 mit 11,15 € O(V;),
also 1) o p; lokal von der Form 1 o /15 0 ¢, wobei 1, o ¢; regulir auf ganz D, (X;) ist
(v = 1,2). Dies zeigt, dass 1o ¢; regulr auf ¢; '(W) ist (Details: selbst). Also ist ¢; regulir.
3) 1; 1= ;! ist nach 3.26 stetig.

4) Sei U' € D, (X;) offen und ¢ : U' — k regular. Fir alle P € U’ gibt es also eine offene
Umgebung W}, von P in U’ sowie F,G € S = k[X), ..., X,] homogen vom gleichen Grad d,
mit

VR eWp.

42



Nach 3) ist Wp := ;' (W}) offen. Weiter gilt fiir alle Q = (aq, ..., s, . .., a,) € Wp

po(Q) = plag:...:1:...:a,) (1 an der i-ten Stelle)
_ Flag,...,1,...,a,)
 Glag,...,1,... a,
_ ai(F)(@
i (G)(Q

wobei der Nenner nicht null ist und «;(F), a;(G) € A; = O(V;) sind. Also ist auch v; regulér
(die obigen Mengen Wp iiberdecken ; *(U")).

Wir kénnen nun auch O(D4(X;)) beschreiben:

Lemma/Definition 3.28 Sei S ein graduierter Ring, G € S ein homogenes Element vom
Grad d (also G € S;) und Si die Lokalisierung nach G. Dann definiere

F
S@) = {@ € Sg | F homogen vom Grad md} :

Dies ist ein Unterring von S, und eine Unter- R-Algebra, wenn S eine R-Algebra fiir einen
Ring R ist.

Beweis der Behauptungen: selbst.
Corollar 3.29 Es gibt kanonische Isomorphismen von k-Algebren
A= Klwo, . &y ] 25 KXo, Xo]x) —— O(D4(X3)) |

wobei BZ durch

JTJI—)% (j #1i) bzw. fo(ﬁjﬁ, ﬁ)z Bi(f)

gegeben ist und v durch
F F(P
o pmitg(P) = )

(2

Beweis Die Komposition 7y o BZ ist nach dem Beweis von 3.27 die Abbildung
(20) OV;) - O(D4 (X)), ¥ —1oyp;,

denn beide Homomorphismen bilden x; auf die Funktion (ao : ... : a,) — =L ab. Nach Satz

7

3.27 ist (20) ein Isomorphismus (die Umkehrabbildung ist ¢ — ¢ 01);). Weiter ist 3 offenbar
ein Isomorphismus: die Umkehrabbildung ist

F
X

— F(xo,...,1,...,x,) = a;(F).
Es folgt, dass auch v ein Isomorphismus ist.
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Bemerkung 3.30 Nach Definition bilden
Di(Xo), ... Di(Xn)

eine Uberdeckung von P"(k) durch n + 1 offene Mengen (die nach 3.27 jeweils isomorph zu
A"™(k) sind). Dabei ist fiir i # j

Dy (Xi) N D (X)) = Dy (Xi X))
und entspricht unter dem Isomorphismus D (X;) = V; = A" (k) der Standard-offenen Menge
in'V;
D(z;) ={P = (ag,-..,a;,...,a,) | a; # 0}.
Wir nennen die D (X;) auch die Standard-Karten von P"(k).
Beispiele 3.31 (a) Es ist P'(k) = D, (Xo) U D, (X;), wobei

Di(X1) ={(ap:a1) € P(k) | a1 # 0}
(a:1)

A'(k)

TR
o

Dies liefert die sogenannte Standard-Einbettung
Al(k) —PY k), ar(a:1)

(mit Bild D, (X;)). Das Komplement P'(k) ~ A'(k) := P'(k) \ D, (X;) besteht nur aus
einem Punkt, ndmlich

(1:0).

Man nennt diesen auch den Punkt oo € P*(k). Man kann sich dies so vorstellen, dass A!(k)
durch Hinzunahme des Punktes oo zum P'(k) ‘kompaktifiziert’ wird — dies stimmt fiir die
Zariski-Topologie aber nicht wortlich. Uber k = C ist P!(C) die ‘Riemannsche Zahlenkugel :

(Kugel ohne oo ist isomorph zu C, durch stereographische Projektion), die tatséchlich kom-
pakt ist (in der Topologie einer komplexen Mannigfaltigkeit).

Natiirlich ist auch D (Xy) = AY(k), und P}(k) \ D, (X,) besteht aus einem Punkt, ndmlich
(0:1), dem Nullpunkt in D, (X;) = Al(k).
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(b) Entsprechend hat man fiir n > 2 eine Standard-Einbettung

A"(k) 2 Dy(X,) — P(k)

(T — (ag:...:ap_1:1)
und das Komplement ist

Z (X)) ={(ag:...:ay) |a, =0} = P (k)

(ag:...:an-1:0) — (ag:...:ap_1)

(Beweis, dass die rechte Abbildung ein Isomorphismus ist: selbst).

Im Folgenden sagen wir k-Varietét, wenn wir eine affine, quasi-affine, projektive oder quasi-
projektive k-Varietdt betrachten. Weiter nennen wir eine k-Varietédt auch affin, quasi-affin
usw., wenn sie isomorph zu einer solchen Varietét ist. Nach Satz 3.27 ist dann tatsdchlich
jede Varietit (in unserem Sinne) quasi-projektiv: Ist ndmlich V' quasi-affin, so gibt es eine
affine k-Varietit Z C A"(k) fir ein n € N, so dass V C Z offen ist. Per Definition gibt es
dann eine offene Menge U C A™(k) mit V' = ZNU. Wahlen wir nun die Standard-Einbettung
A"(k) C P*(k), so ist U offen in P"(k). Der Abschluss Z von Z in P"(k) ist eine projektive
Varietit mit Z = A"(k)NZ. Alsoist V = ZNU = ZNU N A"(k) quasi-projektiv.

Bemerkung 3.32 Es gibt auch eine allgemeinere Definition von Varietéten, die die quasi-
projektiven einschliefit, aber mehr Varietdten enthélt.

Aus dem projektiven Nullstellensatz folgt wie im affinen Fall (Lemma 3.6):

Lemma 3.33 Eine projektive k-Varietdt Z C P"(k) ist genau dann irreduzibel, wenn ihr
homogener Koordinatenring O,(Z) ein Integritatsring ist.

Bemerkung 3.34 Analog zu Bemerkung 2.10 (b) kann man die Zariski-Topologie auf Z
allein durch O,(Z) definieren: Obwohl die Elemente in O,(Z) keine Funktion auf Z sind,
sind die Nullstellenmengen

Zi(9)={P € Z|g(p) =0}

fiir homogene Elemente f € O.(Z) = k[Xo,...,X,]/I:(Z) definiert, und die Nullstellen-
mengen von homogenen Idealen a C k[ X, ..., X,)]

Z.(a)={Pe€Z|g(P)=0 fir alle homogenen g € a}
sind wohldefiniert und bilden die abgeschlossenen Mengen von Z. Entsprechend sind die
Mengen D, (g) = Z ~\ Z,(g) fir homogene g € O,(Z) definiert und bilden eine Basis der
Topologie.

Lemma /Definition 3.35 Fiir eine irreduzible projektive k-Varietit Z ist
F .
K(Z)= {5 € Quot(O,(Z2)) | F,G € O.(Z) homogen vom gleichen Grad, G # 0}

ein Teilkorper von Quot(Q.(Z)) und heiBt der Funktionenkdrper von Z. Seine Elemente
heiflen auch die (algebraischen) meromorphen Funktionen auf Z.
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Beweis dass dies ein Teilkorper ist: selbst!

Beispiele 3.36 P"(k) ist irreduzibel, und es ist

K(P"(k)) =k (% o X)’;;l) >~ k(zg, ..., Tno1) = K(A™(K))

ein rationaler Funktionenkorper in den Variablen

Wie in Lemmas 3.7 und 3.9 zeigt man:

Lemma 3.37 Sei Z ecine irreduzible projektive k-Varietét und sei K (Z) ihr Funktionenkorper.

(a) Fiir jede nicht-leere offene Menge U C Z gibt es einen kanonischen Monomorphismus
von k-Algebren

o) C K(2).
Dies ist kompatibel mit Restriktionen.
(b) Fiir jedes ¢ € K(Z) gibt es eine grofite nicht-leere offene Menge V' C Z mit ¢ € O(V).
V heifit die Definitionsmenge von ¢ und Z ~\. V heifit die Polmenge von ¢.

Beweis Die Abbildung in (a) ist wie folgt definiert: Sei ¢ € O(U). Ist W C U eine nicht
leere offene Menge und sind F,G € O,(Z) homogen vom gleichen Grad mit

GQ) £0 w(@)=% vQew,

so wird ¢ auf £ € K(Z) abgebildet. Die Beweise von (a) und (b) verlaufen dann wie in 3.7
und 3.9.
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3.A Exakte Sequenzen

Sei R ein Ring (kommutativ, mit Eins)

Definition 3.A.1 (a) Eine Sequenz von Moduln (d.h., die folgenden f; sind R-Modul-Homomorphismen)

fnfl

o My S M, I M —

(n € Z, kann abbrechen oder nicht) heifit Komplex, wenn f,, o f,—1 = 0 (d.h., im(f,—1) C ker(f,)) an allen
Stellen.

(b) Die Sequenz heifit ezakt an der Stelle n (oder M,,), wenn im(f,—1) = ker(f,), und sie heifit exakt, wenn
sie an allen Stellen exakt ist.

Lemma 3.A.2 Es gilt:

a)0— M L N st genau dann exakt, wenn ¢ injektiv ist.

b) M LN =0 ist genau dann exakt, wenn p surjektiv ist.

c)0—-M LN 0 ist genau dann exakt, wenn f ein Isomorphismus ist.

d) Eine Sequenz

(3.A.1) 0->M LMEM -0

ist genau dann exakt, wenn ¢ injektiv ist, p surjektiv ist und ¢(M’) der Kern von p ist.
(e) Ist (3.A.1) exakt, so gilt poi =0, und p induziert einen Isomorphismus

M/i(M") = M.

Beweis (a): ker(i) = im(0 — M) =0 < i ist injektiv.
(b): im(p) =ker(N — 0) = N & p ist surjektiv.
(c) folgt aus (a) und (b).

(d): Die genannten Aussagen sind gerade die Exaktheit bei M’, die Exaktheit bei M und die Exaktheit bei
M.

(e): Die erste Behauptung ist klar, und die zweite folgt aus dem Homomorphiesatz.

Exakte Sequenzen von R-Moduln
(3.A.2) 0—-A—-B—-C—0

werden auch kurze exakte Sequenzen genannt. Identifiziert man A mit seinem Bild in B, so kodifiziert die

kurze exakte Sequenz die Beziehung
B/A=C.

Wir zeigen nun eine Exaktheitsaussage fiir das Tensorprodukt.

Vorbemerkung 3.A.3 Fiir Morphismen von R-Moduln f : M; — Ms und g : N7 — Ny hat man einen
kanonischen Morphismus von R-Moduln

f@g: M ® N1 — M;Q®p N
mit my®@ny = f(m1) ® f(n)

(entsprechend der bilinearen Abbildung (mq,n1) — f(m1)® f(n1)). Insbesondere hat man fiir jeden R-Modul
N eine kanonische Abbildung
['=f®idy: My ®r N — My @z N
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Genauer hat man einen kovarianten Funktor

—®N : (R—Moduln) — (R— Moduln)
M o M XRnr N
f M~ fRiady .

Es gilt ndmlich fiir M NS P, dass (go f)®idy = (g ®idn) o (f ®idy), und es ist idy Q@ idy = idygn-

Der folgende Satz ist extrem niitzlich fiir das Rechnen mit Tensorprodukten.
Satz 3.A.4 (Rechtsexaktheit des Tensorproduktes) Ist

MlngiM3—>O

eine exakte Sequenz von R-Moduln, so ist fiir jeden R-Modul N auch die Sequenz
Mi@g NL My @ NS My@r N —0
exakt, wobel f' = f ® idy und ¢’ = g ® idy wie in 3.A.3.

Beweis: (1) ¢ ist surjektiv: M3 @ g N wird erzeugt von Elementen ms ® n mit mg € M,n € N. Fir mg
existiert mg € My, mit g(mz) = ms. Dann ist ms @ n = ¢’(ma @ n).

(2) im (f') Cker (¢') : Esist ¢’ o f' =go f®idy = 0.

(3) im (f') D ker (¢') : Sei
©: My ®r N — coker (f)

die kanonische (surjektiven) Abbildung. Definiere damit eine bilineare Abbildung

b: Msx N — coker (f)
(m3an> = SD(mQ ®7’L),

wobel mg € My mit g(mg) = mg. Die Abbildung b ist wohldefiniert: Da ¢ surjektiv ist, gibt es immer
ein solches mgy. Ist weiter m/, € My ein anderes Element mit g(mf) = mg, so ist g(mg — mb) = g(ma) —
(mh) = m3 —mg = 0, also ma — mf € ker(g). Wegen der Exaktheit von (3.A.3) gibt es ein m; € M; mit
f(m1) = my —m),. Es ist dann

p(ma ®n) —@(my @n) = p(me @n —ms @n) = p((mz —my) @ n) = (f(m1) ®n) = e(f'(m1 ®@n)) =0

wegen ¢ o f' = 0. Also ist p(ma @ n) = p(m)H @n).

Die bilineare Abbildung b induziert einen R-Modul-Homomorphismus
Y : Ms®p N — coker f.
Nach Konstruktion gilt dabei fiir mo € My und n € N
(¥ og')(ma ®n) = ¢(g(mz) @n) = b(g(ma),n) = ¢(mz @n) .

Also ist 1 o ¢’ = p. Es folgt im f' = ker (¢) 2 ker (¢').

Bemerkung 3.A.5 Ist 0 — M; — My — M3 — 0 exakt, so ist die Sequenz
(3.A.4) 0= M ®r N — My®r N — M3®r N — 0

im Allgemeinen nicht exakt, d.h., sie ist im Allgemeinen nicht an der Stelle M;®r N exakt (das Tensorprodukt
ist nur rechtsexakt und nicht exakt). Ein Gegenbeispiel ist das Folgende: Wir haben eine exakte Sequenz
von Z-Moduln

0—-Z32Z—Z/nZ—0,
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wobei -n die Multiplikation mit der natiirlichen Zahl n bedeutet. Tensorieren wir dies mit Z/nZ, so erhalten
wir vermoge der Isomorphien Z ® Z/nZ = Z/nZ und Z/nZ ® Z/nZ = 7 /nZ die exakte Sequenz

Z/nZ 5 7./nZ — Z/nZ — 0

wobei -n die Nullabbildung, also nicht injektiv fiir n > 2 ist.
Die Rechtsexaktheit reicht aber fiir folgende Anwendung;:

Corollar 3.A.6 Sei M ein R-Modul, und a C R ein Ideal. Dann gibt es einen kanonischen Isomorphismus
(von R-bzw. auch von R/a-Moduln)
R/a @ g M = M/aM ,

n
wobei aM = {>" a;m; | n€N,a; €a,m; € M} .
i=1

Beweis: Nach Definition ist
0—-a—R—R/a—0

exakt. Nach 3.A.4 ist also
a®r M - R®r M — R/a®@ M — 0

exakt. Vermoge der Isomorphie R ® g M = M erhalten wir eine exakte Sequenz
a®rM —>M — R/a®@g M — 0
a@mr—a-mm—1@m,
die die Behauptung zeigt, denn das Bild der ersten Abbildung ist offenbar aM.

Es gibt auch entsprechende Exaktheitsaussagen fiir Hom-Mengen. Hierzu:

Vorbemerkung 3.A.7 Fiir einen R-Modulhomomorphismus f : M; — Ms und einen R-Modul N haben
wir Homomorphismen von R-Moduln

fe: Homgp(N,M;) — Hompg(N,M>)
g — [fog

(kovariante Funktorialitdt des Hom-Funktors im rechten Argument) und

Hompg(My,N)

f*: Homp(Ms, N)
g gof

N
—
(kontravariante Funktorialitéit des Hom-Funktors im linken Argument)
Es gilt nun

Satz 3.A.8 (Linksexaktheit des Hom-Funktors)
(a) Eine Sequenz von R-Moduln

(3.A.5) 0— M, 5 My L My
ist genau dann exakt, wenn die Sequenzen
(3.A.6) 0 — Homgp(N, M) = Homp(N, M) 25 Homp(N, Ms)

fir alle R-Moduln N exakt sind.
(b) Eine Sequenz von R-Moduln

(3.A.7) My L My B My =0
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ist genau dann exakt, wenn die Sequenzen

(3.A.8) 0 — Homp(Ms,N) ™ Homg(Ms, N) > Homp(Mi, N)
fir alle R-Moduln N exakt sind.

Beweis: von (a): ((b) ist analog)

(1) 4 ist genau dann injektiv, wenn i, injektiv fiir alle N ist: Ist 7 injektiv, so gilt fiir eine R-lineare Abbildung
f:N— M
if =0 & i(f(z))=0 VzeN & f(r)=0 VezeN & f=0

Dies ist aber gerade die Injektivitdt von . Sei umgekehrt i, injektiv fiir alle R-Moduln V.

Betrachte N = ker(7) und die Inklusion « : ker(i) < M;. Nach Definition ist iac = 0, d.h., i.(«) = 0. Nach
Voraussetzung ist a = 0, d.h., ker(i) = 0, also ¢ injektiv.

(2) Sei (3.A.5) exakt. Nach (1) ist dann i, injektiv fiir alle N. Wegen ji = 0 ist weiter 0 = (ji)+ = j«ix, also
im(is) C ker(j.). Sei nun N gegeben und f : N — M; im Kern von j,, also 0 = ji : N — Ms. Dies bedeutet
im (f) C ker (j), d.h., wir haben eine Faktorisierung

Nxf/M

ker j

oder auch

da My = ker (j)n . Es folgt f = zf = i.(f) € im (ix). Also ist ker (j.) = im (i). Insgesamt ist (3.A.6)
exakt.

(3) Sei (3.A.6) exakt fiir alle N. Nach (1) ist dann  injektiv. Wegen j,i, = 0 ist insbesondere 0 = j.i.(idps ) =
ji, also im(i) C ker(j). Betrachte nun N = ker(j) und die Inklusion g : ker(j) — Ms. Nach Definition ist
0 = jB = j«(B). Nach Voraussetzung ist also 8 € im(i.). Es gibt also einen Homomorphismus = : ker(j) —
M; mit 8 = i.(vy) = iv. Dies bedeutet eine Faktorisierung

ker(j <—> M,

und damit ker(j) C im(i). Es gilt also im(i) = ker(j), d.h., Exaktheit von (3.A.5) auch bei Ms.
Wir zeigen nun, dass Lokalisierung ein exakter Funktor ist.
Sei A ein Ring (kommutativ, mit Eins), und sei S C A eine multiplikative Teilmenge.

Vorbemerkung 3.A.9 Fiir jeden A-Modul-Homomorphismus f : M — N haben wir einen Homomorphis-
mus von Ag-Moduln

f'=fs + Ms — Ng
m f(m)'
S S

N
Dies liefert einen kovarianten Funktor

(A-Moduln) — (Ag-Moduln)
M — MS
fo—= s
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Es gibt ndmlich (go f)s = gs o fs und (idpr)s = idpsg-
Satz 3.A.10 (Exaktheit der Lokalisierung) Ist
M, Loy &
eine exakte Sequenz von A-Moduln, so ist auch
(M1)s L (M2)s z, (M3)s

exakt (Daher folgt dasselbe fiir beliebige exakte Sequenzen).

Beweis: Sei ™2 € (M3)s mit 0 = ¢'(™2) = @. Dann existiert ein r € S mit 0 = rg(msa) = g(rms2). Nach
Voraussetzung existiert ein m; € M; mit rmy = f(m1). Es folgt ™2 = % = f'(%2), d.h., ker(¢') C

im(f"). Die Inklusion im(f") C ker (¢’) ist klar, denn es gilt ¢’ f' = 0, wegen gf = 0.
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4 Dimension und irreduzible Komponenten

Definition 4.1 Die (kombinatorische) Dimension eines topologischen Raums X ist definiert
als

dim X = sup {r € Ny | es existiert eine Kette der Lénger: 20 G 21 S 2, & ... S Z,

mit nicht-leeren irreduziblen abgeschlossenen Teilmengen Z; C X'}

Definition 4.2 Sei k ein algebraisch abgeschlossener Koérper. Die Dimension einer k-Varietét
V' (Bez. dim(V)) ist die kombinatorische Dimension von V.

Definition 4.3 Die (Krull-) Dimension eines Ringes R ist definiert als

dim R = sup {r € Ny | es existiert eine Kette der Lange r: p, G p,_1 & ... S p1 G o

von Primidealen p; C R}.

Lemma 4.4 Sei Z eine affine k-Varietét iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper k.
Sei O(Z) der Koordinatenring. Dann ist

dimZ = dimO(Z).

Beweis Nach Hilberts Nullstellensatz und Lemma 3.6 entsprechen die irreduziblen abge-
schlossenen Teilmengen Y C Z den Primidealen p C O(Y), vermoge Y = Z(p). Dabei
gilt

pLCpe & Z(p2) € Z(p1)
(da /p; = p;). Also entsprechen die Ketten wie in 4.1 fiir Z den Ketten wie in 4.3 fir O(Z).

Beispiele 4.5 (a) Fiir einen Korper K ist dim K =0, da K nur das Primideal {0} hat.

(b) Sei k ein Korper. Es ist dim k[z] = 1, denn die Primideale in k[z] sind < 0 > und
die Ideale < f > fiir f € k[z] irreduzibel. Die maximalen Ketten sind also von der Form
{0} C< f >, denn fiir ein irreduzibles g mit < f >#< ¢ > sind f und ¢ nicht assoziiert, also
teilerfremd; also kann es keine Inklusion zwischen < f > und < g > geben. Entsprechend
ist dim R = 1 fiir jeden (integren) Hauptidealring, z.B. ist dim Z = 1.

(c) Insbesondere ist nach (b) und Lemma 4.4 dim A'(k) = 1, falls k algebraisch abgeschlossen
ist.

(d) Sei weiter k algebraisch abgeschlossen. Nach Ubungsblatt 5, Aufgabe 3 sind die Prim-
ideale in k[X,Y] das Nullideal, ein Ideal < f > mit irreduziblem f € k[X,Y] oder ein
maximales Ideal < X —a,Y — b > mit a,b € k. Die maximalen Primidealketten sind also
von der Form

<0>S<f>5<X~-aY-b>

fiir ein irreduzibles f, denn wie in (c) folgt, dass es keine Inklusion < f >;< g > fiir irredu-
zible f, g geben kann. Weiter gibt es keine Inklusion zwischen zwei verschiedenen maximalen
Idealen. Es ist also dim A%(k) = 2.
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(e) dim k[z, | n € N] = 0.

(f) Es gibt noethersche Ringe unendlicher Dimension.

Definition 4.6 Sei X ein topologischer Raum. Eine maximale irreduzible Teilmenge von X
heifit irreduzible Komponente von X.

Lemma 4.7 Fiir M C X ist M genau dann irreduzibel, wenn M irreduzibel ist.

Beweis Fiir U C X offen ist U N M # () genau dann, wenn U N M # (. Weiter ist M
irreduzibel, wenn gilt: fiir Uy, Uy C X offen mit Uy N M, UxNM # () ist auch UyNU;NM # ().
Durch Anwendung auf M und M folgt die Behauptung.

Proposition 4.8 (a) Irreduzible Komponenten sind abgeschlossen.
(b) Jede irreduzible Teilmenge M C X ist in einer irreduziblen Komponente von X enthalten.

(c) X ist die Vereinigung seiner irreduziblen Komponenten.

Beweis (a): dies folgt aus dem obigen Lemma.

(b) Sei M = {Y C X | Y irreduzibel und M C Y}. Nach Zorn’s Lemma geniigt es
zu zeigen, dass M induktiv geordnet ist (ein maximales Element von M ist dann gine
irreduzible Komponente, die M enthilt). Ist aber (Y;);c; eine Kette in M, so ist Y = ZEIY;
irreduzibel, also in M: Sind U,V offen in X mit UNY,VNY # (), so gibt es 7,5 € I mit
UNY; #0,VNY; #0. Da (Y;) eine Kette ist, ist 0.E. ¥; C Y;. Dann ist auch UNY; # 0
und damit UNV NY; # 0, dh., UNY #0.

(c) folgt aus (b), da fiir jedes x € X die Menge {x} irreduzibel ist.

Corollar 4.9 Ist (X;);c; die Familie der irreduziblen Komponenten eines topologischen
Raums X, so gilt
dimX = sup dimX;.

icl

Beweis Jede Kette Zy & Z1 & ... & Z, von irreduziblen abgeschlossenen Teilmengen ist in
einer irreduziblen Komponente enthalten.

Corollar 4.10 Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper.

(a) Die irreduziblen Komponenten einer affinen k-Varietdt Z sind die abgeschlossenen Teil-
mengen Z(g) fur minimale Primideale g C O(Z).

(b) Die irreduziblen Komponenten einer projektiven k-Varietét Z sind die abgeschlossenen
Teilmengen 7, (g) fiir minimale homogene Primideale g C O, (7).

Beweis (a) folgt aus dem Nullstellensatz, denn fiir Primideale p1,ps € O(Z) gilt Z(p1) C
Z(p2) genau dann wenn py C pj.

Entsprechend folgt (b) aus dem projektiven Nullstellensatz.
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Corollar 4.11 Sei X ein topologischer Raum. Ist

mit irreduziblen abgeschlossenen Teilmengen X;, und gilt X; ¢ X; fiir ¢ # j, so sind
Xi,...,X, die irreduziblen Komponenten von X.

Beweis Sei Z eine irreduzible Komponente von X. Dann ist Z = |J (X; N Z). Da Z irredu-
i=1
zibel ist, muss Z = X; N Z fiir ein ¢ gelten, also Z C X, wegen der Maximalitdt von Z also

7 = X;. Umgekehrt gibt es zu jedem X; eine irreduzible Komponente Z von X mit X; C Z.
Ist nun (nach dem ersten Schritt) Z = X fiir ein j € {1,...,n}, so muss j = i gelten, also

Definition 4.12 Ein topologischer Raum X heiflt noethersch, wenn jede absteigende Kette
Yi2Y,2Y¥;32 ...

von abgeschlossenen Teilmengen stationdr wird (d.h., es existiert ein n € Nmit Y,, = Y, ;1 =
...). Aquivalente Bedingung: jede nichtleere Menge von abgeschlossenen Teilmengen besitzt
ein minimales Element.

Bemerkung 4.13 Ist X noethersch, so auch jeder abgeschlossene Teilraum Y C X und
auch jede offene Teilmenge U C X.

Erinnerung 4.14 Ein Ring R heifit noethersch, wenn die folgenden dquivalenten Bedingun-
gen gelten.

(a) Jede aufsteigende Kette a; C as C az C ... von Idealen wird stationér.
(b) Jede nichtleere Menge von Idealen besitzt ein maximales Element.

(c) Alle Ideale sind endlich erzeugt.
(

d) Jeder Untermodul eines endlich-erzeugten R-Moduls ist endlich erzeugt.
Satz 4.15 Eine k-Varietét ist ein noetherscher Raum.

Beweis: Sei Z affin und Y] D Y5 O Y3 D ... eine absteigende Kette von abgeschlossenen
Teilmengen in Z, etwa Y; = Z(a;) fir Ideale a; C O(Z), wobei 0.E. a; Radikalideal ist, d.h.,
a; = +/a;. Dannist a; C ay; C ag C ... eine Kette von Idealen, diese wird stationér, also auch
die Folge der Y;. Analog folgt der Fall von projektiven k-Varietidten, wobei man Ketten von
homogenen Idealen betrachtet. Der Fall von quasi-affinen und quasi-projektiven Varietdten

folgt mit Bemerkung 4.13.

Proposition 4.16 Ein noetherscher topologischer Raum hat nur endlich viele irreduzible
Komponenten.

Beweis nach dem Prinzip der noetherschen Induktion (“Prinzip des kleinsten Verbrechers”):
Sei M die Menge der abgeschlossenen Teilmengen Y C X, die nicht Vereinigung von endlich
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vielen irreduziblen abgeschlossenen Teilmengen Yi,...,Y, sind. Sei M nicht-leer. Da X
noethersch ist, ist M mit O induktiv geordnet, besitzt also ein minimales Element, etwa Y
(Zorn’s Lemma). Dann ist Y nicht irreduzibel, also

Y=Y uY”

wobei Y/, Y” G Y echte abgeschlossene Teilmengen von Y sind. Wegen der Minimalitét von
Y sind Y/ und Y nicht in M, also Vereinigung von endlich vielen irreduziblen algebraischen
Teilmengen. Dann gilt dies auch fiir Y - Widerspruch!

Corollar 4.17 Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper.
(a) Jede k-Varietdt hat nur endlich viele irreduzible Komponenten.
(b) Jede endlich erzeugte k-Algebra A hat nur endlich viele minimale Primideale.

(c) Jede endlich erzeugte graduierte k-Algebra S hat nur endlich viele minimale homogene
Primideale.
Beweis (a) folgt aus 4.15 und 4.16, und (b) und (c) folgen hieraus mit 4.10.

Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper.

Definition 4.18 Eine Hyperfliche in einer irreduziblen affinen (bzw. projektiven) k-Varietét
Z ist eine abgeschlossene Untervarietdt W C Z von der Form Z(f) fir ein f € O(Z) ~ {0}
(bzw. Z,(F) fiir ein homogenes F' € O,(Z) ~ {0}).

Beispiele 4.19 (a) Sei Z(f) € A"(k) eine Hyperfliache, mit f € k[Xy, ..., X,], und sei

)
F=11r
=1

eine Primfaktorzerlegung von f in dem faktoriellen Ring k[Xy,..., X,] (d.h., die p; sind
irreduzibel und paarweise teilerfremd und es ist n; > 1 fiir alle 7). Dann sind Z(py), ..., Z(p;)
die irreduziblen Komponenten von Z( f). Dies folgt aus Corollar 4.11, da die Z(p;) irreduzibel

sind (< p; > ist ein Primideal) und Z(f) = U Z(p:), sowie Z(p;) € Z(p;) fiir i # j (da
i=1

sonst p; | pj)-

(b) Entsprechend sei F' € k[X,. .., X,] ~ {0} homogen und

F = H P
i=1

eine Primfaktorzerlegung von F' mit (notwendigerweise) homogenen irreduziblen Polynomen
P;. Dann sind Z,(P,),...,Z(P.) die irreduziblen Komponenten der Hyperfliche Z, (F) C
P (k).

(c) Sei Z = Z(x2? — 232,y2? — 2*yz) C A3(k). Dann ist Z = Z(xz(z — 2?),yz(z — %)) und
daher
7= Z(x,y) UZ(2) U Z(z — 2?)
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die Zerlegung in die irreduzible Komponente 7, = Z(x,y) (z-Achse), Z, = Z(z) (x-y)-
Ebene und Z3 = Z(z — %) (Parabelfléiche): 2% — 2 ist irreduzibel, und < z,y > sowie < z >
sind Primideale in k[z, y, z]; weiter gibt es keine Inklusionsbeziehungen zwischen den Idealen
<2?—z><z,y>und <z >.

Z3

Z1 / y




5 Das Spektrum eines Rings

Das letzte Kapitel hat gezeigt, dass es von Interesse ist, die Primideale eines Rings zu stu-
dieren. Sei R ein Ring.

Definition 5.1 Die Menge Spec(R) aller Primideale von R heifit das Spektrum von R.

Beispiele 5.2 (a) Ist k ein Korper, so besteht Spec(k) nur aus einem Punkt (dem Nullideal).
(b) Spec(Z) = {< 0 >} U{< p >| pPrimzahl}.

(c) Spec(k[z]) ={< 0>} U{< f >] f € k[z] normiert und irreduzibel }.

(d) Spec(C[z]) ={<0>}U{<z—a>|aecC}.

Definition 5.3 Fiir fi,..., f,, € R setze
V(fi, ..., fm) ={p € Spec(R) | fi€p Vi=1,...,n} C Spec(R).
Fir ein Ideal a C R setze

V(a)={p € Spec(R) |aCp} C Spec(R).

Offenbar gilt V' (f1,..., fi) = V(< fi,-. o\ fin >).

Bemerkung 5.4 Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper, sei a = (ay, ..., a,) € A"(k),
und sei f € k[Xy,...,X,]. Fir das maximale Ideal < X;—ay,..., X,,—a, > C k[Xi,..., X,)]
gilt dann

acZ(f) & fla)=0 & fe<Xi—ay,...,Xp—a,> .
Allgemeiner gilt fiir jedes Ideal a C k[ X, ..., X,)]

ac€Za) & aC<Xi—ay,...,X,—a,>

Unter der Bijektion (Hilberts Nullstellensatz)

Ak 2 Maz(k[X,. .., X))
a — my:=<X;—ay,...,X,—a, >

entsprechen sich also Z(a) und Max(k[X,..., X,]) N V(a).
Allgemeiner Z eine affine k-Varietét. Fiir den Koordinatenring O(Z) haben wir dann eine
Bijektion

Z PN Max(0(2))

a — m,={f€0(2)]f(a) =0},

Fiir jedes Ideal a C O(Z) entsprechen sich dann

Z(a) und V(a)N Max(O(Z)) C Spec(O(Z)),
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denn es gilt
ac€Za) & fla)=U Vfea & alm,.

Die Mengen V(a) verallgemeinern also die Nullstellenmengen Z(a) fiir (affine) Varietéten
auf beliebige Ringe und deren gesamtes Spektrum.

Lemma 5.5 (a) V{0} = Spec(R),V(R) = 0.
(b) Fiir jede Familie (a;);e; von Idealen in R gilt V(> a;) = () V(&)

il i€l
(c) Fiir Ideale a,b in R gilt V(anb) = V(a-b) = V(a) U V(b).
Beweis: (a) und (b) sind offensichtlich.

(c): offenbar gilt
aCb=V(b) CV(a).

Wegen a-b Canb C a,b folgt daher
V(@ uV(e) CV(anb) CV(a-b).

Angenommen, die rechte Seite ist echt grofler. Dann gibt es ein Primideal p welches a - b
enthélt, aber weder a noch b. Wiahle s ca—pundt € b—p. Dannist s-t€a-b C pim
Widerspruch dazu, dass p ein Primideal ist.

Aus 5.5 folgt, dass die Mengen V' (a) (a Ideal in R) die abgeschlossenen Mengen einer Topo-
logie auf Spec(R) bilden.

Definition 5.6 Diese Topologie heifit die Zariski-Topologie von Spec(R).
Definition 5.7 Fiir f € R setze D(f) ={p € Spec(R) | f € p}.

Lemma /Definition 5.8 Die Mengen D(f) sind offen und bilden eine Basis der Zariski-
Topologie. Sie heiflen Standard-offene (oder elementare offene) Mengen.

Beweis: D(f) = Spec(R) — V(f), und fiir ein Ideal a ist nach 5.5 (b)

(21) Spec(R) — V(a) = | ] D(/)

fea

Bemerkung 5.9 Sei k ein algebraisch abgeschlossener Kérper und Z eine affine k-Varietét.
(a) Aus 5.4 folgt, dass die Bijektion

bji.

Z — Max(O(Z)) C Spec(O(Z))

a — mg

ein Homéomorphismus ist, wenn man beide Seiten mit der Zariski-Topologie versieht. (also
Max(O(Z)) mit der Einschrénkung der Zariski-Topologie auf Spec(O(Z))). Denn nach 5.4
induziert die Bijektion fiir jedes Ideal a C O(Z) eine Bijektion

bij.

Z(a) = V(a) N Max(O(2)).
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(b) Es gibt nach Hilberts Nullstellensatz und Lemma 3.6 zueinander inverse Bijektionen

irreduzible abgeschlossene }

Irr(Z) = { Teilmengen Y C Z = Spec(O(2))
Y — I(Y)

Z(p) i p.

(c) Man kann Z in Irr(Z) einbetten, indem man = € Z auf {z} abbildet. Dies liefert ein
kommutatives Diagramm

ar(O(Z

Irr(2) LN Spec(O(Z

Wir betrachten nun wieder beliebige Ringe (kommutativ, mit Eins).

Lemma/Definition 5.10 Ein Ringhomomorphismus ¢ : A — B induziert eine stetige
Abbildung
©* = Spec(p) : Spec(B) —  Spec(A)

qa = p=9¢(q)
(Sprechweise: gilt p = ¢ ~1(q), so sagen wir: q liegt iiber p).

Beweis der Behauptungen: Die von ¢ induzierte Abbildung A/¢~1(q) — B/q ist injektiv.
Mit B/p ist also auch A/p'(a) ein Integritéitsbereich, d.h., ¢~!(q) wieder ein Primideal.
Weiter gilt fiir f € A und q € Spec(B)

a€D(p(f) & of)¢a & [de @) & ¢(a)=¢ '(a) D).
Hieraus folgt

(22) (") "H(D(f)) = D(#(f))

Insbesondere ist (¢*)"'(D(f)) offen. Da die D(f) eine Basis der Topologie von Spec(A)
bilden, folgt hieraus die Stetigkeit von ¢*.

Bemerkungen 5.11 (a) Genauer gesagt, erhalten wir einen kontravarianten Funktor
Spec : Ringe — Topologische Rédume, A w Spec(A), ¢t~ Spec(p)

Fiir einen Ringhomomorphismus ¢ : B — C' ist ndmlich Spec(1) o ¢) = Spec(p) o Spec(1)),
und es ist Spec(idy) = id Spec(a)-

(b) Die Abbildung Spec(y) bildet im Allgemeinen Maxz(B) nicht in Max(A) ab, wie man
am Ringhomomorphismus Z — Q (oder k[X] C k(X)) sieht.

Wir studieren nun ¢* = Spec(¢p) in verschiedenen Situationen.
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Satz 5.12 Sei a C R ein Ideal. Die kanonische Surjektion ¢ : R — R/a induziert eine
injektive Abbildung
©* : Spec(R/a) — Spec(R)

mit Bild V'(a). Die induzierte Bijektion
"+ Spec(R/a) = V(a), P '(p)

ist ein Homdomorphismus, wenn V' (a) die Teilraum-Topologie tragt.

Beweis: Nach Lemma 1.10 haben wir zueinander inverse Bijektionen

Spec(Rfa) = V(a)
P

p/a «— p
C

Fiir ein Ideal b C R/a und ein Primideal p’
wenn (b)) C p~1(p’), also

R/a gilt dabei offenbar b’ C p’ genau dann

(23) P (V(b) = V(e (b))
Also ist ¢* eine abgeschlossene Abbildung (die Bilder von abgeschlossenen Mengen sind
abgeschlossen).

Eine bijektive stetige abgeschlossene Abbildung ist aber ein Homéomorphismus.

Satz 5.13 Sei S C A eine multiplikative Teilmenge. Dann induziert der universelle Ringho-
momorphismus ¢ : A — Ag einen Homomorphismus

(24) ©* . Spec(Ag) — {p € Spec(4) |pNS =0},
wobei {p € Spec(A) | pNS = 0} C Spec(A) mit der Relativtopologie versehen ist. Die

Umkehrabbildung ist
p
vipops={_[pepseSt.

Beweis: Wohldefiniertheit: fiir p’ € Spec(Ag) gilt ¢ ' (p’) NS = @. Denn wiire s € S mit
@(s) = $ € p', so folgte p’ = Ag, da 7 eine Einheit ist; Widerspruch!
Bijektivitit: Fiir jedes Primideal p C A mit p NS = () ist pg offenbar ein Ideal. Weiter ist
ps auch ein Primideal, denn fiir a,b € A, p € p und r, s,t € S gilt:

ab p

—z:—ir’rab:r’stpepfﬁreinr’eS:aepoderbep, dar,r' ¢&p.
s r

Damit erhalten wir die Wohldefiniertheit von .
©*p = id: Fiir p € Spec(A) mit pNS =0 ist o '(pg) =p: Ist a € A mit p(a) = ¢ € pg,

so gibt es p € p,s € S mit § = £, also ein r € S mit rsa = rp; wegen rs ¢ p folgt also a € p.
Die umgekehrte Inklusion p C ¢ '(pg) ist klar.
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Yo* =id: Ist p’ € Spec(Ag) und ¢ '(p’) = p, so ist p’ = pg : Ist ndmlich ¢ € p’'(a € 4,5 €
s.8

S), so folgt p(a) =42 = € p’, also a € p und damit ¢ € ps. Umgekehrt ist mit p(p) C p’

1 s

auch pg C p’.

Die Abbildung (24) ist ein Homéomorphismus: Da ¢* : Spec(Ag) — Spec(A) stetig ist,
geniigt es zu zeigen, dass diese Abbildung nach Einschriankung auf das Bild

Y ={pe Spec(A) | pNnS =0}

offen ist. Die Mengen D(%), fir f € Aund s € S, bilden aber eine Basis der Topologie von
Spec(Ag), und es gilt

v"(D()) = D(f)nY

(was nach Definition der Relativtopologie offen in Y ist). Denn fiir ein Primideal p’ €
Spec(Ag) gilt, da % eine Einheit in Ag ist:

T_Zo) v o wlner & ree i),

S

also

f

p' e D(E) & 9" (p') € D(f) .

Corollar 5.14 Fiir f € A und die kanonische Abbildung ¢ : A — Ay ist die Abbildung
¢} + Spec(4y) = D(f)

ein Homéomorphismus auf die offene Menge D(f) C Spec(A), mit Umkehrabbildung p +—
pr=p- Ay

Beweis: Fiir Sy = {f"|n € No} und p € Spec(A) gilt p NSy = 0 genau dann, wenn f ¢ p
(d.h., wenn p € D(f)). Denn fiir n € N gilt f™ € p genau dann wenn f € p, da p Primideal

18t,.

Corollar 5.15 Fiir p € Spec(A) und die kanonische Abbildung ¢ : A — A, ist
©* . Spec(Ap) = {q € SpecA | qCp}

ein Homdomorphismus, mit Umkehrabbildung q — q, = qA,.

Beweis: Es gilt g N (A~ p) = 0 genau dann wenn g C p.

Definition/Lemma 5.16 (a) Ein Ring A heifit lokal, wenn die folgenden dquivalenten
Eigenschaften gelten:

(i) A hat genau ein maximales Ideal m.

(ii) Die Menge A ~\. A* der Nichteinheiten ist ein Ideal.
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(b) Es ist in diesem Fall m = A~ A%, und der Kérper A/m heifit der Restklassenkorper von
A.

Beweis der Behauptungen: Fiir jeden Ring A ist

(25) ANAY = U a,
a%AIdeal
dennesgilt fiir fe A: fe ANAC & 1€ (f) & (f) # A

Gilt nun (i), so ist A~ A* = m ein Ideal, da alle echten Ideale a & A in m enthalten sind.
Es ist ndmlich jedes solche a in einem maximalen Ideal enthalten; siehe Algebra I Satz 16.8,
oder Satz 5.20 (a) weiter unten. Gilt umgekehrt (ii), ist also A\ A* ein Ideal, so enthilt es
alle Ideale a & A, ist also maximal und das einzige maximale Ideal.

Beispiele 5.17: (a) Ein Korper ist ein lokaler Ring.
(b) Der Nullring ist kein lokaler Ring.

(c) Ist A ein lokaler Ring, so ist der Ring R = A[[z1,...,x,]] der formalen Potenzreihen in
den Variablen zy, ..., z, ein lokaler Ring und der Ringhomomorphismus A — A[[z1, ..., z,]|
induziert einen Isomorphismus der Restklassenkoérper: Wegen

Allxy, ..., zn)] = Allza, - 2]l [[2n]]
konnen wir dies durch Induktion iiber n beweisen; es ist also ohne Einschrénkung n = 1. Ein
Element f = i a,x™ € Al[z]] ist aber genau dann eine Einheit, wenn der konstante Term
ap eine Einheité:igt (Beweis selbst: 1ose f-g = 1). Es folgt A[[z]] \ A[[z]]* =< z > +m Al[z]]

(m das maximale Ideal von A); dies ist aber ein Ideal.

Satz 5.18 Sei A ein Ring und p C A ein Primideal. Dann ist die Lokalisierung A, ein lokaler
Ring mit maximalen Ideal

a
pAy = (Asp)p={3 laepbép}.
Der Restklassenkorper A,/pA, ist isomorph zu Quot(A/p).

Beweis: 1) Mit dem kanonischen Homomorphismus ¢ : A — A, hatten wir zueinander
inverse Homéomorphismen

Spec(A,) = {q€ Spec(A) | q Cp}
q — ¢ (1)
qdp — qCp
Daher ist pAp das einzige maximale Ideal (es enthélt alle Primideale).
2) Nach 1) ist ¢~ '(pA,) = p; der Ringhomomorphismus ¢ : A — A, induziert daher eine

Einbettung A/p — A,/pA,, und die universelle Eigenschaft des Quotientenkérpers induziert
eine Einbettung von Korpern

Quot(A/p) — Ap/pAy .
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Diese ist auch surjektiv: Ist § € Ap, mit a € A und b € A\ p, so ist fiir die Restklassen

@,bin A/p offenbar b # 0, und das Element 2 € Quot(A \ p) wird auf die Restklasse von 2
abgebildet.

e

Corollar 5.19 Sei ¢ : A — B ein Ringhomomorphismus. Die Faser von

¢* : Spec(B) — Spec(4),  ¢*(B) = ¢ (P)

iiber p € Spec(A) (also das Urbild (¢*)71(p) = {P € Spec(B) | ¢*(P) = p}) ist (verschen
mit der Unterraumtopologie) homéomorph zu

Spec(B ®4 k(p)),

wobei k(p) = Quot(A/p) der Restklassenkorper von A bei p ist.

Beweis Wir zeigen dies durch Kombination von Satz 5.12 (der die Primideale 8 mit ¢*(J3) D
p behandelt) und Corollar 5.15 (das die P mit ¢* () C p behandelt). Sei B, = (A~ p)~'B
die Lokalisierung des A-Moduls beziiglich p. Dies ist ein Ring und isomorph zu B4 fiir
die multiplikative Teilmenge @(A \ p). Dann haben wir ein kommutatives Diagramm

B—— By, —— B,/pB,

1 1 ]

A——= Ay ——=Ap/pA, =k(p),
und das kommutative Diagramm

Spec(By/pBp)—— Spec(B,)—— Spec(B)

i | |-

Spec(A,/pA,)—— Spec(A,)—— Spec(A)

identifiziert Spec(B,) nach Corollar 5.15 homémorph mit der Menge der Ideale 3 € Spec(B)
mit PN p(ANp) =10, also o} (P)N (AN p) =0, also p*(P) C p. Weiter identifiziert es
Spec(B,/pB,) nach Satz 5.12 homémorph mit der Menge aller " € Spec(B,,) mit pB, C P,
also pA, C p, L(P"). Uber das rechte Quadrat entspricht dies also homéomorph der Menge
aller P € Spec(B) mit ¢ '(P) € p und p = ¢, (pA4,) € ¢ (P), dh., mit ¢*(P) =
71 (B) =1p.

Wir bemerken schliellich, dass

By/pBy = By ®a, Ap/pAy & B®a Ap/pA, = B®ak(p),

mittels der Isomorphismen B, = B®4 A, und dem Morphismus A — Quot(A/p) = A,/pA,.

Wir diskutieren nun ein Analogon von Hilberts Nullstellensatz fiir beliebige Ringe R. Dafiir
erinnern wir uns daran, dass wir fiir jedes Ideal a C R sein Radikal

Va={feR|f"€a fiireinne N}

definiert und seine Eigenschaften diskutiert hatten (1.17 und 1.18).
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Aus dem Zornschen Lemma folgern wir:

Satz 5.20 (a) Jedes Ideal a & R ist in einem maximalen Ideal enthalten.
(b) Jedes Primideal enthélt ein minimales Primideal.

(c) (abstrakter Nullstellensatz) Fiir jedes Ideal a C R gilt

va= [ ».

peV (a)

Insbesondere gilt fiir das Nilradikal

nil(R)= () p= [) ».

pE Spec(R) pe Spec(R)
pminimal

Beweis: (a) Die Menge M = {b | b & R Ideal und a C b} ist nichtleer und (beziiglich der
Inklusionen) induktiv geordnet - d.h., man hat eine Ordnung, und jede Kette, d.h., total
geordnete Teilmenge, besitzt eine obere Schranke in M. Ist ndmlich N eine solche Kette, so

1st
ci= |

beN
wieder ein Ideal: Seien a,b € ¢ und r € R. Dann gibt es by, by € N mit a € b; und b € bs.
Ohne Einschriankung sei by C by (NN ist total geordnet!). Es folgt ra,a + b € by C ¢. Weiter
ist 1 ¢ ¢ (dal¢ b fiirallebe M) alsoce M.

Nach dem Zornschen Lemma besitzt M also ein maximales Element m. Es ist dann a C m
und m notwendigerweise ein maximales Ideal.

(b) Spec(R) ist nach der Umkehrung der Inklusionsordnung induktiv geordnet: ist N eine
totalgeordnete Menge von Primidealen so ist

ci=[)p

peEN

ein Primideal:
a-bec=accoderbec.

Denn wire a ¢ ¢ und b ¢ ¢, so gibe es p,qg € N mit a ¢ p und b ¢ q. Ist etwa p C q, so folgt
auch b ¢ p, also a - b ¢ p, ein Widerspruch!

Entsprechend ist fiir ein Primideal py von R die Menge M := {q € Spec(R) | q C po}
beziiglich “2” induktiv geordnet, und (b) folgt aus dem Zornschen Lemma.

(c) Es ist nur die zweite Aussage zu zeigen; die erste folgt dann durch Anwendung auf R/a.
Ist f € R nilpotent, so ist offenbar f in jedem Primideal p enthalten (R/p integer!). Sei
umgekehrt f nicht nilpotent. Dann enthélt Sy = {f" | n € N} nicht die Null und Ay ist
nach dem folgenden Lemma nicht der Nullring. Daher gibt es ein Primideal von A (z.B. ein
maximales Ideal nach (a)), also ein Primideal p € D(f) (nach 5,14!), d.h., mit f ¢ p. Die
zweite Gleichheit folgt mit (b).

Lemma 5.21 Sei A ein Ring und S C A eine multiplikative Teilmenge. Dann gilt
AS =0 & 0e€68§.
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Beweis Es gilt

1
I:% & dseSmits-1-1=s-1-0, alsos=0.

Corollar 5.22 (a) Fiir Ideale a,b C R gilt

V(a) CV(b) & VbC Va.
Insbesondere gilt: V(a) =V (b) < /a=+bund V(a) = Spec(R) < a C nil(R).
(b) Es gibt eine Bijektion

{ abgeschlossene Mengen von Spec(R)} <« {Radikalideale von R}

Corollar 5.23 Sei R ein Ring. Dann sind dquivalent:
(a) Spec(R) ist irreduzibel.

(b) nil(R) ist ein Primideal.

Beweis Es sind dquivalent:

(i) Spec(R) ist reduzibel (= nicht irreduzibel).

(ii) Es existieren zwei nicht-leere offene Mengen Uy, Uy C Spec(R) mit Uy N Us = ().

(i) Es existieren zwei nicht leere offene Standardmengen D(f1), D(f2) € Spec(R) mit
D(f1)ND(f2) =0.

(iv) Es existieren fi, fo € R mit fi, fo ¢ nil(R) aber f; - fo € nil(R).

(v) nil(R) ist kein Prinideal.

Hier sind (i) und (iii) aquivalent, da die D(f) eine Basis der Topologie bilden. Die Aquivalenz
von (iii) und (iv) folgt aus der Beziehung

(26) D(fi)ND(f2) = D(fi- f)
(die direkt oder aus 5.5 (c) folgt) sowie der Tatsache

(27) D(fy=0 < fenil(R),
die aus 5.21 (a) folgt.

Corollar 5.24 Aquivalent sind: (a) R integer.
(b) R reduziert und Spec(R) irreduzibel.

Beweis: (a) < < 0 > Primideal < nil(R) =< 0 > und nil(R) ist Primideal < (b).

Corollar 5.25 Fiir eine abgeschlossene Teilmenge Y C Spec(R) sind dquivalent:
(a) Y ist irreduzibel.
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(b) Y = V(p) fiir ein Primideal p von R.
(¢) Y = {z} fiir einen Punkt x € Spec(R).
(Hier bezeichnet M den (topologischen) Abschluss einer Menge M).

Beweis (a) = (b): Sei Y = V(a) fiir das Ideal a C R. Durch Anwendung von 5.23 auf R/a
folgt: Ist Y = V'(a) = Spec(R/a) (Homdomorphie) irreduzibel, so ist nil(R/a) ein Primideal.
Es ist aber nil(R/a) = y/a/a. Also ist v/a ein Primideal; aber es ist V(a) = V(y/a).

(b) = (c): Sel Y = V(p) und = = p € Spec(R). Fiir jedes Ideal a C R gilt: x € V(a) &
aCp = V(p) C V(a). Damit ist

—_— T T

=, V@ = V@) =V)

(c) = (a): Fiir jeden topologischen Raum X und jedes # € X ist {x} irreduzibel, nach 4.7
also auch {z}.

Bemerkung 5.26 Wir haben gesehen: fiir p € Spec(R) ist {p} = V(p).

Corollar 5.27 Sei R ein Ring

(a) Fiir Primideale pq,po in R gilt: V(p1) C V(p2) < pa C py.

(b) dim(R) = dim(Spec(R)).

(c) Die irreduziblen Komponenten von Spec(R) sind die abgeschlossenen Teilmengen V(q)
fiir minimale Primideale q.

Beweis (a) folgt aus 5.22 (a), da y/p = p fiir ein Primideal. (c) folgt aus (a) und 5.25.

(b): Nach (a) und 5.25 entsprechen die Ketten von Primidealen in R den Ketten von irre-
duziblen abgeschlossenen Teilmengen von Spec(R) (vermoge p — V (p), bei Umkehrung der
Inklusion).

Mit denselben Argumenten wie in Satz 4.15 und Corollar 4.17 folgen aus 5.25 die néchsten
beiden Resultate:

Corollar 5.28 Sei R ein noetherscher Ring. Dann ist Spec(R) ein noetherscher topologischer
Raum.

Corollar 5.29 Ein noetherscher Ring hat nur endlich viele minimale Primideale.
Weiter gilt:

Lemma 5.30 Ein Punkt z = p € Spec(R) ist genau dann abgeschlossen ({z} = {z}), wenn
p ein maximales Ideal ist.

Beweis Nach 5.26 ist p genau dann abgeschlossen, wenn V (p) = {p}.

Definition 5.31 Ist in einem topologischen Raum X eine abgeschlossene Teilmenge Y irre-
duzibel und n € Y mit {n} =Y, so heiit n generischer Punkt von Y.
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Erinnerung: Ein topologischer Raum X heifit ein Hausdorff-Raum (oder 75-Raum), wenn
es zu je zwei Punkten x; # x9 in X offene Umgebungen U; von z; (i = 1,2) gibt mit
Uy N Uy = (). Weiter heifit X ein T}-Raum, wenn es zu je zwei Punkten x; # x5 in X offene
Umgebungen U; von z; (i = 1,2) gibt mit 21 € Uy, x5 ¢ Uy und x5 € Uy, xq ¢ Us. SchlieBlich
heift X ein To-Raum, wenn gilt: zu je zwei Punkten x; # x2 in X besitzt ein Punkt x; eine
Umgebung U;, die den anderen Punkt z; (j # ¢) nicht enthélt. Offenbar gilt:

T = T = T[) .

Lemma 5.23 (a) X ist genau dann ein 73-Raum, wenn jeder Punkt x € X abgeschlossen
ist.

(b) Ist X ein Tp-Raum, so sind generische Punkte eindeutig.

Beweis (a) ist klar.

(b): Sind 7y, 1, zwei generische Punkte von Y, so ist ny € {n;}.

Lemma 5.33 (a) Fiir jeden Ring R ist Spec(R) ein Tj-Raum.

(b) Jede irreduzible abgeschlossene Teilmenge Y C X hat also einen eindeutig bestimmten
generischen Punkt 7.

Beweis (a): Seien p,q € Spec(R) mit p # q, also etwa p € g. Dann gibt es ein f € p mit
f ¢ q. Also ist D(f) eine offene Menge mit q € D(f) und p ¢ D(f).

(b) folgt aus 5.25 und 5.32 (b).
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6 Endliche und ganze Ringerweiterungen

Die Begriffe und Ergebnisse in diesem Paragraphen sind niitzlich fiir Dimensionsberechnun-
gen.

Definition 6.1 Sei A ein Ring und B eine A-Algebra. B heifit endliche A-Algebra, wenn B
als A-Modul endlich erzeugt ist.

Die folgende Definition wird meistens fiir a = A benutzt.

Lemma /Definition 6.2 Sei A ein Ring, B eine A-Algebra und a C A ein Ideal.

(a) Ein Element b € B heifit ganz iiber a, wenn die folgenden dquivalenten Bedingungen
erfiillt sind.

(i) Es gibt ein normiertes Polynom

f(X)=X"4+a, X" ' +.. . +a; X +ao mita; €a,
so dass f(b) =0 in B, d.h., eine Ganzheitsgleichung
(28) b 4+ a, 10" '+ ... +ab+a; mita; €a.

(ii) A[b] C B ist eine endliche A-Algebra, und b € \/aA[b].
(iii) Es gibt einen Unterring B" C B mit A[b] C B’, der eine endliche A-Algebra ist, und

bevaB'.

(iv) Es gibt einen treuen A[b]-Modul M, der als A-Modul endlich erzeugt ist, und es gilt
b M C aM fiir ein m € N. (Ein Modul M iiber einem Ring R heifit treu, wenn fiir jedes
r € R gilt: aus rm = 0 fiir alle m € M folgt r = 0).

(b) B heiit ganz iiber a, wenn jedes b € B ganz iiber a ist.

Beweis der Aquivalenzen in (a):

(i) = (ii): Nach Definition wird A[b] als A-Modul von allen ™ (m € N) erzeugt. Aus (28)
folgt aber per Induktion, dass A[b] von 1,b...,0" ! erzeugt wird; weiter ist b" € aA[b].

(i) = (iii): Setze B = A[b].
(iii) = (iv): Setze M = B'.

(iv) = (i): Seien my, ..., my Erzeugende von M als A-Modul. Dann gibt es a;; € a (i, k €
{1,...,¢}) mit
¢
b"m; = Z il (1=1,...,0)
k=1

Hieraus folgt die Matrixgleichung

my

b™ ik, — aik : | =0.
my

Aus der Cramerschen Regel (die auch iiber Ringen gilt) folgt dm; = 0 fiiri = 1, ..., my, wobei
d = det(b"0;x — ay). Da die m; den Modul M erzeugen, gilt d- M = 0, also d = 0, da M
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ein treuer A[b]-Modul war. Fiir das normierte Polynom f(X) = det(X™ - E — (a;,)) € A[X],
dessen Koeffizienten aufer dem Leitkoeffizienten alle in a liegen, gilt also f(b) = 0, und es
folgt (i), mit n =m - (.

Corollar 6.3 (a) Eine endliche A-Algebra B ist ganz iiber A.

(b) by,...,b, € B sind genau dann ganz iiber A, wenn A[by, ..., b,] eine endliche A-Algebra
ist.

(c) Die Menge A aller Elemente b € B, die ganz iiber A sind, bildet eine A-Unteralgebra von
B und heifit der ganze Abschluss von A in B.

(d) Die Menge aller iiber a ganzen Elemente in B ist VaA.

Beweis (a) folgt mit Kriterium (iii), (b) folgt durch Induktion iiber n mit Kriterium (ii)
und (c) folgt aus (b). Schlieflich folgt (d) mit Kriterium (iii).

Satz 6.4 (going-up-Theorem von Krull-Cohen-Seidenberg) Sei B/A eine ganze Ring-Erweite-

rung, d.h., A C B ist ein Unterring, und B ist ganz iiber A. Dann gilt:

(a) Ist P C B ein Primideal iiber p C A (d.h., PN A = p), so ist P genau dann maximal,
wenn p maximal ist.

(b) Sind B C P’ C B Primideale iiber demselben Primideal p C B, so ist P = .

(¢) Uber jedem Primideal p C A liegt ein Primideal 8 C B, d.h., die Abbildung Spec(B) —
Spec(A) ist surjektiv.

(d) (going-up) Sei P C B ein Primideal und p C A das darunterliegende Primideal. Ist
p’ C A ein weiteres Primideal mit p C p’, so gibt es ein Primideal ' C B iiber p’ mit

pUISRU

Beweis (b): Angenommen P G P'. Sei f € P\ P. Sei p(X) = 3 ;X" € A[X] normiert

0

n

7
mit n > 1 und

(29) pf)=f"+anaf" + . Faf+a€P.

Ein solches p(X) gibt es immer, da f ganz iiber A ist (so dass wir sogar p(f) = 0 erreichen).
Sei p(z) mit minimalen Grad gewéhlt. Aus der Gleichung (29) folgt ap € ' N A = p, also
auch ay € P.

Wegen f ¢ B ist n > 1. Dann haben wir

Fo (T anaf T ) €.
Da B ein Primideal ist, und f ¢ 9B, folgt

"l an "N tanf +a €

im Widerspruch dazu, dass der Grad von p(X) minimal war.

(a): Ist p maximal, so auch P. Wire némlich P’ 2 P ein echt groBeres Primideal, so wire
nach (b) p’ =P N A 2 p — Widerspruch.
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Sei umgekehrt P maximal. Dann ist B/p ein Korper und A/p — B/ wieder eine ganze
Ringerweiterung. Es geniigt also zu zeigen: Ist B ein Korper, so auch A. Sei B ein Korper,
und a € A~ {0}. Fiir b = £ € B gibt es dann eine Gleichung

1\" " 1
—| +apns1|— +...+a1—+ay=0
a a a

mit ag, ..., a,—1 € A. Durch Multiplikation mit a"~! folgt

1
o= —(@p_1 + Gy + ... +a" ag) € A.

Fiir (c) betrachte das kommutative Diagramm

Tg Tg
A—25 Ay,
wobei B, = (A \ p)~' B die Lokalisierung von B nach A \ p ist. Dann ist A, < B, injektiv

(wegen der Exaktheit der Lokalisierung, siche 3.A.10) und eine ganze Ringerweiterung: Sei
%EBp,mitbeBundeA\p, und sei

" 4 a0+ ab+ag=0

(mit ag, ...a,_1 € A) eine Ganzheitsgleichung fiir b. Teilt man diese Gleichung durch f", so
erhélt man eine Ganzheitsgleichung fiir % iber A,.

Da A, # 0, ist auch B, # 0, besitzt also ein maximales Ideal P. Nach (a) ist p = P N A,
ein maximales Ideal von A, also gleich dem eindeutig bestimmten maximalen Ideal pA, des

lokalen Rings A,. Wegen ¢ '(pA,) = p gilt fiir P = ¢~ 1(P) die Gleichheit PN A = p wie
gewiinscht.

(Geometrisch gesehen haben wir das Diagramm

(30) Spec(B,)— Spec(B)

| |

Spec(Ay)—— Spec(A)
betrachtet und benutzt, dass p schon in (dem Bild von) Spec(A4,) liegt; dies ist die Methode
der Lokalisierung).

Fiir (d) betrachten wir die Ringerweiterung A/p — B/, die wieder ganz ist. Dann ist
p'/p € A/p ein Primideal, und nach (c) gibt es ein Primideal p C B/ iiber p’/p. Nach
Satz 5.12 ist P = PP’ /P fiir ein Primideal P’ C B mit P’ O P, und fiir dieses gilt P'NA = p’.

(Geometrisch gesehen haben wir das kommutative Diagramm

(31) Spec( B /9)— Spec(B)

l l

Spec(A/p)—— Spec(A)
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betrachtet und benutzt, dass die linke Abbildung surjektiv ist).

Corollar 6.5 Ist A — B eine ganze Ringerweiterung, so ist Spec(B) — Spec(A) eine
abgeschlossene Abbildung.

Beweis Sei V' (b) C Spec(B) eine abgeschlossene Menge; b C B ein Ideal. Sei a = b N A.
Dann folgt aus dem kommutativen Diagramm

(32) Spec(B/b)—— Spec(B)

| !

Spec(A/a)—— Spec(A),

dass V(b) auf die abgeschlossene Menge V' (a) C Spec(A) abgebildet wird. Denn V' (b) (bzw.
V(a)) ist das Bild der oberen (bzw. unteren) Abbildung, und die linke Abbildung ist nach
6.4 (c) surjektiv, da A/a < B/b eine ganze Ringerweiterung ist.

Corollar 6.6 Ist A <— B eine ganze Ringerweiterung, so gilt

dimA = dim B.

Beweis Ist

(33) PP & &P

eine Primidealkette in B, und ist p; =B, N A (i =1,...,r), so ist nach 6,4(b)
(34) PEm G S

eine Primidealkette in A. Es ist also dim A > dim B. Ist umgekehrt (34) eine Primidealkette
in A, so gibt es nach 6.4 (c) ein Py € Spec(B) iiber pg, und aus 6.4 (b) und (d) folgt induktiv
die Existenz einer Primidealkette (33) in B mit B; N A = p;. Also ist dim B > dim A.

Ist A normal, so kénnen wir die obigen Resultate verschérfen. Hierbei definieren wir.

Definition 6.7 Sei A — B eine Ringerweiterung.
(a) A heifit ganz abgeschlossen in B, wenn A gleich seinem ganzen Abschluss A in B ist.

(b) Ein Integrititsring A heifit normal, wenn er ganz abgeschlossen in seinem Quotien-
tenkorper K ist.

Lemma 6.8 Jeder faktorielle Ring R (also auch jeder Hauptidealring) ist ganz abgeschlossen.

Beweis Sei § € K = Quot(R), a € R, b € R~ {0}. Ohne Einschrankung seien a und b
teilerfremd. Angenommen, es gibt ag,...,a,_1 € R mit

(%>n+an_1 (%)n_l +... .+ (%) +ag=0.

—a" =a, 1" b+ ...+ aab”t + agh”

Die Gleichung
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steht dann im Widerspruch zur Teilerfremdheit von a und b.

Beispiele 6.9 Polynomringe k[X7, ..., X,] iiber einem Korper sind ganz abgeschlossen, Z
ist ganz abgeschlossen.

Lemma 6.10 Sei A ein normaler Ring mit Quotientenkorper K, L/ K eine Korpererweiterung
und p C A ein Primideal. Ist b € L ganz iiber p, so hat das Minimalpolynom von b iiber K
die Form

(35) 2"+ ap 2" i +ag
mit ag,...,a,_1 € 9.
Beweis Seien by, bo,...,b, die Nullstellen von (35) in einer normalen Erweiterung L'/K

(z.B. L' = K, der algebraische Abschluss von K). Fiir jedes i = 1,...,n gibt es dann eine
K-Einbettung o; : L — L' mit o;(b) = b;. Nach Voraussetzung gibt es eine Gleichung

(36) D™ 4 oy D™ b4+ =0

mit co,...,c, € p. Es folgt durch Anwendung von o;, dass b; ebenfalls die Gleichung (36)
erfiillt, also ganz iiber p ist (i = 1,...,n). Dies folgt dann auch fir diea; (i =0,...,n—1),
da diese polynomiale Ausdriicke in den b; sind. Da a; € K, sehen wir, dass die a; im ganzen
Abschluss A von A in K liegen, also in A, da A normal ist. Aus 6.2 (ii) folgt nun, dass a” € p
fiir ein m € N. Es folgt a; € p, da p ein Primideal ist.

Lemma 6.11 Sei R ein Ring, a C R ein Ideal und S C R eine multiplikative Teilmenge.
Dann gilt aN.S = () genau dann, wenn es ein Primideal p C R gibt mit a C p und SNp = 0.

Beweis Nach Satz 5.12 und Satz 5.13 haben wir Bijektionen

Spec((R/a)s) = {p € Spec(R/a) |pN S =0}
= {p€Spec(R) [p2aundpn S =0},

wobei S das Bild S in R/a ist. Weiter gilt
Spec((R/a)g) #0 & (R/a)s#0 & 0€S & anS=0,
denn fiir einen Ring A und eine multiplikative Teilmenge T C A gilt nach Lemma 5.21

Ar=0 <& 0eT.

Satz 6.12 (going-down-Theorem von Cohen-Seidenberg) Sei A < B eine ganze Ringerwei-
terung, wobei A und B Integrititsringe sind und A normal ist. Seien p C p’ Primideale in A
und sei P’ C B ein Primideal {iber p’ (also P’ N A = p’). Dann gibt es ein Primideal 3 C B
mit P C P’ und P iiber p (also PN A =p).

Beweis Die Mengen S=A—pund ' =B - P und T =5-5 ={s-s|seS,s e}
sind multiplikativ, und es ist S, S C T. Wir zeigen nun pBN7T = (). Nach Lemma 6.11 gibt
es dann ein P € Spec(B) mit pB C P und TNP = 0. Aus SNP = folgt PN A C p und
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aus S’ NP =  folgt P C P'. Hieraus folgt p C PN A C p, also PN A=p, sowie P C P’
wie gewiinscht.

Angenommen, es gibt ein f € pBNT. Nach 6.2 (iii) und der Ganzheit von B iiber A ist f
dann ganz iiber p, und nach Lemma 6.10 hat das Minimalpolynom von f {iber K = Quot(A)
die Form

X"+ a, 1 X" 4. 4+ aX +ag

mit ag,...,a,1 € p. Wegen f € T'ist f=s-smit s€ S=A~pund s € =B~ P
Das Minimalpolynom von s = f € L = Quot(B) iiber K ist dann
(37) X”+%X”’1+...+%.

Dessen Koeffizienten liegen nach 6.10 in A, da s’ ganz iiber A ist. Also ist a; = s* - r; mit
ri,€A(i=1,...,n). Wegen a; € p,s ¢ p folgt dann r; € p (i =1,...,n). Nach (37) ist also
s’ ganz iiber p und daher s’ € /pB C P’, im Widerspruch zu s’ ¢ '
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7 Dimension von endlich erzeugten k-Algebren und
Varietéiten

In diesem Kapitel werden wir zeigen, dass dim k[ X1, ..., X,,] = n fiir einen Korper k ist, und
wie man hieraus die Dimension von endlich erzeugten k-Algebren A berechnet. Insbesondere
ist dim A" (k) = n fiir einen algebraisch abgeschlossenen Korper, und wir erhalten auch eine
Methode zur Berechnung der Dimension von k-Varietiten.

Definition 7.1 Sei A ein Ring und B eine A-Algebra. Elemente by,...,b, € B heiflen
algebraisch unabhdingig tiber A, wenn es kein Polynom f € Alxq,...,x,] ~ {0} gibt mit
f(b1,...,b,) = 0 (< die verschiedenen Potenzen bi' ...bi» sind linear unabhingig iiber A,
d.h., es gibt keine nicht-triviale A-Linearkombination zu 0 < der Einsetzungshomomorphis-
mus Alxy,...,z,| — B, z; — b;, ist injektiv).

Satz 7.2 (Noether-Normalisierung) Sei A eine endlich erzeugte k-Algebra, k ein Korper,
und sei I C A ein Ideal, I # A. Dann gibt es i, d, € Ny, i < d, und Elemente y1,...,y4 € A,
so dass gilt:

(a) Y1, ..., yq sind algebraisch unabhéngig iiber k.

(b) A ist endliche k[yi, ..., ya4]-Algebra (d.h., als k[yy, . .., ys]-Modul endlich erzeugt).
(¢) INklyr, .- Yl =< Yis1,-- - 90>

1. Zusatz: Ist A = k[xy,...,2,)], so kann d = n gewahlt werden.

2. Zusatz: Fiir unendliches £ kénnen dabei yq, ..., y; als Linearkombinationen der xy, ..., z,
gewahlt werden.

Bevor wir den Satz beweisen, ziehen wir einige Schlussfolgerungen.

Corollar 7.3 (a) dim k[zy,...,x,] = n.

(b) Ist klyi, ..., ysn) C A eine Noether-Normalisierung (d.h., wie im Satz eine Injektion eines
Polynomrings in A so, dass A endlich erzeugt als k[y, .. ., y,]-Modul ist), so ist dim A = n.

Beweis Es ist nur (b) zu zeigen. Nach Corollar 6.6 ist dim A = dim k[y1, ..., y,], und die
Primidealkette

0 S<n>C<y.12>%...C<y,.. . Y >
zeigt, dass dim k[y1, ..., y,] = n ist. Es ist also zu zeigen: Fiir eine Primidealkette der Léinge
rin A

PP G- &P

ist r < n. Wir beweisen dies durch Induktion iiber n. Sei p; = B; N k[y1, ..., yn|; dann ist
nach 6.4 (b) po & p1 & ... & p, eine Primidealkette in kfyi, ..., y,]. Fiir n = 0 ist nichts zu
zeigen; sei n > 0, und die Behauptung fiir weniger Variablen als n schon bewiesen. Nach 7.2,
1. Zusatz gibt es eine Noether-Normalisierung

Kt ta] € Klyns-. .3l

mit
pll =P ﬂk[tl,,tn] =< Tiq1yee-,ln >
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fiir ein 4 < n. Nach 6.4 (b) ist fiir py = po N k[t1, ..., t,] wegen po G p1 auch pg G p, also
insbesondere p; # 0 und damit ¢ < n.

Nun ist
]{f[tl,...,tn]/<ti+1,...,tn> — A/pl
I
k[tla"'ati]

wieder eine Noether-Normalisierung. Fiir die Primidealkette
{0} =p1/p ;Ct p2/P1 ;Cé ;Cé pr/p1
der Lange r—1in A/p; gilt also nach Induktionsvoraussetzung r—1 < i < n. Es folgt r < n.
Beweis von Satz 7.2
1. Fall A = k[zy,...2,) und [ =< f > ist ein Hauptideal, f # 0.
Lemma 7.4 (a) Durch eine Substitution der Form
(38) T =y +x (t=1,....,n—1)
mit geeigneten r; € Ny geht f iiber in ein Element der Form
az) + gmo1 T+ L+ g1 T+ G

mit a € k* und ¢; € kly1, ..., Yn—1]

(b) Ist k unendlich, so ist dies auch moglich mit einer Substitution
(39) T =Y + a; Ty,

mit geeigneten a; € k* (i=1,...,n—1).

Beweis Sei f =>"a;,. ;. 2" ... 2™ # 0. Im Fall (a) ist nach der Substitution

----- in
fo= 2an, L (an + )t (@t yp) gy
— Zah i (xil’rl+i2r2+~~~+infl”'n71+in + .. ) ,

7777 n n

wobei die Punkte Terme bedeuten, in denen x,, mit niedrigerer Potenz auftritt.

Sei k = max {7 | 3 (41,...,%,) mit a;, 4, #0und i € {iy,...,i,}} + 1. Die Zahlen

(40) int+ itk + ...+ ina k" (a , #0)

sind dann fiir verschiedene n-Tupel (i1, ...,%,) mit a;, _;, # 0 verschieden. Setzt man r; :=
k' (i=1,...,n—1), so erhilt man die Darstellung in (a) mit m = Maximum der Zahlen
(40).

(b): Sei

f:f0+f1+fm

die Zerlegung von f in homogene Komponenten f;, mit deg (f;) = i, wobei f,, # 0 sei. Nach
der Substitution in (b) ist

f=fmlar,. ... an_q, )l + ...
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wobei die Punkte Terme bedeuten, in denen x,, in niedrigerer Potenz als m vorkommt. Ist
k unendlich, so gibt es ein Tupel (ay,...,a,-1) € k"' mit f,(a1,...,a,-1,1) # 0 (Ist f,
homogen, # 0 so ist f(z1,...,2,-1,1) # 0), und die Behauptung folgt.

Wir beweisen damit Satz 7.2 im ersten Fall: Wahle

(41) Yn = f

und y; wie in Lemma 7.4 (i = 1,...,n—1) (Fir unendliches k seien die y; wie in (39) gewé&hlt).
Dann sind i, ...y, algebraisch unabhéngig iiber k (rechne modulo z, !). Es sind auch
Y1, - - -, Yn algebraisch unabhingig {iber k. Denn: Es ist von der Form der Substitution klar,

dass mit x1,...,x, auch yi, ..., y,_1, T, algebraisch unabhéngig sind: Ist g € k[xy, ..., x,]
{0} mit 0 = g(y1,. ., Yn_1,%n) = g(z1 + M, .. 2n 1 + 2F1 2,) so ist durch erneute
Substitution x; — z; — 2% (i =1,...,n—1) und x, — x, auch 0 = g(z1, ..., x,). Wire nun

Zgi(yb s 7yn71)y7i1 =0 ’
=0

mit gr(yh s 7yn—1) 7é O, SO folgte mit Yn = f = (I.Q?nm + ...

m-r

0=a"g(y1,. - Yn—1)xn "+ ...

wobei ... Terme bedeutet, in denen z, mit kleinerem Grad vorkommt. Widerspruch zur
algebraischen Unabhéngigkeit von vy, ..., Yn_1, Ty !

Weiter ist A = k[y1,...,Yn-1][zs] und daher endlich tiber klyi,...,y,]; denn mit den Be-
zeichnungen von 7.4 ist

m—1

0= f—yn =az]+gma(y 1)+ 4 (90 W Yn1) = Un) 5
also ist x,, ganz iiber klyi, ..., y,]. Damit gilt der 1. Zusatz.
Es bleibt zu zeigen: INklyy, ..., Y] =< y, >, wobei ” D" nach Definition gilt. Sei umgekehrt
g€ INkly;...,y,]. Dannist g = h -y, mit h € A. Es gibt dann eine Gleichung
4+ as h* '+ ... +ah+ay=0
mit s > 0 und ag, ...,as—1 € k[y1, ..., ys). Es folgt (durch Multiplikation mit y?)
Fras 1y . oy tgtayl =0,

also ¢* €< y, >C k[y1,...,ys] und daher auch g €< v, >, da dies ein Primideal ist. Fiir
unendliches k ist nach Wahl von vy, ..., y,_1 auch der 2. Zusatz erfiillt.

2. Fall A =k[zy,...,2,), und I & Aist ein beliebiges Ideal.

Fiir I =< 0 > ist nichts zu zeigen; sei also 0 # f € [ nicht konstant. Fiir n = 1 sind wir
ebenfalls fertig: dann ist I ein Hauptideal und wir sind im 1. Fall. Sei also n > 1, und sei
Elyi, ..., yn] € A mit y, = f wie im 1. Fall konstruiert (Insbesondere sei x; = y; +a;x, (i =
1,...,n — 1) fiir unendliches k). Durch Induktion tiber n kénnen wir annehmen, dass die
Behauptung fiir kfyi, ..., y,—1] und das Ideal I N Ek[yy, ..., y,—1] schon gilt; es gibt also eine
Noether-Normalisierung (1. Zusatz!)

kltr, .. taa] CElyr, oo Yol
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mit [ﬂk[t1, . 7tn—1] =< Ttif1,.--,tp-1 >

fiir ein ¢ < n—1. Fiir unendliches k£ konnen wir dabei annehmen, dass ¢1, ..., t; Linearkombi-
nationen der yi, ..., y, 1 sind, also auch der 1, ..., x,. Mit k[t1,... t,1] — k[y1,. -, Yn_1]
ist auch klty, ..., th_1,Yn] — k[v1,...,ys] eine endliche Ringerweiterung, also gilt dies auch

fir kfty,...,tn_1,yn] — A. Die algebraische Unabhéngigkeit von ty,...t,_1, y, in A ist nun
offensichtlich (selbst!).

Jedes g € I Nk[ty,...,th_1,Yyn) schreibt sich wegen y, € I als
g=9 +h-y,

mit g* eln k[tl,...,tn_l] =< big1,-- -y tp—1 > und h € k[t1,-~-,tn—1,yn]- Es fOlgt In
k[tb s 7tn—17 yn] =< ti—i—la s >tn—1>yn >.
3. Fall =allgemeiner Fall:

Schreibe A = k[zy,...z,]/J und bestimme nach dem 2. Fall eine Noether-Normalisierung

Elyi, ..., yn] C klzy, ..., z,)

mit J N E[y1, .-, Yn) =< Yix1,---,Yn >, @ < n. Dies liefert eine Noether-Normalisierung

Elyt, - nl/ < Yizty- ooyt > — A
2
k[y17"'7yi]

Wenden wir den 2. Fall noch einmal an, auf k[y;, ..., y;] und I’ = I'Nk[y1, . .., y;], so erhalten
wir eine Noether-Normalisierung

k’[tl,...,ti] — k[yl;;yz]

mit]’ﬂk[tl,...,ti]:<tj+1,...,ti> 1<,

Dann ist

k[tl,...,ti] — A

die gewiinschte Noether-Normalisierung fiir A und /. Fiir unendliches k sind dabei ohne
Einschrédnkung v, ..., y; Linearkombinationen der xy,...,x, und ¢y,...,¢; Linearkombina-
tionen der yq,...,¥;, also auch der xq,...,z,.

Bemerkung 7.5 Der Beweis zeigt: Ist A eine endlich erzeugte k-Algebraund Io C I C ... I,
eine Kette von Idealen, so gibt es eine Noether-Normalisierung

k[ylw--;yn] QA

mit I, Vk[y1, - Yn] =< Yips1s -y Yn >

firv=20,....,r (undig >4 > ... > 1,).

Corollar 7.6 (a) Sei k ein Korper. Fiir eine endlich erzeugte k-Algebra A sind dquivalent
(i) dim A =0

(ii) dimg A < oo (A ist als k-Vektorraum endlich-dimensional).
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(b) Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper und V' eine k-Varietét. Dann sind dquivalent
(i) dimV =0
(i) V ist endlich.

Beweis (i): Sei k[X,..., X4 — A eine Noether-Normalisierung (d = dim A). Dann gilt
d = 0 genau dann, wenn A endlich-dimensional ist.

(ii): Es gilt dim V' = 0 genau dann, wenn alle irreduziblen Komponenten von V' die Dimension
null haben (Corollar 4.9). Da V' nur endlich viele irreduzible Komponenten besitzt (Corollar
4.17), geniigt es also, den Fall einer irreduziblen k-Varietéit zu betrachten. Weiter ist jede
k-Varietéit endliche Vereinigung von affinen k-Varietdten. Also ist V' ohne Einschrinkung
affin. Die Behauptung folgt dann mit Ubungsaufgabe 2, Blatt 5.

Corollar 7.7 Sei k ein algebraisch abgeschlossener Koérper. Ein polynomiales Gleichungssy-
stem

(XL, X)) =0
F(Xe o X) =0

hat genau dann endlich viele Losungen in k, wenn die Dimension des Rings
A=Fk[Xy,..., X0/ < fi,oo s fn >

gleich null ist, also wenn diese k-Algebra endliche k-Dimension hat.

Beweis Die Losungsmenge ist eine affine k-Varietdt V' C A™(k). Diese ist nach Corollar
7.6 genau dann endlich, wenn V' (beziiglich der Zariski-Topologie) die Dimension 0 hat,
d.h., nach Lemma 4.4, wenn der Koordinatenring O(V') die (Krull-)Dimension 0 hat. Es
ist aber O(V) = A,eq = A/nil(A) nach Hilberts Nullstellensatz (siehe Satz 1.21), und
dim A = dim A, g4, weil nil(A) in allen Primidealen enthalten ist.

Beispiel 7.8 (a) Sei k ein Kérper. Dann hat
A=klz,y, 2/ <®+9° 9 +2° >

die Dimension 1, denn
S=kly — A=Sx,z]
y =y
ist offenbar eine Noether-Normalisierung.

(b) Die k-Algebra
B=klz,y,z/ <a*+y°y" + 22,20+ 2" >

hat die Dimension 0, denn in B gilt

also

d.h.,



Dies liefert endliche Ringhomomorphismen
k—klyl/ <y*(1+y"") — B,
wobei wir einen nicht notwendigerweise injektiven Ringhomomorphismus
p:A—B

auch endlich (bzw. ganz) nennen, wenn B ein endlich erzeugter A-Modul ist (bzw. jedes
Element b € B ganz iiber A ist in dem Sinne, dass es ein normiertes Polynom f(X) =
X"+ a, 1 X" ' +.. .+ a1 X +ag € A[X] gibt mit f(b) = 0in B). D.h., B heiit endlich (bzw.
ganz) iiber A, wenn ¢(A) < B eine endliche (bzw. ganze) Ringerweiterung ist.

Also ist B endlich erzeugter k-Modul, d.h., dimy B < oo, d.h., dim B = 0. Tatséchlich
erhalten wir z.B. fiir £ = C die Lésungen des Gleichungssystems

22+ =0
vt 22 =0
S+ =0

dadurch, dass y*®(1 + ¢°7) = 0 gelten muss. Es ist also y = 0 oder y = ¢ mit ¢°" = —1 (eine
114te Einheitswurzel), und dann z = z = 0 (im ersten Fall), oder 2> = —(3 und 2% = —(*.
Das Gleichungssystem hat also nur endlich viele Losungen.

Erinnerung 7.9 (siche Algebra II, §9) Sei K/k eine Korpererweiterung.

(a) Es gibt eine Familie (z;);c; von Elementen in K so, dass die x; algebraisch unabhéngig
tiber k sind und K/k(z; | i € I) algebraisch ist. Eine solche Familie heifit Transzendenzbasis
von K/k.

(b) Die Méchtigkeit von I ist unabhingig von der Wahl der Transzendenzbasis und heif}t
der Transzendenzgrad von K iiber k. (Bez. tr.deg, K).

Proposition 7.10 Ist A eine integre endlich erzeugte k-Algebra mit Quotientenkorper K,
so ist
dim A = tr.deg; K .

Beweis Sei k[y;,...,ys] < A eine Noether-Normalisierung. Diese induziert (als injektiver

Homomorphismus von Integritatsringen) einen Homomorphismus

k(xy,...,2z,) — K

I
Quot (k[z1,...,7,))

der Quotientenkorper, und K/k(z1,...,x,) ist endlich (da von endlich vielen algebraischen
=ganzen Elementen erzeugt). Es folgt

dim A = n = tr. deg, K .

Wir haben nun eine bemerkenswerte Eigenschaft von endlich erzeugten k-Algebren:
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Satz 7.11 Sei A eine integre endlich erzeugte k-Algebra der Dimension n. Dann hat jede
maximale Primidealkette in A die Léange n.

Beweis Sei
<O>=BSP S B
eine Primidealkette in A, die sich nicht mehr verfeinern lasst. Wahle (induktiv) eine Noether-

Normalisierung
k[ylv' . 7yn] — A

mit p; = PiNk[y1, ..., Yn) =< Yu(i)s - - - Yn >, wobel (v(i+1) < v(i)). Ist r < n, so gibt es ein
i so, dass v(i+1)+1 < v(i) ist. Dann lésst sich noch das Primideal p’ =< yy(it1)+15 - - - Yn >
echt zwischen p; und p;.; einschieben. Betrachten wir die endliche Ringerweiterung

k[yh B Jyv(i)—l] - A/ml ’
I
k[yb s 7yn]/pz

so folgt aus Satz 6.12 (going-down), dass in A/P; ein Primideal 3’ iiber p’/p; existiert mit
P S Pir1/Pi. Das Urbild in A liegt dann echt zwischen B; und 9B;41: Widerspruch!
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7.A Der Transzedenzgrad

Erinnerung: Eine Kérpererweiterung L/K heifit transzendent, wenn sie nicht algebraisch ist.

Definition 7.A.1 Sei L/K eine Korpererweiterung.

(a) Eine Familie (x1,...,2,) von Elementen aus L heifit algebraisch unabhiingig (oder transzendent)
iiber K, wenn fiir jedes Polynom f € K[Xy,...,X,] mit f(x1,...,x,) = 0 notwendigerweise f = 0 ist, d.h.,
wenn der Einsetzungshomomorphismus
K[Xy,...,X,] — L
f(Xy, X)) =2 o XX = f(x1, @) =D Cuy o, T T
injektiv ist (Hier ist K[Xy,...,X,] der Polynomring in den n Variablen Xi,..., X,).

(b) Eine beliebige Familie (x;);c; von Elementen z; € L heifit algebraisch unabhéngig (oder transzendent)
iiber K, wenn dies fiir jede endliche Teilfamilie (z;,,..., ;) gilt.

Bemerkungen 7.A.2 (a) Fiir n = 1 wird 7.A.1(a) schon in der Algebra definiert, und L/K ist genau dann
transzendent, wenn es ein transzendentes Element x € K gibt.

(b) 7.A.1(b) bedeutet ebenfalls, dass der Einsetzungshomomorphismus
K[X;|iel] — L
f = f(@)
injektiv ist. Insbesondere erhalten wir dann eine Isomorphie
K(X;|liel) > Kz |iel),

wobei K(X; | ¢ € I) = Quot(K[X; | ¢ € I]) der sogenannte (rationale) Funktionenkérper in den
Variablen X; ist und K(x; | ¢ € I) C L der von den z; (i € I) erzeugte Teilkorper von L.

Definition 7.A.3 Sei L/K eine Korpererweiterung. Eine Familie (2;);c; von Elementen z; € L heifit
Transzendenzbasis von L iiber K, wenn sie algebraisch unabhéngig iiber K ist und L algebraisch iiber
K(x; |i€I) ist.

Genauso konnen wir auch fiir Teilmengen X C L definieren, wann sie algebraisch unabhéngig tiber K sind
oder eine Transzendenzbasis von L/K (durch Betrachtung der Familie (x),cx).

Sei L/K eine Korpererweiterung.

Lemma 7.A.4 Sei X C L algebraisch unabhéngig iiber K, und sei x € L ~ X. Dann ist = genau dann
transzendent iiber K(X) := K(z |z € X), wenn X |.J {z} algebraisch unabhéngig iiber K ist.

Beweis (1) Sei x transzendent iiber K(X). Angenommen X |J {z} ist nicht algebraisch unabhéngig iiber K.
Dann gibt es z1,...,2, € X und ein nicht-triviales Polynomf € K[Xy,..., X, 11] mit f(z1,...,2,,2) = 0.
Da (x1,...,x,) algebraisch unabhéngig iiber K sind, kommt X,, 1 in f in nicht-trivialer Potenz vor, und es
folgt, dass = algebraisch iiber k(x1,...,x,), also auch iiber k(X) ist — Widerspruch!

(2) Sei X|J {z} algebraisch unabhéngig iiber K. Angenommen, z ist algebraisch iiber K (&X'). Dann gibt es
ein nicht-triviales Polynom f € K(X)[X] mit f(z) = 0. Ist

f(@) = amX™ 4+ am 1 X" 4+ ar X +ag

mit a; € K(X), so gibt es endlich viele z1,...,z, € X, so dass ag,...,an, € K(z1,...,2,). Schreiben wir
die a; als Briiche

_pil@y, . )

a; = ———M——=

qi(wla s axn)
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mit Polynomen p;, ¢; € K[X1,...,X,],q; # 0, so erhalten wir durch Multiplikation mit [] ¢;(z1, ..., z,) eine
i

Gleichung
b (21, .y xn)2™ + o+ b1(21, . @)X + (21, ..., 2,) =0
mit Polynomen b;(X7,...,X,) € K[X1,...,Xy], nicht alle gleich null. Dann ist

m

g(Xla s 7XnaXn+1) = Z bi(X17 s 7X7L)X7iz+1
i=0
ein nicht-triviales Polynom in K[X;i,..., X,41] mit g(z1,...,z,,2) = 0 — Widerspruch zur algebraischen

Unabhéngigkeit von X |- {z}.

Corollar 7.A.5 Eine Teilmenge X C L ist genau dann eine Transzendenzbasis von L/K, wenn sie eine
maximale iiber K algebraisch unabhéngige Teilmenge ist.

Beweis Gilt die letztere Bedingung, so ist nach 7.A.4 jedes x € L algebraisch iiber k(X). Ist umgekehrt
X eine Transzendenzbasis von L/K, so gibt es nach 7.A.4 keine echt grofiere Teilmenge, die algebraisch
unabhéngig iiber K ist.

Corollar 7.A.6 Jede Korpererweiterung L/K besitzt eine (mdglicherweise leere) Transzendenzbasis.

Beweis Ist L/K algebraisch, so ist nichts zu zeigen. Andernfalls ist die Menge M der iiber K algebra-
isch unabhéngigen Teilmengen X C L nicht leer und induktiv geordnet: Fiir eine Kette (total geordnete

Teilmenge) N' C M ist |J X algebraisch unabhingig {iber K, also eine obere Schranke von N in M.
XeN
Nach dem Zornschen Lemma besitzt M also mindestens ein maximales Element; dies ist nach 7.A.5 eine

Transzendenzbasis von L/K.
Sei weiter L/K eine Korpererweiterung.

Proposition 7.A.7 (Erginzungssatz) Seien X', C L Teilmengen. Ist X’ algebraisch unabhingig iiber K
und L algebraisch iiber K ()), so ldsst sich X’ durch Hinzunahme von Elementen aus ) zu einer Transzen-
denzbasis X von L/K vergrofiern.

Beweis: Wieder mit dem Zornschen Lemma siecht man, dass es eine maximale Teilmenge X C ) gibt, fiir
die X' UX" algebraisch unabhéngig iiber K ist. Nach Lemma 7.A.4 ist dann jedes Element y € ) algebraisch
iiber K (X UX"). Dann ist K(Y) algebraisch iiber K (X’ UX"). Nach Voraussetzung gilt dies dann auch fiir
L, und damit ist X’ U X" eine Transzendenzbasis von L/K.

Bemerkungen 7.A.8 (a) Insbesondere enthélt ) eine Transzendenzbasis fiir L/K (Fall X = ().
(b) In 7.A.7 kénnen wir fiir ) ein Erzeugendensystem von L iiber K nehmen (Fall K(Y) = L).

Beispiel 7.A.9 Sei L = R(z,y | 22 + y? = 0) der Funktionenkérper der Quadrik 22 + y? = 0. Dies ist so zu
verstehen: Das Polynom X2 +Y? € R[X, Y] ist irreduzibel, denn sonst kénnten wir es in zwei Linearfaktoren
(X —a) - (X — B) mit o,3 € R[Y] aufspalten. (Fasse R[X,Y] als Polynomenring R[Y][X] auf), was auf
a? = —Y? fithren wiirde — Widerspruch. Daher ist

A=R[X,Y]/(X2+Y?)

integer, und wir setzen L = Quot(A) (Quotientenkorper von A), wobei wir mit z und y die Bilder von X
und Y in A (und L) bezeichnen. Dann ist {x,y} ein Erzeugendensystem von L iiber R (klar) und sowohl x
als auch y liefert eine Transzendenzbasis von L/R: Die Inklusion R[X] < R[X, Y] induziert einen injektiven
Ringhomomorphismus von integren Ringen

R[X] < R[X,Y]/(X*+Y?*) =4,
da offenbar R[X] N (X2 + Y?) = 0. Dieser induziert wiederum eine Einbettung
R(X) < L
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der Quotientenkorper mit Bild R(x). Also ist z transzendent iiber R; andererseits ist y wegen der Gleichung
y? + 22 = 0 algebraisch iiber R(x), also auch L. Der Fall von y ist symmetrisch.

Satz 7.A.10 Zwei Transzendenzbasen X, ) einer Korpererweiterung L/K haben diesselbe Machtigkeit.
Definition 7.A.11 Der Transzendenzgrad einer Korpererweiterung L/K wird definiert als
tr.deg(L/K) = |X],

wobei X eine Transzendenzbasis von L/K ist.
Nach Satz 7.A.10 hingt diese Michtigkeit nur von L/K ab.
Beispiel 7.A.12 Fiir den Kérper L = R(z,y | 22 + % = 0) aus Beispiel 7.A.9 gilt ¢r. deg(L/R) = 1.

Beweis von Satz 7.A.10 fiir den Fall, dass X endlich ist: Sei etwa X = {x1,...,x,}. Wir zeigen durch
Induktion iiber n, dass |V| < n = |X|. Durch Symmetrie folgt dann auch |X| < |Y|, also |X| = |V|. Fiir
n = 0 ist L/K algebraisch, also auch ) = . Sei also n > 0. Dann ist L/K nicht algebraisch, also Y # 0,
etwa y € ). Nach Proposition 7.A.7 kénnen wir y durch eine Teilmenge aus X zu einer Transzendenzbasis
Z von L/K erginzen. Dann gilt |Z] < n, denn sonst wire Z = {y} ) X, aber X ist maximal algebraisch
unabhéngig. Man sieht leicht, dass Y~ {y} und Z~{y} beides Transzendenzbasen von L/K (y) sind (&hnliche
Schliisse wie fiir Lemma 7.A.4 — Ubungsaufgabe!), wobei |Z \ {y}| < n. Nach Induktionsvoraussetzung ist
dann [~ {g}] < |Z ~ {g}, also |Y] <|Z] <n.

Fiir den Fall, wo X und Y beide unendlich sind, sei auf die Literatur verwiesen (siche z.B. Algebra II §9).
Der Transzendenzgrad ist additiv in Erweiterungen:

Satz 7.A.13 Fiir eine Kette K C L C M von Kérpererweiterungen gilt
tr.deg(M/K) = tr.deg(L/K) + tr.deg(M/L) .

Beweis Dies folgt leicht mit den obigen Techniken — Ubungsaufgabe!
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8 Krulls Hauptidealsatz und lokale Dimensionstheorie

Lemma 8.1 (Krull-Nakayama-Lemma) Sei R ein Ring und I C R ein Ideal, welches in allen
maximalen Idealen von R enthalten ist.

(a) Ist M ein endlich erzeugter R-Modul und IM = M, so ist M = 0.

(b) Sei M ein R-Modul und N C M ein Untermodul derart, dass M /N endlich erzeugt ist.
Ist M=N+1M,soist M =N.

Beweis (a): M besitzt ein minimales Erzeugendensystem {m, ..., m;}. Angenommen, ¢t > 0.
Wegen M = [ M gibt es eine Gleichung

t
my=>Y a;m; (a;€l,j=1,...,1).
j=1

Es folgt

t—1
(1 —ay)my = Eajmj )
J:

Aber 1—a, ist eine Einheit, da a; in allen maximalen Idealen liegt (sonst ware das Hauptideal
<1—a >; R, also 1 — a; € m fiir ein maximales Ideal, also 1 € m — Widerspruch!). Daher
wird M schon von my, ..., m;_1 erzeugt - Widerspruch!

(b): Sei M = M/N. Dann ist IM = (IM + N)/N. Nach Voraussetzung ist also IM = M,
also M = 0 nach (a), also M = N.

Corollar 8.2 Sei R ein lokaler Ring mit maximalem Ideal m und M ein endlich erzeugter
R-Modul. Sind my, ..., m; € M Elemente, deren Restklassen 7, . .., 7, den Modul M /m M
(= endlich-dimensionaler Vektorraum iiber dem Restklassenkérper R/m !) erzeugen, so wird
M von my, ..., m; erzeugt.

Dies folgt durch Anwendung von 8.1 (b) auf M und N = Rm; + ...+ Rm; C M.
Sei R ein Ring.

Definition 8.3 Sei M ein R-Modul. Die Lange von M (Bez. {g(M)) ist das Supremum aller
Langen ¢ von Ketten von Untermoduln

0GM G MG ...CM=M.
(Es ist also £r(M) € NogU {o0}).
Lemma 8.4 (Additivitét in exakten Sequenzen) (a) Ist
0=MS5ME M -0
eine exakte Sequenz von R-Moduln, so gilt
(r(M) =Llr(M") + Lr(M").

Insbesondere hat M genau dann endliche Lénge, wenn dies fiir M’ und M” gilt.
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(b) Fir R-Moduln Ml, MQ gllt ER(Ml D MQ) = €R<M1) + gR(MQ)

Beweis (a): (Wir fassen i als Inklusion auf) Hat man Ketten von Untermoduln

0SMS... SM=M
0CMC... Cmr=m,

so ist mit M; = ¢~ (M)

C M C C M C C - =
0GMC...GMSMG...CM,=M

eine Kette der Lange r 4 s. Dies zeigt
br(M) > lr(M') + Lr(M").
Sei umgekehrt
0OSMI GMSG...SM=M

eine Kette von Untermoduln in M. Wir erhalten kommutative Diagramme mit exakten
Zeilen
0 — My NM — My — o(Mg) — 0
S Sy S|
0 — MinM' — M, — ¢M) — 0.

Ist p(M;) = @(Miy1), so muss M; N MG My, N M’ sein, wie man zum Beispiel mit dem
Schlangenlemma (4.16) sieht. Es gilt also ¢(M;) G o(M;11) oder M A M' G My 0 M, fiir
jedes 0 < i < ¢ — 1. Hieraus folgt

0 <Llr(M')+ Lr(M")

und damit die Gleichheit in. Der Zusatz folgt ebenfalls aus den obigen Uberlegungen.
(b) folgt aus (a) und der exakten Sequenz

0—>M1—> Ml@MQ —>M2—>O
z = (2,0),(zy) = oy

Definition 8.5 Ein Ring heifit artinsch, wenn er die absteigende Kettenbedingung fiir
Ideale erfiillt, d.h., wenn jede absteigende Kette

Goa2agD...

von Idealen stationar wird.

Beispiel 8.6 Sei k ein Korper. Ein k-Vektorraum V' hat genau dann endliche Lénge, wenn
er endlich-dimensional ist, und es ist dann dimy V' = (V) (V ist irreduzibel und # 0 genau
dann, wenn V' eindimensional ist). Offenbar ist k ein artinscher Ring.

Satz 8.7 Fiir einen Ring R sind dquivalent:
(a) R ist von endlicher Liange (als Modul iiber sich selbst).
(b) R ist noethersch und artinsch.
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(¢) R ist noethersch, und dim(R) = 0.

Beweis (a) < (b) ist klar, da die Untermoduln von R die Ideale sind.
(b) = (c): Es gelte (b), und p C R sei ein Primideal. Fiir a € R \ p wird die Idealkette

<a>Dd<a’*>Dd<a’ > ...
stationiir; es gibt also ein n € N mit @™ = ba™*! fiir ein b € R, d.h.,
a"(1—ba)=0.
Da R/p ein Integrititsring ist, folgt, dass das Bild @ von a in R/p eine Einheit ist. Also ist

R/p ein Koérper, d.h., jedes Primideal ist maximal.

(c) = (a): Da R noethersch ist, gibt es nur endlich viele minimale Primideale my, ..., m,.
Wegen dim R = 0 sind dies auch die maximalen Ideale von R. Esist [ =m; N...Nm, das
Nilradikal von R, und da dies endlich erzeugt ist, ist I sogar ein nilpotentes Ideal: es existiert
ein N € N mit IV = 0. Fiir (a) brauchen wir daher nur zu zeigen, dass R/I endliche Linge
hat, da die Quotienten I™/I"*! endlich erzeugte R/I-Moduln sind. Nach dem chinesischen
Restsatz ist aber

R/I = R/my x ... X R/m,

ein Produkt von Korpern.

Proposition 8.8 Sei R ein Ring mit nur endlich vielen minimalen Primidealen (z.B. R

noethersch), etwa qi,...,qs. Dann ist das Nilradikal nil(R) = [ q;, und | gq; besteht aus
i=1 i=1

lauter Nullteilern. Ist R reduziert, so ist |J g; gleich der Menge aller Nullteiler.
i=1

Beweis: Die erste Aussage ist der abstrakte Nullsatz.

Die zweite Aussage ist daher klar fiir s = 1. Sei s > 1 und r € g, fiir ein j,1 < j < s.

Dann wéhle ein ¢ € () q; mit ¢ ¢ q; (dies existiert, da sonst () q; C q;, also q; C g, fiir ein
i#j i#]
i # j im Widerspruch dazu, dass die g; minimal und verschieden sind). Wegen rt¢ € [ ¢;
i=1
ist (rt)N =0 fiir ein n € N. Wegen t ¢ q; ist t" # 0, aber es gibt ein m € Ny mit r™ % #£ 0
und ™tV =0, d.h., r ist Nullteiler.

S
Ist R reduziert, so ist () q; = 0. Ist r ein Nullteiler, so existiert ein ¢ € R~ {0} mit -t = 0.

i=1
Seije{l,...,s} mitt ¢ q;. Ausr-t =0 € q; folgt dann r € g,.

Lemma /Definition 8.9 Sei R ein Ring und p C R ein Primideal. Dann heifit

dim(R,) = Supremum der Linge r von Primidealketten
Po S P S G ... G pe = punterhalb p

die Hohe von p (Bezeichnung: ht(p)).

Die behauptete Gleichheit folgt aus der inklusions-erhaltenden Bijektion
Spec R, = {q € SpecR | q C p}
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Satz 8.10 (Krulls Hauptidealsatz) Sei R ein noetherscher Ring und a € R. Sei p ein mini-
males Element in der Menge {p’ € Spec R |< a >C p'} der Primteiler von < a >. Dann ist
ht(p) < 1, und ht(p) = 1, falls a kein Nullteiler ist.

Beweis: Wegen 8.8 folgt die zweite Aussage aus der ersten: Ist ht(p) = 0, so ist p minimal
in R, d.h., p besteht aus Nullteilern.

Wegen ht(p) = dim R, ist 0.E. R ein lokaler Ring mit maximalen Ideal m, welches minimal
iiber < a > liegt. Fiir jedes Primideal q mit g # m ist dann zu zeigen, dass g minimal in R
ist. Sei q) das Urbild von ¢’ R, in R (die “i-te symbolische Potenz von q”) und betrachte
die Idealkette

<a>+qY d<a>+q? D ...

Da Spec(R/ < a >) nur ein Element besitzt, ndmlich m/ < a >, hat R/ < a > endliche
Lénge (8.7). Es gibt also ein n € N mit

<a>+q"W =<a>+qtY.

Sei b € q. Dann ist also b = ra + b mit r € R und &' € "V, und wegen ra € q'™,a ¢ q
(also Einheit in R,), ist schon € q™. Es folgt ¢ = aq™ +q™*Y und mit dem Nakayama-
Lemma (a € m) folgt ¢ = g™V, Daher ist q"R; = q""'R, und wiederum mit dem
Nakayama-Lemma folgt q"R, = 0. Mit 8.7 schlieen wir 0 = dim R, = ht(q), also die
Minimalitat von q.

Corollar 8.11 Sei k ein Korper, A eine integre endlich erzeugte k-Algebra der Dimension
d und f € A keine Einheit und nicht null. Dann haben alle irreduziblen Komponenten von
Spec(A/ < f >) die Dimension d — 1. Insbesondere ist dim(A/ < f >) =d — 1.

Beweis Die irreduziblen Komponenten von Spec(A/ < f >) entsprechen den minimalen
Primidealen von A/ < f >, also (Satz 5.12) den minimalen Primteilern p von < f > in A.
Da f keine Einheit ist, gibt es solche. Weiter ist nach Krulls Hauptidealsatz ht(p) = 1, nach
Satz 7.11 also

dim(A/p) = dim(A) — ht(p) =d—1.

Beispiele 8.12 (a) Sei k algebraisch abgeschlossen und f € k[X7, ..., X,] nicht konstant.
Dann hat die Hyperfliache V(f) C A"(k) die Dimension n — 1.

(b) Sei F' € k[Xy,...,X,] homogen vom Grad > 0. Dann hat die projektive Hyperflache
Vi (F) C P"(k) die Dimension n — 1. Dies folgt aus (a) unter Benutzung der Standard-offnen
Uberdeckung durch die offenen affinen Varietéten D, (X;) (i =0,...,n).

Wir beweisen nun eine Verallgemeinerung auf beliebige Ideale. Dazu bendétigen wir zwei
Lemmas.

Lemma 8.13 Sei a ein Ideal eines Ringes R, und seien pi,...,p, Primideale in R. Ist

a C U p;, so folgt a C p; fiir ein i (es geniigt, dass ps, ..., p, Primideale sind).
i=1

Beweis: Die Aussage ist trivial fiir n = 1. Sei also n > 1 und a ¢ p; fiir alle i, aber a C [Jp;.

Wegen a = [J(a N p;) diirfen wir durch Induktion iiber n annehmen, dass anp; € |J p; fiir
i i2]
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alle j (sonst wire a = (J(aNp;) und damit a C | p;, nach Induktion also a C p; fiir ein

i# iZ
i # j). Fiir jedes j wihle ein z; € anp; mit z; ¢ p; fir alle i # j. Dannist y = x,+ [[ z; € a,
j#n
aber y ¢ p, fur alle ¢ (dies ist klar fiir ¢ # n, und fir i = n ist z,, € p,,, aber [[ z; € p,,
j#n

denn fiir n = 2 ist 21 ¢ po und fiir n > 2 ist p,, ein Primideal). Widerspruch!

Lemma 8.14 Sei R ein noetherscher Ring und seien p’ C q' C p und pq, ..., p, Primideale
in R mit p € p, fiir alle ¢ = 1,...,n. Dann gibt es auch ein Primideal q mit p’ C q C p und
g p;firallei=1,...,n

Beweis Nach 8.13 gibt esein x € pmit x ¢ p; fir alles = 1,... ., nund = ¢ p’. Ein minimaler
Primteiler von = R, + p'R,, in R, ist von der Form q R, mit q € Spec R und p’ C q C p.
Da htg/y(q) < 1 nach dem Hauptidealsatz und dim R,/p’ R, > 2 nach Voraussetzung, ist
q # p. SchlieBlich ist q € p; fiir alle i und p’ £ qdaxz € q, x ¢ p; fiir alle s und = ¢ p'.

Satz 8.15 (Verallgemeinerter Hauptidealsatz) Sei R ein noetherscher Ring, und seien a; . .., a, €
R. Sei p ein minimaler Primteiler von < ay,...,a, >, d.h., sei < ay,...,a, >C p, und p
minimal mit dieser Eigenschaft. Dann gilt ht(p) < n.

Beweis: Induktion iiber n. Der Fall n = 1 ist der Hauptidealsatz. Sei n > 1 und der
Satz fiir n — 1 bewiesen. Seien qi,...,qs die minimalen Primteiler von < ay,...,a,-1 >.
Nach Induktionsvoraussetzung gilt ht(q;) < n — 1 fir alle 7. Sei p minimaler Primteiler von
<ai,...,a, > und sei

e MG ho=p
eine Primidealkette der Léinge [. Wir haben zu zeigen, dass [ < n ist. Sei [ > 2 (sonst sind
wir fertig) und sei 0.E. p ¢ U qi, denn sonst ist nach 8.13. p C q; fir ein i € {1,...,s}
und damit [ < ht(q;) <n—1 und wir wéren fertig. Durch wiederholte Anwendung von 8.14.
kénnen wir auch annehmen, dass p; Q q; fiirallei =1,...,5.Sei R = R/ <ay,...,an_1 >,
und ~ bezeichne das Bild in R. Dann ist p minimal {iber < @, >, also htg(p) < 1 nach dem
Hauptidealsatz. Es ist p;_; € g; fiir alle ¢, da pj_y € q; und < a,...,a,—1 >C q;.

Es folgt, dass p minimaler Primteiler von p;_; ist (wegen htz p < 1 wire sonst p;_; in einem
der q; enthalten). Also ist p minimaler Primteiler von p; 1+ < ay,...,a,-1 > in R, und
damit p/p;_; minimaler Primteiler des von ay, ..., a,_1 erzeugten Ideals in R/p; 1. Aus der
Induktionsvoraussetzung folgt | — 1 < htgr/p, ,(p/p1—1) <n —1, also I < n.

Definition 8.16 (a) Ein topologischer Raum X heifit &quidimensional (oder rein-dimensional),
wenn alle irreduziblen Komponenten von X dieselbe Dimension haben.

(b) Ein Ring R heiit &quidimensional oder rein-dimensional, wenn Spec(R) dies ist.

Beispiel 8.17 V(z,y) U V(z) C Spec(k[z,y, z]) (die Vereinigung von z-Achse und = — y-
Ebene) ist nicht dquidimensional. Jeder Integrititsring ist dquidimensional.

Corollar 8.18 Sei A eine dquidimensionale, endlich erzeugte k-Algebra und seien f1, ..., f, €
A Ist V. =V(f1,..., fm) € Spec(A) nicht leer, so gilt fiir jede irreduzible Komponente Z
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von V
dimZ >dimA—m.

Beweis Durch die Betrachtung der irreduziblen Komponenten von Spec(A) (die von der
Form Spec(A/p) fiir ein minimales Primideal sind), geniigt es, eine integre endlich erzeugte
k-Algebra A zu betrachten.

Beachte: V(f1,..., fn) N Spec(A/p) = V(f,,..., f.), wobei f, das Bild von f; in A/p ist;
jede irreduzible Komponente Z von V' (f1,..., f,) ist in einer irreduziblen Komponente von
Spec(A) enthalten.

Sei also A integer und g ein minimaler Primteiler von < fi,..., f,, >. Nach Satz 8.15 ist
dann ht(q) < m, also mit 7.11

dim(A/q) = dim(A) — ht(q) > dim(A) —m.

Bemerkung 8.19 Dies folgt auch durch Induktion iiber m aus 8.11.

Beispiel 8.20 Wir beweisen noch einmal, dass
dim(k[z,y, 2]/ < 2® + 9> y* +2° >) =1
(vergleiche Beispiel 7.8 (a)). Wir hatten einen endlichen Ringhomomorphismus
o kly] — A=klry 2/ <2*+ydyt+2° > .

Hieraus folgt, ohne die Injektivitit von ¢ zu priifen

dimA < dimkfy] =1
(Lemma 8.21 unten). Andererseits folgt aus 8.18

dimA > 3-2=1,
zusammen also dim A = 1.

Lemma 8.21 Sei ¢ : A — B ein ganzer Ringhomomorphismus. Dann ist dim(B) < dim(A).

Beweis Sei A’ = im(y). Dann ist A’ < B eine ganze Ringerweiterung, also dim B = dim A’.
Andererseits ist A — A’ surjektiv, also A" = A/a fiir a = ker(y). Dann ist

Spec(A’) = Spec(A/a) = V(a) C Spec(A),
also dim A’ = dim V'(a) < dim Spec(A) = dim A.
Wir kommen nun zur Dimensionstheorie von noetherschen lokalen Ringen.

Definition 8.22 Fiir einen noetherschen Ring R und einen endlich erzeugten R-Modul M
sei (M) die minimale Anzahl von Erzeugenden von M. Fiir ein Ideal a C A ist u(a) also
die minimale Anzahl von Erzeugenden von a als Ideal.
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Satz 8.23 Sei A ein noetherscher lokaler Ring mit maximalem Ideal m, und sei ¢ C A ein
m-primdres Ideal, d.h. (da A noethersch ist), dass es ein n € N gibt mit m” C ¢ C m. Dann
ist u(q) > dim A. Fiir ¢ = m folgt mit k = A/m

p(m) = dimg m/m? > dim A.
Insbesondere ist dim A endlich.

Beweis: Da m der einzige minimale Primteiler von q ist (m/q ist nilpotent in R/q) gilt nach
8.15.

p(q) = ht(m) =dim A
Die letzte Gleichheit gilt, da A lokaler Ring ist. Die Gleichheit p(m) = dim; m/m? folgt aus

dem Nakayama-Lemma.

Satz 8.24 Sei A ein noetherscher lokaler Ring der Dimension d mit maximalem Ideal m.
Dann gibt es ein m-priméres Ideal in A, welches von d Elementen erzeugt wird.

Beweis: Wir konstruieren induktiv z1, ..., x4 so, dass ht(q) > i fiir das Primideal q welches
< x1,...,2; > enthélt (1 <i<d).Seii> 0 und seien z1, ..., x;_; bereits konstruiert. Seien
p1,...,Pps diejenigen minimalen Primteiler von < x4, ..., x;_1 > die exzakte Hohe ¢ — 1 haben.

Wegen i —1 < d =dim A = ht(m) ist m # p; fiir alle j = 1,..., s, alsom ¢ [J p; nach 8.13.
=1

(2

Sei z; € m,x; ¢ LSJ p;, und sei q ein Primideal, welches < xq,...,z; > enthélt. Dann enthilt
q einen minimadgl1 Primteiler p von < xy,...,2;_1 >.

1) Ist p = p, fiir ein j € {1,...,s}, so folgt ht(q) > ht(p;) +1=i—1+1=1.

2) Ist p #p; fir alle j =1,..., s, so folgt ht(p) > i, also ebenfalls ht(q) > i.

Ist nun < zy,...,24 >C p minimaler Primteiler, so erhalten wir ht(p) > d = ht(m), also
p = m. Damit ist m/ < zy,...,24 > nilpotent im lokalen Ring R/ < z1,...,24 >, d.h.,
< x1,...,Tg > ist m-primér.

Corollar 8.25 Sei A ein noetherscher lokaler Ring mit maximalen Ideal m und §(A4) =
inf{n € N | 3 Elemente ay,...,a, € m, so dass A/ < ay,...,a,) endliche Linge hat.}.

Dann ist
d(A) =dim A.

Beweis Nach 8.23 gilt 6(A) > dim(A) und die Gleichheit folgt aus 8.24.
Bemerkung 8.26: Ist a C A ein Ideal, so gilt
aist m primdr <  A/ahat endliche Liange <  A/aist artinsch.

Corollar 8.27 Sei A ein noetherscher lokaler Ring mit maximalem Ideal m und sei x € m

kein Nullteiler. Dann ist
dim A/ <z >=dim A—1
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Beweis: Offenbar ist §(A) < §(A/x) + 1. Andererseits sei p ein minimaler Primteiler von
< x >. Aus dem Hauptidealsatz folgt dann ht4(p) = 1, also

dim(A) > dim A/ <z > +1

Wegen 8.25 folgt die Behauptung.
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9 Schemata

Uber einem algebraisch abgeschlossenen Korper k liefert Hilberts Nullstellensatz eine enge
Beziehung zwischen affinen k-Varietédten und endlich erzeugten k-Algebren. Genauer gibt es
eine Kategorien-Antidquivalenz

mit reguldren Abbildungen mit k-Algebren-Homomorphismen

{ affine k-Varietédten } -~ { reduzierte endlich erzeugte k-Algebren }

V=Z(fi,..., fm) C k" e OV) = K[X0, e Xl N T T S

Auf beiden Seiten gibt es Dimensionstheorien, die sich unter der Aquivalenz entsprechen.

Die rechte Seite lésst sich auf beliebige Ringe erweitern, zum Beispiel nicht notwendig redu-
zierte k-Algebren, wobei k auch nicht algebraisch abgeschlossen sein muss, oder auf Ringe
wie Z oder Z[ X7, ..., X,].

Die linke Seite ldsst sich dagegen (fiir algebraisch abgeschlossenes k) auf quasi-affine Va-
rietéten oder (quasi-)projektive Varietaten wie P™(k) erweitern.

Alexander Grothendieck, der Begriinder der modernen Algebraischen Geometrie, entwickelte
die Theorie der Schemata, die alle diese Verallgemeinerungen einschliefft! Dies geschieht
durch die Betrachtung von topologischen Rdumen und Garben von Ringen auf ihnen.

Wir benotigen einige neue Begriffe.

Definition 9.1 Sei X ein topologischer Raum, F' eine Pragarbe oder Garbe auf X, sowie
reX.

(a) Ein lokaler Schnitt von F' bei z ist ein Element s € F(U), wobei U C X eine offene
Umgebung von z ist.

(b) Zwei lokale Schnitte s € F(U) und t € F(V') von F bei x heien dquivalent (Bez.: s ~, t),
wenn es eine offene Umgebung W C U NV von x gibt mit S|Ww = t\W‘

(¢) Fiir einen lokalen Schnitt s von F' bei 2 heifit die Aquivalenzklasse von s beziiglich ~,
der Keim von s bei z und wird mit s, bezeichnet (Es gilt also s ~, t & s, =1,).

(d) Die Menge aller Aquivalenzklassen von lokalen Schnitten von F bei z heifit der Halm
von F' bei z (Bez.: F,).

Es ist also

Fo=(]] F)/~..
)

Ueil(z

wobei (x) die Menge der offenen Umgebungen von z in X bezeichnet und [ die disjunkte
Vereinigung.

Wir kénnen diese Konstruktion noch etwas konzeptioneller deuten, durch sogenannte induk-
tive Limiten (siche Algebra II bzw. den Anhang 9.A).

Definition 9.2 (a) Eine (teil-)geordnete Menge I heifit gerichtet, wenn es zu je zwei Ele-
menten ¢,7 € [ ein k € [ gibt mit + < k und j < k.
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(b) Ein induktives System von Mengen mit Indexmenge I ist eine Familie (;);e; von Mengen
zusammen mit einer Abbildung ¢;; : M; — M, (genannt Ubergangsabbildung) fiir jedes Paar
(4,7) mit ¢ < 7, so dass @i, = @ik 0 @i fir ¢ < j <k, und @;; = idyy,.
(c) Eine Menge M zusammen mit Abbildungen ¢ : M; — M mit @™ - p;; = @™ heifit
induktiver (oder direkter) Limes des induktiven Systems (M, ;;), Bezeichnung

— —

i i?@’b‘
wenn die folgende universelle Eigenschaft gilt: Ist N eine Menge mit Abbildungen ¢; : M; —
N, die vertriglich mit den Ubergangsabbildungen ¢;; sind, so dass fiir alle ¢ < j das Dia-
gramm

i
kommutiert, so existiert eine eindeutig bestimmte Abbildung
v: M — N

mit ; = 1 o ™ fiir alle i € I, d.h., das folgende Diagramm kommutiert:

(M ist “universell fiir kompatible Abbildungen aus dem induktiven System heraus”).
Lemma 9.3 Der induktive Limes existiert und ist bis auf eindeutige Isomorphie eindeutig.

Beweis Setze

wobei fiir m; € M; und m; € M; gilt
m; ~ m; < es existiert ein k € I mit ¢, j < kund p;(m;) = p;r(m;) in M.

Weiter definiere '
e M, — M
m,; +— Klasse von m; .
Dann erfiillt M offenbar die gewiinschten FEigenschaften. Wir bemerken noch, dass jedes
Element in 1i_r>n M; durch ein Element m € M; fiir ein ¢ repréasentiert wird.

)
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Ebenso definiert man induktive Systeme und Limiten von Gruppen, Ringen, Vektorrdumen...,
wobei alle Abbildungen nun Homomorphismen von Gruppen, Ringen, Vektorraumen... sein
sollen. Satz 9.4 gilt dann entsprechend, mit derselben Konstruktion. Ist ndmlich ein induk-
tives System (G}, ¢;;) von Gruppen gegeben, so wird die im Beweis von 9.4 konstruierte
Menge in natiirlicher Weise eine Gruppe: Sind g, h € h_r)n G, reprisentiert durch g; € G; und

h; € Gj, so gibt es ein k € I mit ¢ < k und j < k und wir definieren ¢ - h als das durch
0ir(gi) - ¢ju(h;) € Gy représentierte Element. Man zeigt leicht, dass dies wohldefiniert ist.
Der Fall von Ringen, Vektorrdumen... ist analog.

Damit sehen wir:

Corollar 9.4 Fiir eine (Préa-)Garbe P auf X und = € X ist der Halm

P, = lim P(U) .
—

zelU

Hierbei durchléuft U die Menge 4U(z) aller offenen Umgebungen von x, und wir fithren auf
diesen die folgende (Teil-)Ordnung ein:

U<V & UDV.
Weiter sind die Ubergangsabbildung die Restriktionen P(U) — P(V) fiir V C U.
Lemma 9.5 Sind s,t € F(U), so gilt s =t genau dann, wenn s, = t, fiir alle x € U.
Beweis Ubungsaufgabe!

Definition 9.6 Ein geringter Raum ist ein Paar (X, Ox), wobei X ein topologischer Raum
und Ox eine Garbe von Ringen auf X ist. (X, Ox) heifit lokal geringter Raum, wenn die
Halme Ox , fiir alle z € X lokale Ringe sind.

Beispiele 9.7 (a) Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper und V' eine quasi-projektive
Varietét iiber k. Sei O die Garbe der regulidren Funktionen auf V' (O(U) = Ring der reguléren
Funktionen auf U fiir U C V offen). Dann ist (V, O) ein lokal geringter Raum (Beweis: selbst).

(b) Sei O™ die Garbe der holomorphen Funktion auf C (O"!(U) = Ring der holomorphen
Funktionen auf U fiir U C C offen). Dann ist (C, 0") ein lokal geringter Raum: Sei z € C
und O der Halm von O"! bei . Fiir einen lokalen Schnitt s von O"! bei x (also eine
holomorphe Funktion auf einer offenen Umgebung U von z) héngt s(z) € C offenbar nur
vom Keim s, von s ab (fiir ¢ ~, s ist insbesondere t(z) = s(x)). Die Abbildung

O — C
Sy Sp(x) = s(x) fiir s € s,

ist also wohldefiniert. Weiter ist ¢, offenbar ein Ringhomomorphismus. Wir behaupten, dass
Ohl ein lokaler Ring mit maximalem Ideal m, = ker(y,) ist. Hierzu ist zu zeigen, dass
Oxz ~\ m, die Menge der Einheiten von Ox, ist. Ist s, eine Einheit, so muss offenbar
s.(xz) # 0 sein. Sei umgekehrt s,(z) # 0 und s € s,. Dann ist also s eine holomorphe
Funktion auf einer offenen Umgebung U von x, mit s(x) # 0. Wegen der Stetigkeit von s
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gibt es eine offene Umgebung V' C U von x mit s(y) # 0 fiir alle y € V. Dann ist ¢ = % eine
holomorphe Funktion auf V, also ein lokaler Schnitt von 0" bei z, und es gilt t-s = 1, also
t, - s, =1, d.h., s, ist eine Einheit.

Lemma 9.8 Sei X ein topologischer Raum und P ein Priagarbe von abelschen Gruppen auf
X. Dann ist P genau dann eine Garbe, wenn fiir alle offenen Mengen U C X und alle offenen
Uberdeckungen (U;);e; von U die Sequenz

0 — PU) & [IPU) 2 [ PUNU)
el (i,5)eI?
S = (S\Ui)iel
(8i)i = (Squinu; = Sivinu;) i)

exakt ist.

Beweis Die Injektivitéit von « ist gerade die Garbenbedingung (i), und die Garbenbedingung
(i) ist gerade die Exaktheit im(a) = ker(3).

Lemma 9.9 Sei A ein Ring und f € A. Dann ist D(f) quasi-kompakt.

Beweis Wegen der Hom6omorphie D(f) = Spec(Ay) geniigt es, den Fall Spec(A4) = D(1)
zu betrachten. Sei also (U;);e; eine Uberdeckung von Spec(A). Da die Standard-offenen

Mengen D(f) eine Basis der Topologie bilden, kénnen wir (durch Verfeinerung) annehmen,
dass U; = D(f;) fiir ein i € 1. Wegen

Spec(4) = || D(f:)
iel
gilt dann (durch Komplementbildung)
D=(V(f)=V(< filiel>).
il
Dies bedeutet nach Corollar 5.22 1 € /< f; | i € I > und damit
le<filiel>.

Es gilt also

n

1= Zryfiu

v=1
mit r, € R und 4, € I. Hieraus folgt umgekehrt
Spec(4) = | J D(£,)-

v=1

Lemma 9.10 Seien f,g € A mit D(g) € D(f). Dann gibt es einen eindeutig bestimmten
Ringhomomorphismus Ay — A,, der das Diagramm

N
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kommutativ macht.

Beweis: Wir haben nur zu zeigen, dass f in A, invertierbar ist; dann folgt die Behauptung
aus der universellen Eigenschaft der Lokalisierung Ay. Es gilt aber

D(g) € D(f)

V(f) CV(g) (Komplementbildung)
V<g>CV<f>  (Corollar 5.22 (a))
g" e< f> fireinn e Ny

g"=rf mitmeNyundre A

(O

f invertierbar in A,

(wobei die letzten drei Aquivalenzen elementar sind).

Satz 9.11 Sei A ein Ring (kommutativ, mit Eins) und X = Spec(A) mit der Zariski-
Topologie. Dann gibt es eine kanonische Garbe von Ringen Ox auf X mit den folgenden
Eigenschaften:

(a): Es gibt einen kanonischen Ringisomorphismus

(b) Fiir jedes f € A wird ¢(f) € Ox(X) unter der Restriktion
Ox(X) — Ox(D(f))
auf eine Einheit in Ox(D(f)) abgebildet, und der induzierte Ringhomomorphismus
Ay = Ox(D(f))

ist ein Isomorphismus.

(c) Fiir jedes p € X = Spec(A) induziert ¢ ein kommutatives Diagramm von Ringhomo-
morphismen

A—2s 0x(X)

L,

Ap 4“:] OX,p !

wobei die vertikalen Abbildungen die kanonischen Homomorphismen sind und %), ein 