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Aufgabe 1. Seien X und Y topologische Räume.

a) Sei f : X → Y eine stetige Abbildung und F eine Garbe auf X. Zeigen Sie, dass f∗F eine
Garbe auf Y ist.

b) Ist Z ⊆ X eine abgeschlossene Teilmenge und i : Z ↪→ X die Inklusion. Zeigen Sie für die
Halme:

(i∗F)x =

{
Fx für x ∈ Z,
0 für x /∈ Z.

Vorsicht: Die letzte Gleichung gilt nicht für beliebige stetige Abbildungen, im Allgemeinen
nicht einmal für Inklusionen von offenen Mengen.

(4 Punkte)

Aufgabe 2. Ein Schema (X,OX) heißt reduziert, falls für alle offenen Teilmengen U ⊆ X der
Ring OX(U) reduziert ist, d.h. keine echten nilpotenten Elemente enthält. Zeigen Sie:

a) Ein Schema X ist genau dann reduziert, wenn alle Halme OX,x mit x ∈ X reduziert sind.

b) Ein affines Schema Spec(A) ist genau dann reduziert, wenn A reduziert ist.

c) Ein Schema X ist genau dann irreduzibel und reduziert, wenn OX(U) für jede offene Teil-
menge U ⊆ X ein Integritätsring ist. In diesem Fall nennt man X integer.
Hinweis: Benutzen Sie die Mengen Uf = {x ∈ U | fx /∈ mx}.

(4 Punkte)

Aufgabe 3. a) Jedes Schema X hat die T0-Tennungseigenschaft und für jede irreduzible ab-
geschlossene Teilmenge Y ⊆ X existiert ein eindeutig bestimmter generischer Punkt.

b) Sei X ein integres Schema und η ∈ X der generische Punkt. Zeigen Sie, dass der Halm
K(X) := OX,η ein Körper ist. Dieser heißt Funktionenkörper von X.

c) Identifizieren Sie den Funktionenkörper K(Spec(A)) eines affines Schemas Spec(A) mit dem
Quotientenkörper Quot(A) von A.

(4 Punkte)

Aufgabe 4. Seien S und T graduierte Ringe und φ : S → T ein graduierter Ringhomomorphis-
mus.

a) Zeigen Sie, dass U := {p ∈ Proj(T ) | p 6⊇ φ(S+)} eine offene Teilmenge von Proj(T ) ist und
es einen kanonischen Morphismus von Schemata φ∗ : U → Proj(S) gibt.

b) Sei φd : Sd → Td ein Isomorphismus für d ≥ d0 mit d0 ∈ Z groß genug. Zeigen Sie, dass
dann U = Proj(T ) und φ∗ : Proj(T )→ Proj(S) ein Isomorphismus von Schemata ist.

(4 Punkte)
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