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In allen Aufgaben sei k ein algebraisch abgeschlossener Körper und An(k) = kn der affine Raum,
versehen mit der Zariski-Topologie.

Aufgabe 1. Zeigen Sie:

a) Sind Z ⊆ An(k) und Z ′ ⊆ Am(k) affine k-Varietäten, so ist Z × Z ′ ⊆ Am+n(k) eine affine
k-Varietät.

b) Die Teilraumtopologie auf Z × Z ′ ⊆ Am+n(k) ist feiner als die Produkttopologie.

c) Sind U ⊆ An(k) und U ′ ⊆ Am(k) quasi-affine k-Varietäten, so ist U × U ′ ⊆ Am+n(k) eine
quasi-affine k-Varietät.

(4 Punkte)

Aufgabe 2. Zeigen Sie:

a) Eine nicht-leere Menge U ⊆ A1(k) ist genau dann offen, wenn das Komplement endlich ist.

b) Die Zariski-Topologie auf A2(k) = A1(k) × A1(k) ist echt feiner als die Produkttopologie
bezüglich der beiden Faktoren.

(4 Punkte)

Aufgabe 3. Sei φ : Z → Z ′ eine reguläre Abbildung zwischen affinen Varietäten, und sei

Γ(φ) = {(a, b) ∈ Z × Z ′ | b = φ(a)}

der Graph von φ. Zeigen Sie:

a) Γ(φ) ist eine affine Varietät.

b) Die Abbildung
ψ : Z → Γ(φ)

a 7→ (a, φ(a))

ist ein Isomorphismus von affinen Varietäten. Gilt dies auch für quasi-affine Varietäten?

(4 Punkte)

Aufgabe 4. Zeigen Sie, dass die Neil’sche Parabel

V = {(x, y) ∈ A2(k) | y2 = x3}

nicht isomorph zu A1(k) ist.
Hinweis: Zeigen Sie beispielsweise, dass k[X, Y ]/ < Y 2 −X3 > kein Hauptidealring ist.

(4 Punkte)
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