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Aufgabe 1. Sei A ein Ring. Zeigen Sie die Aquivalenz der folgenden Aussagen:
(i) Spec(A) ist unzusammenhéngend.

(ii) Es existieren nicht-triviale orthogonale Idempotente, d.h. nicht-triviale Elemente e1,e5 € A
mit e; - ep =0, €2 = e, €3 = ey und e; + €5 = 1.

(iii) A ist isomorph zu A; X As mit nicht-trivialen Ringen A;, As.

Hinweis: Setzen Sie fiir 7¢(ii) = (iii)"": 4, = A - ¢;.
(4 Punkte)

Aufgabe 2.  a) Sei k ein Korper und seien fi(7'),. .., f.(T) € k[T] nicht-konstante Polynome.
Zeigen Sie, dass der ganze Abschluss von k[fi(T),..., f-(T)] in k(T') gleich k[T ist.

b) Fiir ganze Zahlen p,q > 0 mit ggT(p,q) = 1 bestimme man die Normalisierung von R =
EX,Y]/ <YP—X7>.
(4 Punkte)

Aufgabe 3. Sei B = Z[\/3] C C. Zeige Sie, dass B iiber Z eine endliche Ringerweiterung ist und
bestimmen Sie zu jedem Primideal p C Z alle Primideale g C B mit B NZ = p.
Hinwezis: Schreiben Sie B als Z|X]/ < X? — 3 > und nutzen Sie den Satz tiber die Fasern.

(4 Punkte)

Aufgabe 4. Eine abstrakte Varietdt ist ein topologischer Raum V' zusammen mit einer offenen
Uberdeckung (U;);er von V und Hom&omorphismen ¢; : U; — V; (genannt ”Karten” ), wobei V;
quasi-affine Varietaten sind. Dabei muss gelten, dass die ” Kartenwechsel”:

eij = i © (Piuew,) " 1 wi(UsNU;) — (U N U;)

[somorphismen von quasi-affinen Varietaten sind. Zeigen Sie nun durch natiirliche Wahl von
Karten:

a) Ist X eine abstrakte Varietit, so auch alle abgeschlossenen und alle offenen Untervarietaten.
b) P"(k) ist eine abstrakte Varietdt und damit sind alle Varietéten abstrakt.
¢) Sind X und Y abstrakte Varietdten, so ist auch X x Y eine abstrakte Varietét.

(4 Punkte)
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