Kapitel 11
Konvergenz und Stetigkeit

Tout va par degrés dans la nature
et rien par saut, et cette régle a
l’égard des changements est une

partie de ma loi de la continuité.
Leibniz

Wir erkléren den Begriff der Konvergenz und des Grenzwertes von
Folgen, Reihen und Funktionen und den Begriff der Stetigkeit von
Funktionen. Der Begriff der Konvergenz ist der eigentliche Grundbe-

griff der Analysis.
§ 1. Folgen und Reihen reeller Zahlen

Definition. Fine Folge reeller Zahlen ist eine Abbildung N — R,
n — ay. Wir bezeichnen sie durch (a,, | n € N) oder (a,)nen oder

kurz (a,) und oft auch durch
ai,a2,ag,... .

Auch Abbildungen {n € Z | n >k} — R bezeichnen wir als Folgen

ks k415 -+« -

(1.1) Beispiele

|
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(ST



26 II. KONVERGENZ UND STETIGKEIT

(iii) (z") = =, 22, 23, ....
Dies ist fiir jedes z € R eine reelle Folge.
. n
(IV) (27) = %7 %7 %7
(v) Man kann auch Folgen rekursiv definieren, z.B. die Fibonacci-
Folge, definiert durch a9 =0, ay =1, a, = a,_1 + ay_o2, also
(an) = 0,1,1,2,3,5,8,13,21,... .
Der entscheidende Begriff der Analysis, mit dessen Entwicklung

auch eigentlich die Mathematik der Neuzeit beginnt, ist der der Kon-
vergenz und des Grenzwerts.

Definition. Eine Folge (a,) heilt konvergent gegen a € R, und
a ist Grenzwert (Limes) von (a,), geschrieben

limp—oo(an) =a, oder (a,)— a,

falls folgendes gilt:
Zu jeder reellen Zahl € > 0 existiert eine Zahl N € N | sodaf§

lan, —al <e

fiir alle n > N aus N .

Weil man schliefllich auf eine Ungleichung |a, — a| < € hinaus
will, kommt es ersichtlich nur darauf an, beliebig kleine ¢ > 0 zu
betrachten: Fiir jedes auch noch so kleine ¢ > 0 existiert N € N,
sodafl |a, —a| < g, falls n > N.

Bezeichnen wir das Intervall
(a —eg,a+¢) =:U(a)

als e-Umgebung von a, so sagt die Bedingung der Konvergenz:
an € U.(a) fiir alle n bis auf endlich viele, namlich bis auf allenfalls
n € {1,2,...,N}. Man sagt daftir auch

an € Uz(a) fir fast alle n,
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oder fiir geniigend grofle n oder schliefllich, und benutzt die
Sprechweise: “fast alle” heiffit “alle bis auf endlich viele”. Unsere De-
finition lautet dann: (a,) — a, falls gilt:

Ist € > 0, so ist a, € Us(a) fir fast alle n € N.
Oder: Ist € > 0, so gilt schlielich a,, € U(a).

Eine nicht konvergente Folge heifit divergent. Die Bedingung
der Divergenz lautet also: Zu jedem a € R gibt es ein € > 0, sodafl
zu jedem N ein n > N existiert, mit |a, — a| > . Oder anders
ausgedriickt: Jedes a € R besitzt eine e-Umgebung U (a), auBerhalb
von welcher unendlich viele Folgenglieder liegen. (a,) konvergiert
nicht gegen a, falls a eine e-Umgebung U besitzt, auflerhalb der
unendlich viele Folgenglieder liegen. Merke also: Die Negation von
“fast alle” ist: Fiir unendlich viele nicht.

Priifen wir zur Eintibung des Begriffs sogleich die Beispiele (1.1):

(i) (1/n) — 0.

Beweis: Sei ¢ > 0 gegeben. Nach Archimedes gibt es eine Zahl N |
sodafl N > é, und ist n > N, so ist erst recht n > N > é Also
wenn n > N ist, gilt nach unserer Kenntnis iiber die Anordnung:

0< i <e dasheit |I—-0]<e. O

(ii) (#1) — 1.

Beweis: |1 — und ist € > 0 gegeben, so haben wir

1 .
o <€ fir fast alle n. O

| = 1
n+1 n+1"?
eben schon gesehen, dafl 0 <

(iii) Bei der Folge (2™) héngt das Verhalten von z ab.

Fall 1. x =1, also 2™ =1, die Folge 1,1,1,... konvergiert offenbar
gegen 1.

Fall 2. x = —1; wir erhalten die Folge —1,1,—1,1,... , die offenbar
divergiert. Eine ganzzahlige Folge konvergiert iiberhaupt nur, wenn
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sie schliellich konstant ist. Ware namlich a der Grenzwert, so wére
schlieflich |a, —a| < 3 und |a — a,41| < 3, also nach der Dreieck-
sungleichung |a,, —an+1| < 1, also a,, = an+1, wenn beide ganz sind.

(|
Hier ist ein kleiner Schlufl verborgen: Gilt fiir fast alle n die Aussage
A(n) und auch fiir fast alle n die Aussage B(n), so gilt fiir fast alle
n alles beides: A(n) und B(n), denn gilt etwa A(n) fur n > Ny,
B(n) fiir n > N3, so A(n) und B(n) fir n > max{N7, N2}.

Fall 3. |z] > 1. Sei a = |z|, dann ist a = 14 ¢ fiir ein § > 0, also
nach Bernoulli
a”=(14+6)">14nd >nd,

und nach Archimedes gilt: Ist R € R beliebig vorgegeben, so ist fiir
fast alle n
a” >nd > R.

Also ist (™) divergent, denn aus (2") — g wiirde folgen |2 —g| < 1
fiir fast alle n, also a™ = |2"| < |g|+1. In der Tat wird z™ fiir > 1
schliefflich beliebig grof:

Definition. Wir sagen: (a,) — oo oder lim,_, a, = 0o, falls gilt:
Fiir jedes R > 0 ist a, > R fiir fast alle n € N. Entsprechend
(an) — —o0, falls (—a,) — co. Die Folge (a,,) heift in diesen Féllen

bestimmt divergent.

Als néchstes haben wir die Folge (x™) fiir || < 1 zu betrachten.
Ist wieder a = |z|, soist 0 < a < 1. Fiir a = 0 ist die Folge konstant
0 und konvergiert gegen 0. Fiir 0 < a < 1 wissen wir 1/a > 1, also
wenn € > 0 gegeben ist, so ist fiir fast alle n, wie eben gesehen,

(1/a)" > 1/e, also a" <eg,

und das heifit |2 — 0| < ¢ fiir fast alle n, die Folge konvergiert also
gegen 0. ]
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(iv) Die Folge (g5%) konvergiert gegen 0. Es ist ndmlich nach dem
binomischen Lehrsatz fiur n > 2:
-1 1 2
2”:(1+1)":1+R+M+...2 n(n+1) >
2 2 2
also n/2" < 2 und |2| < ¢ fiir fast alle n. O
(v) Die Fibonacci-Folge ist bestimmt divergent, denn:

fir n > 5 ist a,, > n.

Man priift diese Behauptung fiir n =5 und 6. Beim Induktions-
schritt setzt man die Behauptung fiir n4+1 und n voraus und erhélt:

Upt2 =0py1+ap >n+1+n>n+2. O

Hier haben wir ein Beispiel, wo die Induktion nicht bei 1 beginnt und
wo man beim Induktionsschritt die Behauptung iiber zwei vorherge-
hende Zahlen braucht. Will man das Induktionsschema formal an-
wenden, so mufl man die Behauptung zugleich fiir n und n + 1 auf-
stellen. Dies ist dann induktiv gezeigt.

Mit der Schreibweise lim (a,,) = a ist schon unterstellt, da§ eine
Folge, wenn iiberhaupt, nur einen Grenzwert haben kann. Das zeigen

wir jetzt.

(1.2) Satz (Eindeutigkeit des Grenzwertes). Konvergiert die Folge
(an) gegen a und gegen b, so ist a =b.

Beweis: Angenommen etwa a < b, so wihle ¢ = b’T“, dann ist fir
fast alle n € N erfiillt:

b—a b—a
lan —a| < 9 |b—an| < 5

also
b—a=1b—a|l <|b—ay|+|an —al| <b—a. B¢ O
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(1.3) Satz. Eine konvergente Folge ist beschrankt, d.h. die Menge
{an | n € N} der Folgenglieder ist beschrankt.

Beweis: Angenommen (a,) — a, dann gilt fiir alle n > N :
la, —al <1, also |an|—lal <|a,—a|l <1, also |a,|<]a|+1.
Also gilt fiir alle n:

|an| < max{|a1], |azl, ..., |an], |a| + 1}. O

Folgen kann man addieren, multiplizieren, manchmal auch divi-

dieren, ndmlich man definiert:

Man) + p(by) == (Aan + pby,) fir A pe R.
(an) . (bn) = (an . bn)
Ist a, # 0 fiir alle n, so ist

1/(an) = (1/ay).

Die erste Operation macht die Menge aller Folgen zu einem reellen
Vektorraum; die Multiplikation ist assoziativ, kommutativ und dis-
tributiv:

(an) ((bn) + (Cn)) = (an)(bpn) + (an)(cn).

Die konstante Folge (1) ist ein neutrales Element der Multiplika-
tion. Die Grenzwertbildung ist mit den algebraischen Operationen
vertraglich:

(1.4) Satz. Es konvergiere (a,,) — a und (b,) — b, dann gilt:

(i) lim ist linear, das heif3t: Man) + p(by) — Aa+ pb.
(ii) lim ist multiplikativ, das heifit: (ay) - (bp) — a - b.
(i) Ist b# 0, soist b, # 0 fiir fast alle n, also etwa fiir alle n > N .
Es gilt:
(/b — 1/b
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Beweis: (i) Sei € > 0 gegeben. Wir miissen zeigen, daf fiir fast
alle n gilt
|[Aan + pby, — Aa — pb| < e.

Die linke Seite schitzen wir ab:
A(an — @) + il — B) | < A+ an — al + |1 - [b — .

Sind nun 7 > 0, ¢ > 0 vorgegeben, so ist flir fast alle n nach
Voraussetzung
lan, —al <n, |bp—0b] <,

also ist die rechte Seite der Ungleichung fiir fast alle n
<A+ |pl¢ < Bn+¢), mit B =[A+|p+1.

Zu dem gegebenen ¢ wihle jetzt 7 = ( = 55, dann ist B(n+() <e,

also die behauptete Ungleichung fiir fast alle n gezeigt.
(ii) Zu gegebenem ¢ > 0 miissen wir fiir fast alle n zeigen:
|anby, — ab| < e.
Die linke Seite schitzen wir folgendermaflen ab:
|-+ | = |anby, — ab, + ab, — ab| < |by| - |an, — a| + |a| - [b, — b].

Jetzt wéhle B so grof, da8 |b,| < B fiir alle n, und |a| < B (Satz
1.3), dann setzt sich die Abschitzung fort:

|| <B-(lan —al + [bp — b]).
Fiir fast alle n ist nun |a, —a| < 55, |b, —b] < 55, also |---| <e.

(iii) Weil |b] > 0 ist, kénnen wir die Definition der Konvergenz ins-
besondere fiir € = 1|b| anwenden und finden, da8 fiir fast alle n gilt:
b, — b < 3|b|, und daher

[bn] = [0 = (b= bn)| = [b] = [b—bs| > 5[b].
Also ist |b,| fast immer ungleich 0, und es gilt fast immer:

11 [ba=b| 1
| bb, | |b]|ba]

2
- by — b < — - |by — b].
T = b1 < I =
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2
Aber auch fast immer ist |b, —b| < e- %, also |3~ — ¢| < e fiir fast

alle n. O

Ist (a,) eine Folge, und (ng)ren eine Folge natiirlicher Zahlen,
sodafl ny < ng < ---, so heif3t die Folge

(ank)keN = 0ny,0ny, Ang - - -

eine Teilfolge von (a,). Ist (a,) konvergent, so auch jede Teilfolge
mit dem selben Grenzwert. Allgemeiner gilt:

(1.5) Satz. Sei lim (a,,) =a und p: N — N injektiv, dann ist

lim (a,m) | n € N) = a.

Den Fall der Teilfolge erhélt man, wenn man p(k) = ny setzt. Hier
wird aber ausgesagt, dafl man Folgenglieder auch beliebig umordnen
darf, ohne daf} sich das Grenzverhalten &ndert.

Beweis: (a,) — a heifit: Fiir jedes € > 0 ist a,, € Uc(a) fur fast
alle n, also fiir alle bis auf etwa n € {1,2,..., K}. Weil p injektiv
ist, gibt es hochstens K Zahlen n, sodafl p(n) € {1,..., K}, also fiir
fast alle n gilt p(n) & {1,...,K}. Also fiir fast alle n ist a,,) €
U:(a), und das heifit (a,mn)) — a. O

Das Grenzverhalten von Folgen ist auch im gewissen Mafle mit
der Anordnung der reellen Zahlen vertraglich:

(1.6) Satz. Sind (ay) und (b,) konvergente Folgen und ist a,, < by,
fiir fast alle n, so ist lim (a,) < lim (b,).

Warnung: Man darf jedoch nicht aus a, < b, fir alle n auf
lim (a,) < lim (b,,) schliefen! Zur Warnung dient folgendes Beispiel:
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Es sei a, = 0 fiir alle n, und b, = % Offenbar a, =0 < % =b,,
aber 0 = lim (a,) = lim (b,,).

Beweis des Satzes: Angenommen (a,) — a, (b,) — b, und
a > b, so wahle € = “771’, dann ist fir fast alle n:

a—>b a—2>b
mn 9 bn_b )
lan, —a| < 5 | | < 5
also b b b
bn<b+a _— :afa < Q. ¢ [l
2 2
b bn LJFb a, a -

Eng verwandt mit dem Begriff der Folge ist der einer Reihe, ja
eigentlich handelt es sich recht besehen nur um eine andere Sprech-
weise fiir diesselbe Sache, die aber oft angemessener ist. Man kann
sich eine Reihe als unendliche Summe vorstellen.

Definition (Reihe). Sei (a,) eine reelle Folge. Die Folge (A,) der

Summen
n
An = E ag
k=1

heifit Reihe mit Gliedern a, und wird mit 22021 ar bezeichnet.
Man nennt A,, die n-te Partialsumme der Reihe. Oft beginnt die
Summation auch bei einer andern ganzen Zahl, die Reihe ZZO:”O ay
ist die Folge der Partialsummen ) ;. ax, die dann auch fiir
n > ng erklart sind. Konvergiert eine Reihe (d.h. die Folge der Par-
tialsummen), so bezeichnet man auch den Grenzwert mit Y .- | aj
und nennt ihn die Summe der Reihe.
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Also beachte: Das Symbol .-, aj, bezeichnet:

1) Die Folge (A, |n € N) der Partialsummen.
2) Den Grenzwert lim,,_.o (> ,_, ai), falls er existiert.

Offenbar 148t sich jede reelle Folge (A,,) als Reihe Y ;- | aj schrei-
ben, man wahle a3 = Ay, a, = A, — A,_1 fiir n > 1. Die Be-
trachtung von Folgen und Reihen ist also eigentlich dasselbe, und
alles was iiber Folgen gesagt ist, 1aBt sich fiir Reihen umformulieren.
Nur treten eben viele Reihen von Natur als Reihen auf und haben
als Reihen eine durchsichtige Form, die beim Ubergang zur Folge der
Partialsummen verlorengeht. Ein klassisches Beispiel einer Reihe:

(1.7) Geometrische Reihe.

> 1

E o = ——  fiir |z < 1,
1—=

k=0

o

Zazk ist divergent fiir |z| > 1.
k=0

Hier hat man beide Bedeutungen des Zeichens .-, 2" beieinander.

Beweis: Wir berechnen die n-te Partialsumme:

n n n n n+1
() a=m)=3oat =Sk = 3wk = 3 ek =1,
k=0 k=0 k=0 k=0 k=1
n
1— gntl
also X, = Zxk = —)
1—=2x

falls z # 1. Dies schreiben wir in der Form:
Xy =(1—a) ™t (1—am) — (1—2)"!
fir |z| <1, weil (z™) — 0. O
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Fiir |z| > 1 ist die Reihe sicher divergent, denn

(1.8) Bemerkung. Ist die Reihe ) .-, ay konvergent, so gilt
(ag) — 0. Die Umkehrung ist, wie wir bald sehen werden, nicht
richtig, die Bedingung (ay) — 0 ist notwendig, nicht hinreichend

fiir Konvergenz.

Beweis: Ist 4, = ;_, ax und a = lim, (4,), so folgt:
(ak):(Akak_l)Hafa:O. O

Wir beschlieflen diesen Abschnitt mit dem Beispiel einer Folge, wo
man die Charakterisierung der Divergenz zu einem Konvergenzbeweis
benutzen kann:

lim({/n) = 1.

Beweis: Offenbar ist {/n > 1, denn wire ¢/n <1,son<1"=1.
Angenommen {/n geht nicht gegen 1, so gébe es ein ¢ > 0 und dazu
unendlich viele n, sodall ¥/n > (1+¢), also

1
n2(1+€)":1+n8+%52+~~ 5

n(n—1) 2

v

also 1 > (n—1) % fiir unendlich viele n, im Widerspruch zu Archime-
des. O

§ 2. Konvergenzsatze

Sétze tiber Folgen lassen sich als Sétze iiber Reihen schreiben und
umgekehrt. Der Satz zum Beispiel, dafl die Grenzwertbildung mit
Linearkombinationen vertraglich, also lim linear ist, nimmt fiir Rei-
hen folgende Gestalt an:
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(2.1) Satz. Sind die Reihen ;- ¢ und Y - | di konvergent und
A€ R, soist

Z(/\Ck+,udk) = )\ch + ,LLde. [l

k=1 k=1 k=1

Fiir nicht konvergente Reihen definieren wir die rechte Seite der
Formel durch die linke; dann handelt es sich wieder um eine Glei-
chung zwischen Folgen, nicht wie hier zwischen reellen Zahlen. Auch
Definitionen iibertragen sich: Eine Reihe heifit beschrankt, falls die
Folge der Partialsummen beschrankt ist. Eine konvergente Reihe ist
beschrankt.

Bisher ging es einfach zu: Wir haben die Konvergenz einer Folge
oder Reihe bewiesen, indem wir den Grenzwert angegeben und die in
der Definition der Konvergenz geforderte Abschitzung nachgewiesen
haben. Jetzt aber kommen wir zu einer ganz neuen Art von Sétzen:
sie behaupten die Existenz eines Grenzwertes, ohne ihn vorzuweisen.
Ja, wir werden oft reelle Zahlen e,7,v/2,... eben als solche Grenz-

werte erst bestimmen und benennen.

Definition (Monotonie). Eine Folge (a,,) heif3t:

monoton wachsend an < Gpt1,
monoton fallend wenn fiir Gp > Apy1,
streng monoton wachsend alle n gilt: Gn < Gpt1,
streng monoton fallend Ap > Qpt1 -

Fiir die zugeordnete Reihe bedeutet das, dafl ihre Glieder jeweils
>0, <0, >0, <0 sind. Reihen mit nicht negativen Gliedern
nennen wir oft kurz positiv. Der Sprachgebrauch ist hier wie bei
den natiirlichen Zahlen etwas schwankend, und Konsequenz fiihrt
leicht zur Unbequemlichkeit. Die Nullen mogen gern unsere Aufmerk-
samkeit iiber Gebiihr beanspruchen.
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(2.2) Satz (Monotone Konvergenz). Eine monoton wachsende nach
oben beschrankte Folge konvergiert. FEine beschrdnkte Reihe mit
nicht negativen Gliedern konvergiert. (Entsprechendes gilt fiir fal-
lende Folgen und fiir Reihen mit Gliedern < 0).

Beweis: Die zweite Behauptung ist eine Umformulierung der er-
sten, und die erste braucht man nur fiir wachsende Folgen zu zeigen
(Ubergang zum Negativen). Sei also a, < any1 < K fiir alle n € N .
Sei a = sup{a, | n € N}. Dann ist a,, < a fiir alle n, aber ist € > 0,
so ist ay > a — ¢ fir ein N € N, und daher auch a, > a — ¢ fur
alle n > N wegen der Monotonie. Folglich ist a,, € (a —¢,a] fiir fast
alle n. ]

Betrachten wir als Anwendung die Folge (a,), die durch die Re-

kursionsformel

k
a—a
a=a+1, any1=ay <1+ ka’;)

fir ein festes a > 0 und ein festes k € N definiert ist. Man sieht:

(i) an >0, (i) an < an_1, (i) a& > a.

Beweis durch Induktion nach n: Die Behauptungen, soweit sinn-
voll, gelten fiir n = 0 und seien fiir ein n nun angenommen. Dann
folgt @41 < an, weil a —af < 0, also (ii) fiir n+1; apy1 >0 ,weil
kak +a —ak >0, also (i) fiir n + 1; schlieflich nach Bernoulli

ENF k
ko _ Kk a—a, k k(a—an)\ _
Gpy1 = Gy, (1—|— Fak ) > a, (1+kak =a,

n

also (iii) fiir n+ 1. O

Demnach ist die Folge monoton fallend und durch 0 nach unten
beschrankt, konvergiert also gegen eine Zahl s > 0, ihr Infimum.
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Was wissen wir iiber diesen Grenzwert s? Es ist ja nach der Rekur-
sionsformel
k—1 k
kapiira, = (k—1a, + a,

und gehen wir beidseits in allen Summanden und Faktoren zum
Grenzwert iiber, was wir nach (II, 1.4) diirfen, so folgt ks* =
(k — 1)s* 4 a, also s*¥ = a; die Folge konvergiert demnach gegen
eine Zahl s mit s* = a. Daraus entnehmen wir insbesondere die

(2.3) Bemerkung. Jede positive reelle Zahl besitzt zu jedem k € N
genau eine positive k-te Wurzel.

Beweis: Die Existenz haben wir gerade gesehen, die Eindeutigkeit
sieht man leicht: Ist 0 < s < t,s0 0 < sh <tk Tstalso 0<s<t
und s* =tF =qa,s0 s=1. O

Interessanter als der Beweis ist freilich, wie man auf die Folge
kommt: Man sucht ja eine Nullstelle der Funktion f(z) = 2* —a. Ist
a, eine noch zu grofle Schatzung, so bestimmt man eine verbesserte
Schétzung a,41 so, dafl

‘ / An+1 Qp x
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In unserem Fall hat f die Steigung f’(a,) = ka*~! am Punkt a,.
Der Beweis zeigt explizit, dal man bei Iteration des Verfahrens —
welches nach Newton heifit — die Nullstelle als Grenzwert erhélt.

Hier ist, wie man sieht, noch viel zu lernen.

Die Beschranktheit einer positiven Reihe priift man meist so nach,
daB man die Reihe mit einer andern vergleicht, iiber deren Konver-
genz man Bescheid weifi.

(2.4) Majorantenkriterium. Sei ¢, > 0 fiir alle n. FEine Reihe
>0 | an heifit Majorante von Y .| ¢, falls ¢, < a,, fiir alle n.

Besitzt eine Reihe mit nicht negativen Gliedern eine konvergente
Majorante, so konvergiert sie.

Beweis: Mit Bezeichnungen des Satzes ist

k k k 00
ch < Zan Ssup{zan | kEN} :Zan-
n=1 n=1 n=1

n=1

Also ist Y7, ¢, beschrénkt und folglich konvergent. O

Das Konvergenzverhalten éndert sich iibrigens nicht, wenn man
endlich viele Glieder der Reihe dndert, denn die Partialsummen von
Y opeqcx und Y oo . ¢ unterscheiden sich fiir n > K um die Kon-
stante STr e, also Y00 e = Sopt ek + 300 ¢k, die rechte

Seite konvergiert genau wenn die linke konvergiert.

Das Majorantenkriterium hat viele Anwendungen, z.B.:

(2.5) Verdichtungslemma von Cauchy. Sei (c¢,) eine nicht ne-
gative reelle monoton fallende Folge, dann konvergiert Y > | ¢, ge-

nau dann, wenn Y, 2% - ¢y konvergiert.
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Beweis: Wir schitzen die 2¥ Summanden ¢,, mit 2F < n < 2Ft1 -1
alle durch den ersten cyx von oben ab und erhalten

ok+1_q

Z Ccn < 2k02k.

n=2k
Also wenn ), 2%cye beschrinkt ist, so auch )., ¢,. Umgekehrt
schitzen wir die 25~! Summanden ¢, mit 251 +1 < n < 2F alle

von unten durch den letzten ¢y ab und erhalten

21c
2. § en > 228 e = 2P e,
n=2k-141

Also wenn Y, ¢, beschriinkt ist, so auch Y, 2¥cqn . O

(2.6) Anwendung. Die Reihe Y | n% ist genau dann konvergent,
wenn « > 1 ist.

Beweis: Die Reihe konvergiert nicht fir o < 0, weil (s5) dann
keine Nullfolge ist (d.h. nicht gegen Null konvergiert). Fiir o > 0
ist das Lemma anwendbar, und wir haben die geometrische Reihe
S22k ok = S(21=9)F zu untersuchen. Diese konvergiert genau
wenn 2'7% < 1, also wenn 2 < 2%, und dies bedeutet o > 1. Fiir
nicht rationale « ist zwar vorldufig x® jedenfalls nicht definiert, aber
das werden wir schon so nachholen, dafl dies ein allgemein giiltiger

Beweis ist. O

Insbesondere divergiert die Harmonische Reihe
>t
n b
n=1

obwohl die Folge (1/n) ihrer Glieder eine Nullfolge ist.
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Die geometrische Reihe ist die wichtigste Vergleichsreihe bei An-
wendungen des Majorantenkriteriums. Klassische Anwendungen sind
die folgenden:

(2.7) Quotientenkriterium. Sei ¢, > 0, und es existiere eine Zahl
¥ < 1, sodaB ¢, 11 < V¢, fiir fast alle n. Dann konvergiert Y - ¢y, .

Beweis: Weil es auf endlich viele Glieder nicht ankommt, sei o0BdA
ent1 < Ve, fur alle n, dann folgt induktiv ¢, < 9¥"¢p, also hat > ¢,
die Majorante cg > 9", die wegen ¥ < 1 konvergiert. O

Anwendung. Die Exponentialreihe
X n
x
T .
e = Z m
n=0
konvergiert fiir alle x > 0. Sie wird uns noch oft begegnen, sie
konvergiert tatséchlich fiir alle x, sieche unten (2.14).

Beweis: Das Quotientenkriterium ist schliissig: c¢p41/cn = niﬂ
— 0 fiir n — 00, also cp41 < %cn fir fast alle n. O

Bei der harmonischen Reihe erhalten wir ¢,41/¢, = nfﬁl <1,
aber wie wir wissen gilt (#—1) — 1, es gibt keine Zahl ¥ < 1 un-

abhangig von n, sodal ¢,+1/c¢, < ¢. Dasselbe finden wir aber auch
bei der Reihe Y % . Hier ist cpq1/cp = ﬁ = (nLH)Q — 1, und
diese Reihe konvergiert. In diesen Fallen lehrt das Quotientenkri-

terium nichts.

(2.8) Wurzelkriterium. Sei ¢, > 0, und es existiere eine Zahl
¥ <1, soda8 {/c,, <9 fiir fast alle n, dann konvergiert > >~ ¢y .

Ist /¢, > 1 fiir unendlich viele n, so divergiert > ¢, .
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Beweis: Die zweite Behauptung ist trivial, es folgt ja ¢, > 1. Ist
oBdA /¢, < ¥, soist ¢, < 9™ und YY" eine Majorante. |

Auch dieses Kriterium ist fiir die Reihen Z;zo:l nl( nicht schliissig.
Ist das Quotientenkriterium schliissig, so auch das Wurzelkriterium,
denn ist ¢,41 < V¢, ¥ < 1, also ¢, < 9¥"co, soist /e, <9 /e,
und /cg — 1 fiir ¢g > 0. Das Quotientenkriterium ist jedoch oft
leichter anzuwenden, weil man Quotienten leichter berechnet als n-te

Wurzeln.

Bisher haben wir Reihen mit nicht negativen Gliedern betrachtet.
Thr Konvergenzverhalten lehrt auch viel iiber beliebige Reihen, wie
wir bald sehen werden. Zuvor jedoch bemerken wir das klassische

(2.9) Leibniz-Kriterium. Ist (aj) eine positive monoton fallende
Folge, so heifit die Reihe > - ,(—)*ay, alternierend. Sie konvergiert
genau wenn (ay) eine Nullfolge ist.

Beweis: Sei A4, = Y.}_,(—)far die n-te Partialsumme. Wir
schreiben kurz (—)* := (—1)*. Es gilt:

(i

) Agn > Aoy — aont1 + aonge = Aopta,
(i) Aopy1 < Aopy1 + Gong2 — Aonys = Aongs,

—

(iii) Aap > Aoy — aspt1 = Aonta,

A
(iv) Asp — Aopi1 = agny1 — 0.

A2n+1W2“+2 Aop
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Die Folge (Asy) ist nach (i) monoton fallend, und nach (iii), (ii)
ist Ag, > Agpy1 > Aogp_1... > Aj, also ist (Ay,) nach unten
beschrankt, daher (As,) — a. Nach (iv) gilt auch (Ag,y1) =

(A2,) — (agnt1) — a — 0 = a, und aus beidem zusammen folgt
(An) — a, denn in der Tat, schlieflich mal ist |As, —a] < ¢ und
|A2n+1 — (L| <e€. O

Wir bemerken unter der Hand: Wenn (ag,) und (a2,+1) gegen
die gleiche Zahl konvergieren, so konvergiert (a,) gegen dieselbe.

Anwendung. Die folgenden Reihen sind konvergent (die Angabe des
Grenzwertes beweisen wir freilich noch nicht):

1 1 1
L _ T4 ... =log 2
1 2+3 4+ og 2,
1 1+1 1+ o
3 5 7 T4

Die bisher betrachteten Kriterien sind oft niitzlich, aber oft auch
nicht schliissig. Es gibt aber eine wichtige allgemeine Charakter-
isierung konvergenter Folgen, die nicht benutzt, dafl man etwa den
Grenzwert kennt — das ist ja das Handicap bei der Definition der
Konvergenz. Zuvor ein technisches

(2.10) Lemma. Jede Folge besitzt eine monotone Teilfolge.

Beweis: Sei (a,) die Folge. Eine Stelle n € N heifle “niedrig”,
wenn a,ix > a, fir alle k € N ist. Zwei Félle sind moglich:

1. Fall: Es gibt unendlich viele niedrige Stellen (nach jedem N € N
noch ein niedriges n). Dann bilden die Folgenglieder a, an den
niedrigen Stellen n eine monoton wachsende Teilfolge.
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2. Fall: Nach einem N € N kommt kein niedriges n mehr. Zu
jedem n > N gibt es dann ein k& € N mit apir < an, weil n ja
nicht “niedrig” ist. Daher findet man induktiv eine monoton fallende
Teilfolge (an, | ¢ € N). O

(2.11) Satz (Bolzano-Weierstrafl). Jede beschrinkte Folge be-
sitzt eine konvergente Teilfolge.

Beweis: Wihle eine monotone Teilfolge nach dem Lemma; sie kon-
vergiert. ]

Ein Punkt a € R heifit Haiufungspunkt der Folge (a, ), wenn es
eine Teilfolge von (a,,) gibt, die gegen a konvergiert. Eine beschrénk-
te Folge besitzt also stets einen Haufungspunkt. Eine konvergente
Folge besitzt genau einen Haufungspunkt, ihren Grenzwert. Eine
beschrankte Folge ist genau dann konvergent, wenn sie nur einen
Haufungspunkt besitzt. Ist namlich a der Haufungspunkt und ¢ > 0,
und sind nicht fast alle a,, in (a —&,a + €), so gibt es eine Teilfolge
an, € (a —e,a + ¢), die einen anderen Haufungspunkt als a hat.
Dieser wére auch Haufungspunkt von (a,,).

Bemerkung. Die Zahl a ist Hiufungspunkt von (a,) genau wenn
jede Umgebung von a unendlich viele a,, enthélt.

Beweis:

=: eine e-Umgebung U von a enthilt a,, fiir fast alle k, falls
(an, | k€eN) —a.

«: Wiahle ¢ = %, und ny > ng_1, so da a,, € Uc(a), dann folgt
(an,) — a, also a ist Haufungspunkt von (ay). O

Nimmt man Punkte co, —oo zu R hinzu, so besitzt jede Folge
eine konvergente Teilfolge, also einen Haufungspunkt, und eine Folge
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ist genau dann konvergent, wenn sie genau einen Haufungspunkt be-
sitzt, wenn man auch Konvergenz gegen oo bzw. —oo zulafit. Die e-
Umgebungen von oo bzw. —oo sind die Mengen (g,00] = {z | > ¢}
bzw. [—o00, —¢) = {z | * < —¢} fiir beliebig grofle .

Fiir eine Folge (a,) heiit die Zahl
c = lim (a,) := inf{x | a,, < z fiir fast alle n} =: limsup (a,)

der Limes superior oder obere Haufungspunkt von (a,), und
in der Tat ist ¢ der groBite Haufungspunkt von (a,) — wenn man
00, —o0 zu den Punkten hinzunimmt. Offenbar gibt es keinen gros-
seren, grofer als c¢+¢, man muf} also nur sehen, dal ¢ Haufungspunkt
ist. Nun sind nicht fast alle a,, < ¢—¢, also oo viele a,, > c—¢, und
fast alle a,, < c+ ¢, also oo viele a,, € U:(c), was zu zeigen war.

Man findet entsprechend, dafl der Limes inferior oder auch un-
tere Haufungspunkt

lim (ay,) := sup{z | a, > z fiir fast alle n} =: liminf (a,)

der minimale Haufungspunkt von (a,) ist. Ist € > 0 beliebig klein,
so ist
lim (a,) — € < a, < lim(a,) + ¢

fiir fast alle n, und (a,) ist genau dann konvergent, wenn lim (a,,) =
lim (a,,). Beachte aber, daB es iiblich ist, fiir lim, lim alle Punkte
aus

R:= RU {0, —c}

zuzulassen, wahrend man eine Folge nur konvergent nennt, wenn sie
gegen eine Zahl aus R konvergiert, also auch Haufungspunkte nur in
R betrachtet, es sei denn dafl man ausdriicklich etwas anderes sagt.

Soweit war das angekiindigte Allgemeine nur eine Anh&ufung von
neuen Wortern, Vokabelnlernen, aber jetzt betritt eine iberaus wich-
tige Beschreibung konvergenter Folgen die Bithne (mit ihrem ver-
trauten Pseudonym, Cauchy war nicht der erste, der den Satz for-

muliert hat, und beweisen konnte er ihn auch nicht wirklich zurei-
chend).
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(2.12) Cauchy-Kriterium fiir Folgen. FEine Folge (a,) ist genau
dann konvergent, wenn gilt: Zu jedem € > 0 existiert ein m € N,
sodaB fiir alle k € N

|@mtk — am| < €.

Beweis: Ist lim(a,) = a, so existiert ein m € N, sodaf} fir alle
k €Ny gilt |amsr — al <e/2, also

lam — amik| < lams+o —al + |a — amsi| < e.
Ist umgekehrt |ap, 41 — am| < € fiir alle k zu einem festen m, so ist
die Folge (am+x | k € N) beschréankt, und daher auch die Folge (a,).
Eine Teilfolge (a,,) konvergiert nach Bolzano-Weierstrafl gegen ein
a, und wir zeigen a = lim (ay,).
Sei also € > 0, dann ist fiir ein geeignetes m

(1) |am — am+i| < €/3 fiir alle k. Insbesondere ist also
(ii) |am — an,| < &/3 fur fast alle ¢, ndmlich alle, fiir die ny, > m.
Aber auch fiir fast alle £ ist
(iii) |an, —al] <€g/3.

Aus (ii), (iii) also |an, — a| < %, und hieraus mit (i)

|a — amir| < e fiir alle k. O

Aus der Ungleichung im Cauchy-Kriterium folgt tibrigens

|Gtk — @mae] < 2e.

Daher hitte man, statt |am+x — am| < €, auch |ag — ay| < € fir alle
k, ¢ > m setzen konnen, was man auch oft findet.

(2.13) Cauchy-Kriterium fiir Reihen. Eine Reihe Y . c, ist
genau dann konvergent, wenn es zu jedem € > 0 ein m € N gibt,
sodaB fiir alle k € N

bt

< €. |
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(2.14) Absolute Konvergenz. Eine Reihe Y ;- ci heiit absolut
konvergent, wenn die Reihe der Betrige Y ;- |ck| konvergiert. Eine
absolut konvergente Reihe ist konvergent.

Beweis: aus dem Cauchy-Kriterium und der Dreiecksungleichung:

m—+k m-+k

‘ch‘ < > el
n=m n=m

Die Reihe konvergiert absolut, wenn die rechte Seite ff grofie m stets

< € ist, und sie konvergiert, wenn dasselbe fiir die linke Seite gilt.
|

Ist (c,) beliebig, so heifit > a,, eine Majorante von 3 ¢, , wenn
> ay,, eine Majorante der positiven Reihe Y |¢,| ist. Die Konvergenz-
kriterien fiir positive Reihen liefern unmittelbar Kriterien fiir absolute
Konvergenz, man muf} sie nur auf die Reihe Y’ |¢,| anwenden.

Beispiel. Ist (a,) beschrankt, so konvergiert die Reihe

5 st
k=0
fiir alle x € R mit |x| < 1 absolut.

Beweis: Y |ap2*| hat die Majorante A - |z|*, die fiir |z| < 1
konvergiert. O

Insbesondere konvergieren alle unendlichen Dezimalentwicklungen

+ Z apl07*  ap €{0,1,...,9},

k=—m

und allgemeiner gilt:
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(2.15) Satz (b-al-Zahl-Entwicklung). Sei b > 2 eine natiirliche
Zahl, dann laBt sich jede reelle Zahl x in der Form

r=+ Y ab¥ ape{0,...,b-1}

darstellen. Die Darstellung ist eindeutig, wenn man ausschlieft, daff
ar = b—1 fiir fast alle k.

Beweis: OBdA ist > 0. Man bestimmt a, induktiv so, daf
a; = 0 falls b=¢ > z (also fiir kleine £), und dann a, maximal, sodaf
Zi:_m arb™® < z. Mit andern Worten: die f-te Partialsumme der
b-alen Entwicklung von z ist die gréfite b-ale Zahl mit ¢ Stellen hinter
dem Komma, die noch nicht grofler als = ist. Dann folgt induktiv
sofort [z — 35 _  agb™F| < b7 also x =300 agb~k.

Hat man zwei b-ale Entwicklungen

o0 o0
T = Zakbfk = chbfk,
—m —m

sodafl beidemal nicht fast immer ap = b —1 bzw. ¢, = b — 1, so
sei £ die erste abweichende Stelle, und oBdA a;, > ¢, dann ist
3 aph ™k > Zz_m apb™*, und

0 -1 0 L
> eb™F <> bt (a—1)b 4 Y (-1pF =) apb T X
—m —m k=(+1 —m

O

Wir rechnen mit b = 10, weil wir 10 Finger haben. Manchen
Vorzug hitte b = 12, weil 12 viele Teiler hat. Rechenmaschinen
rechnen mit b = 2, Dualzahlen, weil alles in Zellen kodiert ist, die
nur zwei Zustande haben. Wer viel mit Computern arbeitet, rechnet
daher gerne mit b = 23 = 8 oder b = 2* = 16, weil dann die
Umrechnung in Dualzahlen leichtfillt, man aber auch nahe bei b = 10
bleibt.
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Fiir die Begriindung der Axiome des reellen Zahlkorpers sind
b-ale Zahlentwicklungen nicht geeignet, weil zum Beispiel die Summe
zweier solcher Entwicklungen nicht wieder die vorgeschriebene Ge-
stalt hat. Gangbar ist jedoch folgender Weg: Man sagt, eine reelle
Zahl ist durch eine Cauchy-Folge rationaler Zahlen gegeben, wobei
man das ¢ im Cauchy-Kriterium auch auf rationale Zahlen be-
schrankt — das ist ja kein Verlust. Und zwei rationale Cauchy-
Folgen sollen dieselbe reelle Zahl bedeuten, wenn ihre Differenz eine
Nullfolge, d.h. eine gegen 0 konvergente Folge ist. Wie man dann die
algebraischen Verkniipfungen erklart, ist klar, und man nennt eine
rationale Cauchy-Folge (a,) positiv, wenn ein £ > 0 in Q existiert,
sodaf} a, > e fiir fast alle n. Positive Folgen definieren die posi-
tiven reellen Zahlen. Mit diesen Erklarungen und Vertrauen in die
Logik ist es nicht schwer, die Axiome zu bestétigen. Auch zeigt man
nacheinander, dal durch die Axiome N und damit der Ring Z , der
Korper Q und schlieilich R mit algebraischer Struktur und dadurch
bestimmter Anordnung bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt sind.
Es gibt bis auf Umbenennung einen und nur einen Korper R, der den
mitgeteilten Axiomen geniigt. Das wollen wir nicht weiter verfolgen.

Statt “b-al” sagt man vielfach auch “b-adisch”, aber das scheint
mir eher verwirrend, weil das Wort in der Zahlentheorie etwas dufler-
lich Ahnliches, tatsichlich aber sehr Verschiedenes bedeutet.

Fiir absolut konvergente Reihen gelten sehr starke Versionen des
kommutativen Gesetzes:

(2.16) Umordnungssatz. Sei Y .-, ¢, absolut konvergent, und sei
p : N — N bijektiv, dann konvergiert Y ., ¢,y absolut gegen
denselben Grenzwert.

Beweis: Sei a, = >, _;ck, b = >, Coky, € > 0, und m so
grofl gewahlt, daf} Zzzgfl lek| < e fir alle £ € N. Fiir gentigend

grofie » € N ist dann zugleich r > m und p(r) > m.
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Wahlen wir nun n so grof}, daf3 diese Bedingung fiir alle » > n
erfiillt ist, so ist b, eine Summe von Gliedern c¢;, worunter jedenfalls
alle ¢q,..., ¢, auftreten. Dasselbe gilt fir a,, und die Differenz ist
folglich eine Summe von Gliedern +¢;, mit j > m. Daher

lan — by| < Z ej| < e.
j>m
Das zeigt schon, daf (b,) gegen denselben Grenzwert wie (a,) kon-

vergiert. Wendet man das schon Gezeigte auf die Reihe ) |c,| an,
so folgt die absolute Konvergenz der umgeordneten Reihe. ]

Fiir nicht absolut konvergente Reihen gilt das gerade Gegenteil:

(2.17) Satz. Ist > .-, cx konvergent aber nicht absolut konvergent
und = € R beliebig, so existiert eine Umordnung p : N — N | sodaf3

D e Cp(k) = L~

Beweis: Sei (aj) die Folge der positiven und (by) die Folge der
negativen Glieder ¢, der betrachteten Reihe. Weil 3 ¢;, konvergiert,
aber nicht absolut, gilt offenbar

(ak) — 0, (bk) — 0,

n

() oo () o

k=1
Wir wiéhlen jetzt als Folge c,) rekursiv jeweils das néchste noch

nicht gewahlte Glied der Folge (aj) bzw. (bx), je nach dem

-1
de_q = Zcp(k) <x oder >z
k=1
Es ist dann schliefllich [c )| < € fiir £ > L, und ist etwa dp < z,
drir > x,s0ist |dp — x| <e fiir £>L+k. O
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Man koénnte mit dhnlichem Argument auch x € {£oo} wihlen.
Spéter in der allgemeinen Maftheorie wird sich mit ergeben, daf} fiir
absolut konvergente Reihen ein noch starkerer Umordnungssatz als
(2.16) gilt (siehe Bd. 2, Aufg. 12 zu Kap. III).

§ 3. Stetige Funktionen

FEine Funktion f : R — R heiflt stetig, wenn sie keine Spriinge
macht. Mit dieser Erklrung hat man sich lange begniigt, und wir
wollen das auch nicht schlechtmachen. Zum Beispiel die Funktion
f(x) = 22 ist demnach stetig.

Urspriinglich hat man iiberhaupt nur solche Funktionen betrachtet,

die sich in einer Formel hinschreiben lassen, doch dann hat die Ent-

wicklung der Analysis selbst die Moglichkeiten, Formeln zu erzeugen,

ins Ungewisse ausgeweitet, und jetzt lassen wir ganz Beliebiges zu.
Die Funktion

x— [z] :=max{k € Z |k < z},
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der ganzzahlige Anteil von x, ist unstetig an den Punkten k € Z .

Ebenso die Funktion f(z) = — [z], die Sdgezahnfunktion.

S S S S

Wie aber steht es mit der Funktion
flx) =+ fir & <l|z| <5, f(0)=0,

im Nullpunkt?
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Hier ist schon ein genauer und formaler Begriff der Stetigkeit notig.
Die Vorstellung, die uns leitet, ist: Wenn sich = nur wenig &ndert, so
andert sich auch f(x) nur wenig, und zwar dndert sich f(x) beliebig
wenig, wenn sich = gentigend wenig dndert. “Beliebig wenig” heifit:
Wenn € > 0 beliebig vorgegeben ist, so &ndert sich f um weniger als
e, falls sich dafiir x “geniigend wenig” &ndert, also weniger als ein
geeignetes § > 0. So kommen wir zu folgender

Definition (Stetigkeit). Sei D C R und f: D — R eine Funktion
mit Definitionsgebiet D, und sei p € D. Dann heifit f stetig am
Punkt p, wenn es zu jedem ¢ > 0 ein § > 0 gibt, sodaB fiir alle
x €D gilt:

v —pl < 6 = |f(2) - fp)] <e.

Die Funktion f heifit stetig, falls sie an jedem Punkt p € D stetig
ist. Statt “am Punkt p” sagt man auch “an p” oder “bei p”.

Wir konnen uns diese Definition noch etwas mundlicher zurichten.
Dazu erinnern wir an folgende Sprechweise der Mengenlehre: Gege-
ben sei eine Abbildung f: M — N.

Ist AC M,soist f(A):={f(x) |z e A} = Bild der Menge A.
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Ist BC N,soist f7Y(B):={z € M| f(z) € B} = Urbild der
Menge B.

Die letzte Implikation in der Definition der Stetigkeit kénnen wir
dann mit Umgebungen so aussprechen:

z € Us(p) = f(z) € Us (f(p))7
und das heifit

fUs(p) C U-(f(p)) oder Us(p) C f~'U-(f(p)).

Hierbei meinen wir mit Us(p) die §-Umgebung von p im Defini-
tionsgebiet D, also den Durchschnitt einer 4-Umgebung in R mit
D. Demnach also ist f stetig bei p, wenn das Urbild einer jeden
Umgebung von f(p) stets eine Umgebung von p in D enthélt. Et-
was salopper sagt man wohl auch: Wenn z gegen p geht, geht f(x)
gegen f(p). Dies rechtfertigt sich durch den

(3.1) Satz (Folgenstetigkeit). Genau dann ist f : D — R stetig bei
p € D, wenn folgendes gilt:
Fiir jede Folge (z,) — p, =, € D, gilt (f(xn)) — f(p).

Beweis: Zwei Richtungen sind zu zeigen. Sei also f stetig bei p und
(zn) eine Folge in D mit (z,) — p. Wir miissen (f(zn)) — f(p)
zeigen. Ist € > 0 gegeben, so wihle dazu § nach der Definition
der Stetigkeit. Dann ist schlieBlich x,, € Us(p), weil (z,) — p. Also
f(zn) € U-(f(p)) . Daszeigt (f(z,)) — f(p). Nun sei umgekehrt die
Bedingung tiber Folgen im Satz erfiillt. Angenommen, f ist unstetig
bei p. Dann gilt: Es gibt ein € > 0, sodaf§ fiir alle § > 0 ein z € D
existiert, mit |z —p| < § und |f(z) — f(p)| > €. So némlich lautet
die Negation der Stetigkeitsdefinition.

Nun, was fiir alle § gilt, gilt insbesondere fiir § = %, n € N. Also
finden wir ein € > 0 und dazu eine Folge (z,,) in D, mit

|zn —p| <1/n und [f(zn) — f(p)| > €
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fiir alle n € N . Die erste Ungleichung sagt (z,) — p nach Archime-
des, nach der zweiten aber konvergiert (f(z,)) nicht gegen f(p), im
Widerspruch zur Folgenbedingung. Damit ist die Annahme, f sei
unstetig bei p, widerlegt. B3 |

Was wir iiber Konvergenz wissen, 183t sich mit diesem Satz oft
auch als Aussage tiber Stetigkeit deuten. So zum Beispiel (II, 1.4):

(3.2) Satz (iiber rationale Operationen). Sind die beiden Funktio-
nen f,g: D — R stetig am Punkt p € D, und sind A\, u € R, dann
sind auch die Funktionen A\f 4+ ug und f - g stetig am Punkt p. Ist
f(x) #0 fiir alle x € D, so ist auch 1/f stetig bei p. a

Dabei sind die rationalen Operationen im Satz durch das Entspre-
chende fiir die Werte definiert, also

(Af + pg)(x) := Af(z) + pg(z),
(f-9)() = f(z) - g(=),
(1/)(x) :==1/f(=).
Ist tbrigens f(p) # 0 und f stetig bei p, so ist f(z) # 0 in einer

Umgebung um p, oder wie man sagt: lokal um p. Wahlt man
namlich ¢ = |f(p)| und dazu ¢ nach der Stetigkeitsdefinition, und

ist z € Us(p), soist |f(p)| = [f(2)] < [f(p) = f(2)] <e=|f(p), also
[f(@)[ > 0.

Offenbar ist die identische Abbildung
id: R—=R, z+—=zx

stetig, wahle § = . Man bezeichnet diese Funktion kurzerhand mit
x, wie man ja iiberhaupt eine Funktion durch den Term bezeichnet,
der sagt, wo x hingeht. Aus (3.2) folgt dann, daf} jedes Polynom

fl@) =3 apa"
k=0
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iiberall stetig ist. Ist a, # 0, so heifit a,, der Leitkoeffizient und n
der Grad des Polynoms f, und alle Polynome aller Grade bilden den
reellen Polynomring R[z]. Sind f,g zwei Polynome und g # 0,
womit man meint, dafl nicht alle Koeffizienten von g verschwinden,
so hat man die

rationale Funktion: g , frg € Rlz], g#0.
Diese definiert auf der Menge D = {x|g(x) # 0} eine stetige Funk-
tion. Es ist nicht schwer zu sehen, dafl ein Polynom vom Grad n nur
hochstens n Nullstellen haben kann.

Stetigkeit ist eine lokale Eigenschaft von Funktionen, d.h. man
braucht f nur in einer beliebig kleinen Umgebung von p zu kennen,
um zu entscheiden, ob f am Punkt p stetig ist.

(3.3) Satz. Eine Zusammensetzung stetiger Funktionen ist stetig.

Beweis: Seien C, D C R und seien Funktionen

CLDLR gof(@)=g(f@). [)=a.

gegeben. Die Behauptung meint: Ist f stetig bei p und g stetig
bei ¢ = f(p), so ist g o f stetig bei p. Nun, angenommen (z,)
— p, dann folgt (f(xn)) — f(p) = q, weil f stetig ist, und dann
(gf(xn)) — g(q), weil g stetig ist. Zusammen (z,) — p =

(go f(zn)) = gof(p). 0

Eng verwandt mit dem Begriff der Stetigkeit ist der allgemeine
Konvergenzbegriff fiir Funktionen statt Folgen:

Definition. Sei f : D — R eine Funktion, p € R, und es gebe
mindestens eine Folge (x,,) in D, die gegen p konvergiert. Dann sei

lim f(x) = aq,

T—p
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falls fiir jede Folge (x,,) in D, die gegen p konvergiert, ( I (xn)) gegen
a geht.

Ist p € D, so bedeutet dies: f(p) =a, und f ist stetig am Punkt
p. Jedoch bleibt die Definition sinnvoll fiir p = +oo, und man kann
erkldren: Ist D nach oben unbeschrankt, so heifit f: D — R stetig
bei oo, wenn lim,_,, f(z) existiert. Schrinkt man f auf die z < p
bzw. die z > p aus D ein, so schreibt man auch lim, ~, f(z) bzw.

lim,~, f(2).

Natiirlich kann man diese Konvergenzbegriffe auch durch e-§-Spriiche

erklaren — wie?

Wir lassen als Intervallgrenzen im allgemeinen auch oo zu, also
z.B. [a,00) ist die Menge der reellen Zahlen > a. Zur Unterschei-
dung nennen wir ein abgeschlossenes Intervall [a, b] mit endlichen a, b
kompakt, also kompakt heifit beschrankt und abgeschlossen. Der
Satz von Bolzano-Weierstra$ lehrt, daf} eine Folge in einem kompak-
ten Intervall eine konvergente Teilfolge hat, und weil aus a <z, <b
fir alle n die entsprechende Ungleichung fiir den Grenzwert folgt,
liegt der Grenzwert der Folge wieder in dem kompakten Intervall.
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Wir wollen jetzt unsere Aufmerksamkeit auf stetige Funktionen
richten, die auf kompakten Intervallen [a,b] definiert sind, und die
naheliegenden Folgerungen und Umformulierungen fiir den Konver-
genzbegriff nicht weiter ausbreiten.

(3.4) Satz. Sei K ein kompaktes Intervall und f : K — R stetig.
Dann ist f beschrankt und nimmt auf K ein Maximum und ein

Minimum an.

Beweis: Angenommen, f wére nach oben unbeschrénkt. Dann
wéhle eine Folge von Punkten z,, € K mit f(x,) > n. Nach Bolzano-
Weierstrafl konvergiert eine Teilfolge, also o0BdA die Folge (z,,) selbst,
gegen ein p € K. Dann aber konvergiert (f(xn)) gegen f(p), weil f
stetig ist, und das widerspricht f(z,) > n. Folglich ist f beschrénkt.
Sei

a:=sup{f(z) |z € K}.

Angenommen f(z) # a fir alle x € K. Dann ist a — f(z) # 0, also
(a —f (1’))71 stetig auf K und nicht beschrénkt, weil ja die Werte
f(x) ihrem Supremum a beliebig nahe kommen. Das widerspricht
der ersten Aussage. Die Beschranktheit nach unten und die Aussage
iiber das Minimum folgen analog. |

Die Funktion z — 1/z ist auf dem Intervall (0, 1] unbeschrinkt;
die Kompaktheit ist wesentlich. Wir werden bald lernen, daf} es sich
hier um eine topologische Eigenschaft handelt (VI, 7.10).

(3.5) Zwischenwertsatz. Eine stetige Funktion f : [a,b] — R
nimmt jeden Wert zwischen f(a) und f(b) an.
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Beweis: Sei etwa f(a) < ¢ < f(b), und wir wollen zeigen, dafl f
den Wert ¢ annimmt. Sei p € [a,b] die obere Grenze der x € [a,b]
mit f(z) < ¢, dann behaupten wir: f(p) = ¢. In der Tat, wire
f(p) < c— ¢ fiir ein € > 0, so wahle dazu § nach der Stetigkeits-
definition, dann ist |f(p + x) — f(p)| < € fir |z|] < ¢, also f(p + x)
< ¢ fiir |z] < §, im Widerspruch zur Definition von p. Ganz analog,
wenn f(p) > c+ ¢, so ware f(p — ) > ¢ fiir x| <, was auch der
Definition von p widerspricht. Weil also ¢ —e¢ < f(p) < c+¢ fiir alle
e >0, folgt f(p) =c. |

Dies ist ein sehr wichtiger und tausendfach benutzter Satz. Er sagt
eigentlich, daf} die reelle Gerade und daher ein Intervall keine Locher
hat und nirgends auseinanderfallt. Er ist auch sehr anschaulich, aber
beachte, dafl die Behauptung gleich falsch wird, wenn man nur einen
Punkt aus dem Intervall wegldfit — ein Unterschied, der physikalisch
gar nicht fabar ist. So einfach kann man eben die mathematische
Einsicht nicht physikalisch deuten.

Eine leichte Folgerung aus dem Satz kennen wir schon: Jede posi-
tive reelle Zahl a hat eine positive k-te Wurzel. Das Polynom f(z) =
x¥—a hat nimlich den Wert f(0) = —a < 0 und f(a+1) = (a+1)¥—a
> 14 (k—1)a > 0, also muf} es zwischen 0 und a + 1 eine Nullstelle
haben. Man kann damit iibrigens die nicht negativen reellen Zahlen
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rein algebraisch charakterisieren: Es sind genau die Quadrate. Eine
ahnlich wichtige algebraische Folgerung besagt:

(3.6) Satz. Jedes reelle Polynom ungeraden Grades hat eine reelle
Nulistelle. (Eine Nullstelle eines Polynoms nennt man auch eine
Wurzel).

Beweis: Wir dividieren das Polynom durch den Leitkoeffizienten,
dann haben wir ein Polynom der Gestalt

f(x) = " + an,lm"_l +4ag= (En(]_ + anflx_l + -+ aox—n)

fiir « # 0. Fir |z|] — oo konvergiert der Faktor (14 ---) gegen
1, und 2" hat das Vorzeichen von x, weil n ungerade ist. Also ist
f(x) > 0 fir gentigend grofie z, und f(z) < 0 fiir gentigend kleine.

Dazwischen muf} es einmal verschwinden. |
Das Polynom x? + 1 hat, wie wir wissen, keine reelle Nullstelle.

(3.7) Satz. Das Bild eines Intervalls unter einer stetigen reellen
Funktion ist wieder ein Intervall. Dabei lassen wir auch £oo als
Intervallgrenzen zu.

Beweis: Sei f: D — R die betrachtete Abbildung eines Intervalls
und
a=inf (f(D)), b=sup(f(D)).

Weil es Funktionswerte beliebig nahe an a und b gibt und auch alles
dazwischen getroffen wird, liegt jedenfalls das ganze offene Intervall
(a,b) im Bild von f, und nach Definition von a und b kein kleinerer
Punkt als a, kein groflerer als b. Es kommen also allenfalls a oder b
selbst hinzu, und in jedem Fall ist f(D) ein Intervall mit Grenzen a
und b. O
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(3.8) Satz. FEine stetige reelle Funktion auf einem Intervall ist genau
dann injektiv, wenn sie streng monoton ist.

Mit streng monoton wachsend ist hier natiirlich gemeint = < y
= f(x) < f(y), und entsprechend fiir fallende Funktionen. Man
kann den Satz durch allerlei Fallunterscheidungen zeigen, aber wir
gehen den Weg tibers Zweidimensionale.

Beweis: Offenbar ist eine streng monotone Funktion injektiv. Sei
also f : D — R injektiv auf dem Intervall D. Wir miissen zeigen,
dafl f streng monoton ist. Betrachte das Dreieck

A:={(z,y) e Dx D |z <y}
Die Voraussetzung sagt, dafl die Funktion
A= R, (z,y)— f(z) = f(y)

keine Nullstelle hat, und die Behauptung sagt, dafl entweder gilt:
©(p) > 0 fir alle p = (x,y) € A, oder: ¢(p) <0 fir alle p.

o| /"

Nun, angenommen o(p) > 0, ¢(q) < 0 fir zwei Punkte p,q € A.
Dann verbinden wir sie durch die Strecke (1 —t)p+1tg, 0 <t < 1.
Wir erhalten die Funktion

[0,1] = R, t— o((1—1t)p+tq).
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Sie ist stetig und hat fiir ¢ = 0 den Wert o(p) > 0, fiir ¢ = 1 den
Wert ¢(q) < 0, also an einem Zwischenpunkt 7 hat man den Wert
<p((1 —7T)p+ Tq) = 0, im Widerspruch zur Voraussetzung. O

Wir kommen zum Ziel dieser fjberlegungen.

(3.9) Satz iiber die Umkehrfunktion. Sei D ein Intervall und
f: D — R stetig und injektiv. Dann ist f(D) =: C ein Intervall,
die Funktion f ist streng monoton, und f besitzt eine stetige und
streng monotone Umkehrabbildung.

Beweis: Nur die Stetigkeit von f~! ist noch zu zeigen. Sei etwa
D offen — die anderen Félle mufl man fiir die Randpunkte analog
behandeln — dann ist C' auch offen, weil f streng monoton ist. Sei
f(p) = q. DaBl f stetig bei p ist heifit: Ist U ein offenes Intervall
um ¢, so enthiilt f~1U ein offenes Intervall um p. Daf also f~*
bei ¢ stetig ist heifit nach dem selben Muster: Ist V' ein offenes
Intervall um p, so enthélt (f~1)~1V ein offenes Intervall um ¢. Aber
(f~H7tV = f(V) ist ja ein offenes Intervall um ¢, weil f stetig und
streng monoton ist. (]
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Anwendung: Ist n ungerade, oder beschranken wir uns auf = > 0,
so ist die Funktion x — z" stetig und streng monoton. Die Umkehr-
funktion

T
ist also ebenfalls stetig und streng monoton. Auch die Betragsfunk-

tion x — |z| ist stetig, denn sie ist die Zusammensetzung
T 2% Va2,

Sind f und g stetig, so auch die Funktion max(f,g), die durch
x — max{f(z),g(x)} definiert ist, denn

max(f,g) = L(f +g) + L[f —g|.

Entsprechend fiirs Minimum.

SchlieBlich miissen wir einen etwas delikaten aber wichtigen tech-
nischen Punkt berithren, und dafiir wollen wir die Stetigkeitsdefini-
tion noch einmal sorgfaltig betrachten. Eine Funktion f: D — R
ist danach stetig auf ganz D, wenn gilt:

Zu jedem € > 0 und jedem p € D gibt es ein § > 0, sodaBl
[z —pl <6 =[f(z) - f(p)| <e.
Das ¢ héngt also nicht nur von e, sondern auch vom Punkt p ab.
Zum Beispiel bei der Funktion y = 27! auf Ry mufl man § um so
kleiner wéhlen, je ndher p an 0 liegt.
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Die Funktion f heifit gleichméfig stetig, wenn man ¢ unabhéngig
von p wahlen kann.

Definition. Eine Funktion f : D — R heifit gleichmaBig stetig,
falls gilt: Zu jedem ¢ > 0 gibt es ein § > 0, soda8 fiir alle x,p € D
gilt:

[z —pl <d=|[f(z) - f(p)| <&

Hier ist also & = d(¢), wahrend bei blofler Stetigkeit 6 = (e, p)
ist. Hier gehen auch z und p gleichberechtigt und symmetrisch in
die Definition ein, was bei der Stetigkeitsdefinition nicht der Fall ist.

(3.10) Satz. Eine stetige Funktion auf einem kompakten Intervall
ist dort gleichmafig stetig.

Beweis: Sei f: D — R die Funktion, € > 0, und wir nehmen an,
dafl dazu kein § existiert, wie es in der Definition gefordert ist. Dann
ist auch 0 = % fiir kein n geeignet. Es gibt also ein z,, und p, in
D mit

|xn_pn| < % und |f(xn)_f(pn)| ZE-

Nach Bolzano-Weierstrafl , mit einem Ubergang zu Teilfolgen, diirfen
wir annehmen, dafl (z,) gegen ein ¢ € D konvergiert, und wegen
|2 — pn| < % konvergiert dann (p,) gegen dasselbe q. Weil f
stetig ist, konvergieren (f(z,)) und (f(pn)) beide gegen f(q), und
daher (f(zn) — f(pn)) — 0. Das widerspricht der Ungleichung
() — Fpa)] = €. O

Hier wird sich der Student von der Anschauung verlassen und
unangenehm auf das Formale der Definition verwiesen fithlen. Er
mag sich damit trosten, dafl auch Cauchy an dieser Stelle gestolpert
ist.
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8 4. Folgen und Reihen von Funktionen

Eine Folge von Funktionen auf D ordnet jeder ganzen Zahl n > k
eine Funktion f, : D — R zu. Wir bezeichnen sie wieder durch
(fn | n > k) oder (fn)n>r oder einfach durch (f,), und manchmal
lassen wir auch noch die Klammern weg.

Definition. Die Folge von Funktionen ( fn) konvergiert punkt-
weise gegen f : D — R, wenn fiir jedes x € D die reelle Folge

(fn(l")) gegen f(x) konvergiert.

Das heifit also: Zu jedem € > 0 und z € D existiert eine natiir-
liche Zahl N, soda$} fiir n > N gilt:

[fn(z) = f(z)] <e.

Das ist eine naheliegende Definition, aber sie sagt nicht, wie man
auf den ersten Blick glauben konnte, daf3 f,, schlieffilich nahe an f
liegt, also f gut approximiert. Fir Funktionenfolgen sind mehrere
wesentlich verschiedene Begriffe der Konvergenz sinnvoll. Wir werden
darauf in Kapitel VI systematischer eingehen und aufler den hier
erklarten Konvergenzbegriffen noch andere kennenlernen, die durch
Integrale erklart sind.

Die formale Umschreibung mit ¢ und N weist darauf hin, wo
die Schwierigkeit liegt: das N h&ngt nicht nur von e, sondern auch
vom Punkt z ab. Fiir jedes auch noch so grofle n kann es immer
noch viele Punkte = geben, wo f,(x) sich weit von f(z) entfernt,
auch wenn der Definitionsbereich ein kompaktes Intervall ist und alle
beteiligten Funktionen stetig sind.

Folgendes Beispiel wird uns auch in der Integrationstheorie wieder

vor allzu voreiligen Schliissen warnen:
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(4.1) Beispiel.

n
nzxﬁirogxg%,
F fulx) = o2n —n2x fﬁr%ﬁmﬁ%
" Ofiirngodeer%‘
—_—
1

Die letzte Bedingung fiir f,, bewirkt f,(z) =0 fiir n > % oder
x < 0, also fiir jedes gegebene x verschwindet f,(z) schlieBlich.
Daher konvergiert (f,) — 0 punktweise. Trotzdem ist f,, fiir kein n
eine gute Approximation der Nullfunktion.

Man sieht, dafl punktweise Konvergenz oft zu wenig ist. Wenn
alle f, stetig sind und (f,) punktweise gegen f geht, braucht der
Limes f auch nicht stetig zu sein. Stetigkeit ist ja selbst durch eine
Grenzwertbildung definiert, und wenn man es so betrachtet, geht
es hier um die Frage, ob man zwei Grenzwertbildungen miteinander

vertauschen darf — man darf im allgemeinen nicht!

Beispiel.
1 fiir x > 0,
nx
(1) = — 0 fiirz=0,
fn(x) T [na] — iir
—1 fiirz <0.
. .. . 1
Beweis: Fiir « # 0 gilt f,(z) =
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I
—— — —

1

Das pathologische Verhalten liegt daran, dafl die Funktionenfolge
nicht gleichmafig konvergiert.

Definition (gleichméfBige Konvergenz): Die Folge von Funktionen
(fn) auf D konvergiert gleichmaflig gegen f : D — R, wenn gilt:
Zu jedem € > 0 gibt es ein N € N, soda8 fiir alle n > N und alle
x € D zugleich

|f'n(x) - f(l‘)| <Eé.

Wir schreiben kurz
f<g = f(z)<g(x) furallexze D,

und entsprechend fr f < g. Dann besagt die Definition: Fiir grofie
n ist

|fn— fl <e.
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Hier fassen wir |f,, — f| als Funktion = — |f,(z) — f(x)| auf. Man
kann dieselbe Tatsache auch als Ungleichung zwischen reellen Zahlen
fassen. Man erklart ndmlich fiir Funktionen f : D — R mit nicht
leerem Definitionsgebiet die

Supremumsnorm || f||p := sup{|f(z)| | € D}.

Damit ist ||f||p = min{e | |f| < a} nach Definition der oberen
Grenze. Wenn kein Zweifel {iber das Definitionsgebiet besteht, schrei-
ben wir kurz ||f||. Im allgemeinen ist ||f|| € [0,00], und || f]] € R
genau wenn f beschrénkt ist. Die Supremumsnorm hat die

(4.2) Normeigenschaften.
(i) Ifll >0 und ||f|| =0 genau wenn f =0.
(ii) Positive Homogenitt:
IAfIl = |A - |If]| fiir konstante A € R.

(iii) Dreiecksungleichung: ||f + g/ < ||f|l + llg]l-

Beweis: Nur die Dreiecksungleichung ist nicht ganz selbstversténd-
lich, aber

1F +gll = (117 +glll < [T+ lgll] < 11+ llall

letztere Ungleichung weil |f| < ||fIl, |g| < llg]l- O

Wenn man nun den reellen Vektorraum aller Funktionen D — R
mit dieser Norm versieht, so bedeutet gleichméaflige Konvergenz das
Natiirliche, ndmlich (f,,) konvergiert gleichméfig gegen f, wenn fiir
jedes € > 0 schliefllich ||f, — f|| < e ist. Daher kann es nicht ver-
wundern, dafl sich gewohnte Konvergenzsitze auf gleichméafige Kon-
vergenz von Funktionenfolgen iibertragen.
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(4.3) Cauchy-Kriterium. Genau dann ist die Folge von Funktio-
nen (f,) auf D gleichméBig konvergent, wenn zu jedem ¢ > 0 ein
m € N existiert, sodaf fiir alle k € N

Hfm-‘rk - me <Ee.

Beweis: Ist (f,) gleichmaBig konvergent gegen f, so gilt, wenn m
geniigend groB ist, || fyx — fI| < § fiir alle & € Ny, also

3 €
”fm - f” < 5? ”f - fm+k|| < 57 also ||.fm - fm+k|| <e.

Umgekehrt sei die Cauchy-Bedingung fiir (f,,) erfiillt. Dann ist ins-
besondere ( fn(a:)) fiir jedes € D eine Cauchy-Folge reeller Zahlen,
bestimmt also eindeutig f(z) := limp o0 fn(z). Ist nun € > 0
gegeben und m geniigend grofl, so ist | fm — fmirl| < § fiir alle
k. Aber fir jede Stelle x € D kann man ein k = k(x) so grofl
wihlen, daB8 |fpx(z) — f(2)| < §. Folglich ist [f.(z) — f(x)| < ¢

fiir alle x, also ||fm — fl] < e. O

Wie bei Zahlenfolgen iibertréigt sich alles Gesagte auf Reihen von
Funktionen. Wir sprechen also von punktweiser und gleichmafiger
Konvergenz einer Reihe ), fi von Funktionen, und von absoluter
Konvergenz wenn die Reihe ), |fi| konvergiert. Konvergiert letz-
tere Reihe gleichméfig, so nennen wir die Reihe ), fi gleichméfig
absolut konvergent. Aber die Supremumsnorm fithrt zu einem neuen
und fiir uns bald sehr wichtigen Begriff: Eine Reihe Y p-, fx heiBt
normal konvergent, wenn die Reihe

>l
k=0

der Supremumsnormen konvergiert.

(4.4) Konvergenzsatz von Weierstrafl. Eine normal konvergente
Reihe Y7~ fx von Funktionen fj, : D — R konvergiert gleichméBig
absolut gegen eine Funktion f: D — R.
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Beweis: Dies folgt unmittelbar aus dem Cauchy-Kriterium und der
Dreiecksungleichung

m+t m+e
A= TAl
k=m

k=m
Normale Konvergenz bedeutet, dafl die rechte Seite fiir grofle m
kleiner ¢ wird, gleichméfig absolute Konvergenz bedeutet dasselbe
fiir die linke Seite. |

Die wichtigste Bemerkung jedoch, fiir die der ganze Begriffsappa-
rat aufgefahren ist, besagt:

(4.5) Satz. Ein gleichméBiger Limes stetiger Funktionen ist stetig.

Beweis: Sei (f,) auf D gleichmiflig konvergent gegen f, die f,
seien stetig, sei ein Punkt p € D betrachtet und € > 0 gegeben.
Dann wiéhle n € N so grof, da |f, — f| < § und zu diesem n und
p wihle § > 0 so, daB8 |f,(p) — fn(7)| < § fiir [ —p| <. Das geht,
weil f, stetig ist. Fiir | —p| < J ist dann

[f(@) = ()| < [f(2) = fu(@)| + [fulz) = fu()] + [fn(p) = (D)

<§+s5t§5=e O

Fiir ein mit Pomp angekiindigtes Hauptergebnis kann es ent-
tauschend scheinen, dafl der Beweis auf einen e/3-Schlufi von einer
Zeile hinauslauft. Darin liegt auch nicht der Witz: das Wichtigste
ist eben der richtige Begriff, der den Satz richtig macht: gleichmafig
konvergent.

Einen reellen Vektorraum mit einer reellwertigen Norm mit den
Eigenschaften (4.2), in dem jede Cauchy-Folge konvergiert, nennt
man einen Banachraum. Die beschriankten stetigen Funktionen
auf einer Menge D # & mit der Supremumsnorm bilden einen Ba-

nachraum.
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§ 5. Treppenfunktionen

Stetige Funktionen verdienen wohl, dafl man sie um ihrer selbst
willen mit Liebe betrachtet. Aber in diesem Abschnitt miissen wir
kurz unsere Aufmerksamkeit einer Funktionenklasse zuwenden, die
flir sich weniger anziehend ist, aber niitzliche technische Hilfe in der
Integrationstheorie leistet, von der dann im néachsten Kapitel gleich
die Rede sein wird.

Eine Zerlegung Z cines kompakten Intervalls [a,b] ist ein
(n+ 1)-Tupel (zg,...,2,) von Zahlen, sodafl

a=z <2 <--<z,=0

Eine Zerlegung Z; ist feiner als Z oder eine Verfeinerung von
Z, wenn /1 aus Z durch Hinzunahme weiterer Punkte entsteht.
Durch Vereinigung erhalt man zu zwei Zerlegungen Z,7; eine ge-
meinsame Verfeinerung Z U Z;. Eine Funktion ¢ : [a,b] — R heifit
eine Treppenfunktion, wenn es eine Zerlegung Z von [a,b] wie
oben und dazu Konstanten cy,...,¢, in R gibt, mit

o(t) =cp fir zp—1 <t < zg.

Die Werte auf den Zerlegungspunkten zj selbst sind gleichgiiltig.

Cp 3 ————- —_—




72 II. KONVERGENZ UND STETIGKEIT

Die sémtlichen Treppenfunktionen auf [a, b] bilden offenbar einen
reellen Vektorraum. Zwei Treppenfunktionen ¢, auf [a,b] lassen
sich (gemeinsame Verfeinerung) durch dieselbe Zerlegung definieren,
sodaf} also ¢ und v beide auf den Intervallen z < t < 241 konstant
sind, und dann ist auch Ay + p dort konstant, also eine Treppen-
funktion.

(5.1) Satz. Eine stetige Funktion auf einem kompakten Intervall ist
ein gleichmaéBiger Limes von Treppenfunktionen.

Beweis: Eine stetige Funktion f : [a,b] — R ist gleichmafig stetig.
Zu gegebenem ¢ > 0 wihle danach 6 > 0 so, daf

|z —p| <d=|f(x) - f(p)l <e

fir alle z,p € D. Dann wéhle eine Zerlegung a = 29 < --- < 2, =0
mit Maschenweite zpy1 — 2z < §, und bestimme dazu die Treppen-
funktion ¢ durch ¢(t) = f(zx) fir z;x <t < zg41.

Dann ist |f(t) — @) = |f(t) — f(zx)] < € fir alle zp <t < 241,
und das heiit |f —¢| <e.
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Mit einem gleichméfigen Limes ist natiirlich die Grenzfunktion
einer gleichméfBig konvergenten Folge (von Treppenfunktionen) ge-
meint. Eine solche Folge findet man wie immer mit dem (e = 1)-
Trick: Man findet nach dem Gesagten Treppenfunktionen ¢, mit
|f — on| < 1/n. Die Folge (¢,) konvergiert dann gleichméBig gegen

die Funktion f. O

Die Zerlegung kann man hier dquidistant wéhlen, also z; =
a + k(b — a)/n mit einem so groBen n, dafl nd > b — a. Ein
gleichméfliger Limes von Treppenfunktionen heifit Regelfunktion.
Stetige Funktionen sind also Regelfunktionen, aber auch z.B. mono-
tone Funktionen, Treppenfunktionen, ...

(5.2) Bemerkung. Zu jeder Regelfunktion f auf dem kompakten
Intervall [a,b] und jedem e > 0 gibt es Treppenfunktionen ¢, mit

p< f<tYp und Y—p=c.

Beweis: Wibhle eine Treppenfunktion 7 mit |f — 7| < § und setze
=T %7 '(/} =7+ % O



