Kapitel IV
Potenzreihen und Taylorentwicklung

Man nennt diese Bearbeitung Potenzieren und
die Produkte davon Potenzen in verschiede-
nen Graden. Ungemein wahrscheinlich wird
es hierdurch daff die Materie mittels solcher
Dynamisationen sich zuletzt ganzlich in ihr in-
dividuelles geistartiges Wesen auflése.
Hahnemann

Wir werden im Zusammenhang ausfithren, ob und wie sich eine
Funktion als Potenzreihe darstellen 1a8t, und wie die Differential-
und Integralrechnung fiir Potenzreihen aussieht. Es zeigt sich, daf§
insbesondere die elementaren Funktionen arithmetisch-gesetzmaflige
Reihenentwicklungen haben, die man aus der schulméfligen elemen-
targeometrischen Definition der Funktionen gar nicht erwartet. Auf
der anderen Seite zeigen wir, wie man differenzierbare Funktionen
nach Wunsch konstruiert. Im letzten Abschnitt sagen wir etwas iiber
komplexe Zahlen und Potenzreihen im Komplexen.

§ 1. Potenzreihen

Eine Reihe > °° | f, von Funktionen f, : D — R heiBt normal
konvergent, wenn die Reihe der Normen

> lfall
n=0
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konvergiert. Die Dreiecksungleichung

N+E N+k
(DT I S A
n=N n=N

zeigt mit dem Cauchy-Kriterium, dafl eine normal konvergente Reihe

gleichméafig absolut konvergiert. Sind die f, stetig, so ist also auch
der Grenzwert der Reihe stetig.

FEine Potenzreihe mit Entwicklungspunkt p ist eine Reihe
der Form

(1.1) Zak(x—p)k.
k=0

Die reellen Zahlen ay, k € N, heiflen die Koeffizienten der Reihe.
Genauer gesagt definiert die Folge (ax) der Koeffizienten also eine
Abbildung, die jedem x € R eine Reihe zuordnet — die natiirlich
nicht zu konvergieren braucht. Immerhin, wenn D C R die Menge
der Stellen z ist, wo die betrachtete Potenzreihe konvergiert, so
definiert diese Reihe eine Funktion

f:D— R, xHZak(m—p)k.
k=0

Natiirlich ist stets auch p € D und f(p) = ag. Setzen wir z = x —p,
so kommen wir auf eine Reihe ), arpz® mit Entwicklungspunkt 0,
und wir verlieren nichts, wenn wir nur diese studieren. Wir schreiben
aber wieder x statt z.

Wie sieht nun das Definitionsgebiet D aus? Der Konvergenzra-
dius der Reihe Y, ag(z — p)* ist

R = sup{t | Die Folge (|a,t"|) ist beschrankt}.
Wenn die Folge (|a,t™|) fiir ein ¢ beschrankt bleibt, so erst recht fiir
alle kleineren [¢], ist sie fiir ein ¢ unbeschrénkt, so erst recht fiir alle

groferen ||, und ¢ = R ist gerade der kritische Punkt: Darunter ist
die Folge beschrankt, dariiber nicht. Es kann R = 0 oder R = o0
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sein, d.h. die Reihe hat nur fiir * = p bzw. flir alle  beschriankte
Glieder.

(1.2) Satz. Sei R der Konvergenzradius der Potenzreihe (1.1). Ist
|x — p| > R, so divergiert die Reihe. Auf jedem kompakten Intervall
{z | |z —p| <r} mit r < R konvergiert die Reihe normal.

Die Potenzreihe (1.1) konvergiert also jedenfalls in dem offenen
Konvergenzintervall (p— R,p+ R). Uber Konvergenz oder Diver-
genz in den Randpunkten des Konvergenzintervalls kann man nichts
Allgemeines sagen.

Beweis: Wir diirfen p = 0 annehmen. Fiir |z| > R ist schon die
Folge der Reihenglieder (a,z™) nicht beschrankt, also divergiert die
Reihe.

Jetzt sei 0 < r < R. Wahle ein ¢ mit r <t < R. Dann hat man
nach Definition von R eine Abschéitzung |a,t™| < A fir alle n, mit
einer von n unabhéngigen endlichen Schranke A. Damit erhélt man
fiir |x| < r die von z unabhéngige Abschitzung

|anz"| < lanr™| = lant"| - (r/t)" < A - (r/t)",

und 0 < r/t < 1. Damit ist die Reihe ) |lapz™| auf dem kom-
pakten Intervall |z| < r von der geometrischen Reihe A" (r/t)"
dominiert. O

Man sieht, dafl der Rand p + R des Konvergenzintervalls zwei Ver-
haltensweisen voneinander scheidet, die weit unterschiedlicher sind,
als es zunéchst in der Definition ausgesprochen ist: Auflen divergiert
sogar die Folge der Reihenglieder, in einem kompakten Intervall im

Innern konvergiert die Reihe normal.
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Es gibt andere Beschreibungen des Konvergenzradius. Eine sehr
elegante, wenn auch selten niitzliche, ist die

(1.3) Formel von Hadamard.

R = (I {/Ja]) .

Beweis: Wir erinnern uns, da lim der gréfte Haufungspunkt ist.
Ist R € RU {oo} das von der Formel Angegebene und r > R,
so ist Hkrm > 1, also ’I"W > 1 fiir unendlich viele k, also
lagr®| > 1 fiir unendlich viele k, also 7 groBergleich dem Konvergenz-
radius. Ist 0 < 7 < R so ist entsprechend mkrm < 1, also
|rkay| < 1 fiir fast alle k, und damit 7 kleinergleich dem Konvergenz-
radius. O

Folgende Beispiele zeigen unterschiedliches Konvergenzverhalten
am Rande des Konvergenzintervalls: Die geometrische Reihe

1 2
— =14 x4+z+---
11—z
hat den Konvergenzradius 1 und divergiert in beiden Randpunkten,
obwohl ja die dargestellte Funktion selbst im Punkt —1 stetig bleibt

und den Wert % hat. Die Reihe

z?2 23 2t

x
14 = 24
+ 5 + 3 + 1 + 5 +
konvergiert fir z = —1 nach dem Leibniz-Kriterium und fiihrt fiir

x = 1 auf die divergente harmonische Reihe. Die Reihe

e
Z -
2
n
n=1

konvergiert in beiden Randpunkten +1 des Konvergenzintervalls.

Die Reihe 1

_ 2 4 6
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divergiert fir |z| > 1, obwohl die dargestellte Funktion ja auf ganz
R beliebig oft differenzierbar ist. Das wird erst beim Ubergang zum
Komplexen verstandlich, wo sich zeigt, dafl diese Funktion einen sin-
guldren Punkt an den Stellen £¢ im Abstand 1 vom Ursprung be-
sitzt.

Eine Potenzreihe f(z) = Y, ax(z—p)* definiert auf ihrem offenen
Konvergenzintervall eine stetige Funktion f : D — R, denn auf
jedem kompakten Intervall {x| |z —p| < r} mit r < R ist f stetig
als gleichméfiger Limes stetiger Funktionen, und weil Stetigkeit eine
lokale Eigenschaft ist und jeder Punkt im offenen Konvergenzintervall
eine Umgebung in so einem kompakten Intervall hat, ist f auf ganz
D stetig.

( [ ] )
\ L 1 )

Aber f bleibt auch bis in die Randpunkte des Konvergenzinter-
valls, in denen die Potenzreihe konvergiert, stetig. Der Beweis dieser
Aussage beruht auf einer geistvollen und auch sonst hilfreichen Be-
merkung von Abel, der ich mich jetzt zuwende.

Betrachten wir noch einmal den Ubergang zwischen Folgen und
Reihen: Einer Folge a = (a,|n € Ny) ordnen wir die Folge der
Partialsummen A = (A, |n € Ng) zu, mit

An = Z ag.

k=0

Fiir eine Folge A = (A, |n € Ng) haben wir umgekehrt die Folge
a = (an|n € Ng), mit

ap = A, —Ap_1, A_1:=0.

Wir schreiben auch A =>"a, A, => a,,und a = AA, a, = AA,.
Dann definieren > und A zwei zueinander inverse lineare Abbildun-
gen des Vektorraumes aller reellen Folgen in sich. Man kann diese
Abbildungen als ein diskretes Analogon von Integral und Ableitung
ansehen. Insbesondere hat man:
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Produktregel. A(AB), = AAg - By + Ag—1 - ABy.

Beweis: A(AB)k = AkBk — Ak—lBk—l
= (Ar — Ap—1)Br + Ap_1(Br — Br—1). O

Durch Summieren iiber k£ von 0 bis n entsteht daraus die Formel,
die man Abelsche Summation nennt, oder nach der Analogie zur
Integralrechnung

(1.4) Partielle Summation.

> AAg-By=A,B, =Y A 1-ABy, A =B_1:=0. O
k=0 k=0

Ausgeschrieben, mit einer kleinen Indextranslation in der letzten

Summe, sieht das so aus:

n n—1
Z%Bk =A,B, + Z Ap(Br — Br11).
k=0 k=0

Wir kehren zurtick zu den Potenzreihen.

(1.5) Abelscher Grenzwertsatz. Ist eine reelle Potenzreihe auf
einem kompakten Intervall in jedem Punkt konvergent, so konvergiert
sie dort gleichméBig und stellt dort folglich eine stetige Funktion dar.
Insbesondere stellt eine Potenzreihe auf ihrem Konvergenzintervall
eine bis in die Randpunkte, in denen sie konvergiert, stetige Funktion
dar.

Beweis: Nach einer Variablentransformation = £(z — p)/R hat
man ohne Beschrinkung der Allgemeinheit die Reihe Yo, cpak,
und sie konvergiert in jedem Punkt des Intervalls [0,1]. Es ist zu
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zeigen, dal die Reihe auf diesem Intervall gleichméfig konvergiert.
Sei also € > 0 und dazu m so groB gewdhlt, da§ |>")_  cx| < e fir
alle n > m. Das ist die Konvergenz fiir z = 1. Auf die Restreihe

-1 .
ad k e & > & 0 fir k <m,
E CrT — E CrLl =: E arx ap ‘— fir k>
k=0 k=0 k=0 ur kb =m,

Ck

wende partielle Summation (1.4) an, mit dem gegebenen a; und
Bj, = z¥. Man erhalt

n n—1
Z arpz® = A,x" + Z Ak(xk - :ckﬂ)
k=0 k=0
n—1
=A,2" + (1 —x) Z Azt
k=0
Nach Wahl von m ist |Ax| < ¢ fiir alle k, also kann man den Betrag
der rechten Seite fiir alle z € [O 1] abschétzen durch

(1—2) Zw e(14+1—2") < 2. 0

Jetzt wollen wir uns der leferentlal— und Integralrechnung fiir Po-
tenzreihen zuwenden. Es liegt nahe, eine Potenzreihe einfach glied-
weise zu differenzieren und zu integrieren:

Zanx— )", f —Znanm— -
/f—CO+Z +1 n+1

Dieses f’ und [ f nennt man die formale Ableitung und das
formale Integral. Man kann sie ja bilden, ob nun die Reihe f
konvergiert oder nicht.

(1.6) Satz. Die formale Ableitung und das formale Integral einer
Potenzreihe f haben gleichen Konvergenzradius wie f und stellen
im offenen Konvergenzintervall die Ableitung und das Integral von f
dar.
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Beweis: Die Aussage iiber den Konvergenzradius folgt aus der De-
finition oder der Formel von Hadamard, denn weil lim,, o, ¥/n =1,
ist limy,—o0 3/]an| = lim,—o0 {/|na,]. Auch die Behauptung iiber
das Integral sieht man gleich ein, denn liegt das abgeschlossene In-
tervall zwischen p und x ganz im Konvergenzintervall von f, so
konvergiert f dort ja gleichméafig, also nach (III, 1.12) ist

/pw(z an(tfp)n) dt = Z/: an(t—p)" dt = Z nai—iitl(x _ )t

Hieraus aber folgt auch die Behauptung iiber die Ableitung, denn die
formale Ableitung f’ von f definiert ja nach dem Gesagten auf dem
Konvergenzintervall von f eine stetige Funktion mit Integral f, mufl
also nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung die
Ableitung von f sein. ]

Der Beweis ist ein gutes Beispiel dafiir, dafl mit dem Integral
besser zu argumentieren ist, als mit der Ableitung. Den letzten
Schlul wollen wir noch allgemein aussprechen:

(1.7) Satz (Vertauschen von Grenzwert und Ableitung). Sei (f,)
eine Folge stetig differenzierbarer Funktionen auf einem Intervall D .
Sei p € D, und die Folge (fn(p)) sei konvergent. Die Folge der
Ableitungen f! sei auf jedem kompakten Intervall in D gleichméBig
konvergent. Dann konvergiert die Folge (f,) gegen eine stetig dif-
ferenzierbare Funktion f, und

f = (nILII;O fa) = lim (f)).

n—oo

Beweis: Es ist fu(z) = fu(p) + [ fr(t) dt, also

f(x) = lim f,(p) +li7rln/‘ fr(t)dt = lim £, (p) +/' lim f;,(¢) dt.
p

P
Also existieren f und f’, und f’ = lim,(f},), nach dem Hauptsatz.
(]
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Ubrigens konvergiert auch (fn) auf jedem kompakten Intervall
[a,0] in D gleichméBig, denn fiir p € [a,b] gilt:

o= £ < 1fulp) — FP)] + / o~ f)
S |fn(p) - f(p)| + ||f7/L - f/” : (b_ Cl).

Die Voraussetzungen des Satzes sind nicht iiberfliissig, zum Beispiel

die Folge (1 sin(nm)) konvergiert gegen 0, aber die Folge (cos(na?))

n

ihrer Ableitungen nicht.

Zuriick zu Potenzreihen: wir diirfen sie gliedweise differenzieren
und integrieren. Das fithrt zu den schonsten Entdeckungen. Zum

Beispiel
arctan’(x) = LI i(—)kx% also
1+ 2 ’
k=0
- 1
1. — _ k 2k+1.

(1.8) arctan(z) Z( ) Hri”
k=0

Wir schreiben (—)* fiir (—1)*, wie es naheliegt, denn —— = +.

Die letztere Reihe konvergiert nach Leibniz auch fir x = 1 und
stellt nach Abel auch dort die Funktion dar, also den Wert arctan(1).

Wir finden somit
1 1 1

1. 4=1-d4-— g
(1.9) w/ 3+5 7+

Nach demselben Muster erhalten wir

/ _ 1 _ - k, .k
log'(1+x) = Hx—Z(*) x”,
k=0
ad 1
1.1 log(1 = ) gkt
(1.10) og(1+x) kZ:O( ) A

1 1 1
log(2) = 1= 545 =7+
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Auch die Exponentialfunktion findet ihre eigentliche Gestalt, in der
sie iiberall in der Mathematik auftritt, als nach dem Quotientenkri-
terium tiberall konvergente Potenzreihe:

= zk 1 1 1
(1.11) ezzz%=1+x+fx2+7x3+
k=0

4 ...
2 2.3 5.3.4° T

Diese Reihe ndmlich erfiillt die Gleichungen f(0) = 1, f' = f, die
die Exponentialfunktion charakterisieren.

Schon dréngt sich die Frage auf, ob sich nicht “jede” Funktion
durch eine Potenzreihe darstellen 1d8t. Davon wird im né&chsten
Abschnitt die Rede sein. Jetzt wollen wir zuvor noch einer ganz
naheliegenden Frage nachgehen: Wir wissen, wie man Potenzreihen
differenziert und integriert, wir wissen wie man beliebige Reihen ad-
diert — némlich gliedweise. Aber wie multipliziert man Reihen? Das
Cauchy-Produkt zweier Reihen Y 7 ja; und Y, by ist die Reihe

oo
ch, Cp = Z arby.

n=0 k+4=n

(1.12) Satz. Konvergieren die Reihen ), ar und )_,b, absolut
gegen A und B, so konvergiert ihr Cauchyprodukt absolut gegen

C=A-B.

Beweis: Wendet man in naiver Weise auf das Produkt der Reihen
(>-rar) - (D2, be) das Distributivgesetz an, so erhilt man eine Dop-
pelsumme Y k.0 @kbe. Nur ist nicht klar, ob das gerechtfertigt ist und
in welcher Reihenfolge die axb;, (k,¢) € Ny x Ny aufzusummieren
sind. Um hier nicht vorzugreifen, ordnen wir die (k,¢) in einem Ko-

ordinatenschema an:
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¢
k<n,l=n
’]’2{\
3()
k+/0=
" k=n,
2()
/<n
14
k

Beim Cauchyprodukt summiert man nacheinander iiber die Diago-
nalen k+¢ =n, n = 0,1,2,.... Sind A, bzw. B, die n-ten
Partialsummen, so ist A, B,, die Summe der aib, fiir die Indexpaare
(k,£) mit k,£ < n, und die der Folge (A4, B,) entsprechende Reihe
summiert nacheinander tiber die Quadratseiten {k = n, £ < n} U
{k<mn, £=n}, n=0,1,2,.... Diese Reihe konvergiert nach Vo-
raussetzung absolut gegen A - B. In dieser Situation nun sagt der
Umordnungssatz (II, 2.16), daf es auf die Reihenfolge beim Sum-
mieren der agby iiberhaupt nicht ankommt und insbesondere bei
der im Cauchyprodukt gewahlten Reihenfolge dasselbe herauskommt.
Und die Konvergenz des Cauchyprodukts ist absolut, weil

‘ > akbe‘ < > lal - [bel-
k+l=n k+bl=n

Wir wissen ja nach Voraussetzung und dem Gesagten, dal das Cau-
chyprodukt der Reihen )7, |ax| und ), |b¢| konvergiert. O

Der Beweis hat gezeigt, daf es iiberhaupt nicht darauf ankommt,
in welcher Reihenfolge man die arby zum Summieren antreten 1aft.
Insofern scheint das Cauchyprodukt keinen Vorzug zu verdienen, aber
der Satz lehrt fiir Potenzreihen

19 () (Shet) = X (5w

n=0 k+fl=n
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Die rechte Seite konvergiert im Konvergenzintervall der linken. Hier
entsteht das Cauchyprodukt auf natiirliche Weise durch Ordnen nach
Potenzen von zx.

Die Voraussetzung im Satz, dal die Reihen absolut konvergieren,
ist nicht tiberfiissig, wie das Beispiel

> e
P k+1
zeigt. Die Reihe konvergiert nach Leibniz, aber ihr Cauchy-Quadrat

hat das allgemeine Reihenglied

c”:(_)nkzzo N CE T ICES

Aber \/(n—k+1)(k+1) < i(n+2), also [c,| > 2(7?7121) — 2. Die

Reihe ), ¢, ist nicht konvergent.

Der Grenzwertsatz von Abel hat eine merkwiirdige Konsequenz
fiir beliebige Reihen:

(1.13) Bemerkung. Es sei > ;- ar = A, Y ,2qbe = B, und das
Cauchyprodukt dieser Reihen sei konvergent. Dann konvergiert es
gegen A- B.

Beweis: Die Potenzreihen ), arz”, Yoo bext, Yo Cnx™, mit ¢, =
ZkH:n arby, konvergieren nach Voraussetzung fir x = 1. Fur
|z] <1 gilt folglich nach (1.12)

(Z akxk) . (Z nge) = chx”.
k 14 n
Nach Abel sind dann alle drei Reihen bis zum Punkt x = 1 stetig,

und die Gleichung bleibt dort bestehen. |

Funktionen, die sich um jeden Punkt ihres Definitionsgebiets lokal
durch eine Potenzreihe darstellen lassen, heiflen analytisch. Die
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Funktionentheorie handelt von diesen Funktionen im Komplexen.
Man sieht, da8 die Analysis der Potenzreihen weitgehend auf rein
algebraisches Rechnen mit Potenzreihen fiihrt.

§ 2. Taylorentwicklung

Die Koeflizienten eines Polynoms oder einer Potenzreihe
o(z) = ax(x—p)*
k

lassen sich durch die Ableitungen von ¢ an der Stelle p beschreiben,
denn es ist ja

51 dn A 0 fiir n > k,
(2.1) dxin(x_p) = (kﬁi!n)!(x_p)k—n fiir n < k.

Insbesondere ergibt sich also

d™p
g (P) = nlan,
1 d*
(2:2) o) =3 A ORIl

Wir betrachten nun eine beliebige lokal um p definierte Funktion f,
die an der Stelle p Ableitungen bis zur n-ten Ordnung besitzt. Das
ist immer so gemeint, daf die (n — 1)-te Ableitung f"~* noch in
einer Umgebung von p definiert ist. Wir setzen uns die Aufgabe,
zu dieser Funktion f ein Polynom ¢ zu bestimmen, das sich bei p
derart an f anschmiegt, dafl alle Ableitungen bis zur n-ten von f
und ¢ an der Stelle p tlibereinstimmen. Die Formel (2.2) zeigt, dafl
diese Aufgabe auf genau eine Weise zu 16sen ist. Auch wenn wir be-
liebig oft differenzierbare Funktionen lokal um p in eine Potenzreihe
entwickeln wollen, so zeigt die Formel (2.2), wie diese Potenzreihe aus
den Ableitungen der Funktion im Punkt p zu bestimmen ist.
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Definition. Sei f eine in einer Umgebung p € R definierte und an
der Stelle p selbst n-mal differenzierbare Funktion. Das Polynom

" flk]
O Z f (P)t/c
k=0

k!

heifit das n-te Taylorpolynom von f bei p oder auch der n-Jet
von f bei p. Ist f lokal um p beliebig oft differenzierbar, so heif3t
die Potenzreihe

. . )
Gof () =G () =) X t*
k=0
der Jet oder die Taylorreihe von f bei p.

Der n-Jet von f bei p ist also dasjenige Polynom ¢ vom Grad
hochstens n, flir das gilt:

oM (0) = fM(p) fiir k <n,

oder wenn man x — p fur ¢ einsetzt:
N )
— | (e(z—p)— f(z)) =0
dzk .-,
Das Symbol d% | ... bedeutet: Wert der k-ten Ableitung nach

der Variablen x afl czier Stelle p.

Man nennt auch j; f(z — p) das n-te Taylorpolynom von f bei
p. Dieses Polynom schmiegt sich bei p von n-ter Ordnung an f an,
und dadurch ist es bestimmt. Es liegt nahe zu vermuten, dafl das
Taylorpolynom jy f(z — p) flir  nahe p eine gute Approximation
von f sein wird. Wir schreiben
(2.3) f(x) =gy f(z—p) +ra(z)
und nennen die Funktion 7, das n-te Restglied von f bei p. Diese
Formel ist insoweit nur die Definition des Restglieds und enthélt noch
keine Erkenntnis. Wir wissen, dafl alle Ableitungen von r,, bis zur
n-ten an der Stelle p verschwinden:

dk

pri

(2.4) ro(z) =0 fir 0<k<nmn.
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Das ist die Definition des Taylorpolynoms. Es kommt nun darauf
an, aufgrund dieser Information das Restglied abzuschitzen.

(2.5) Taylor-Formel. Sei f eine (n+ 1)-mal stetig differenzierbare
Funktion auf einem Intervall D, und seien p,x € D. Dann gilt:

f(fl?) = ]gf(ll? 7p) + T7L(x)7

() = % / (z — )" fn () de.

p

Beweis: Nur die Integraldarstellung des Restglieds r(z) = r,(z)
enthilt eine Behauptung. Weil das Taylorpolynom hochstens den
Grad n hat, stimmt die (n 4 1)-te Ableitung von f und r iiberein,

also wissen wir
rMp)=0 fir 0<k<n, oH= pHl

Das Integral in der Restglieddarstellung des Satzes berechnet man
durch partielle Integration:

] (z =) sl (g dt = [(x = "7 (1)) :: +n j (@ — )"~ Ll (¢) dt.

p p

Der erste Summand verschwindet, weil 7™ (¢) am Anfang und (z—t)"
am Ende verschwindet. Der zweite hat dieselbe Gestalt wie die linke
Seite, mit n — 1 statt n. Induktiv erhdlt man also fiir das Integral

x
n!/(:c—t)o r'(t)dt = nlr(z). O
P
Es gibt viele andere Darstellungen des Restglieds mit unterschiedli-

chen Tugenden je nach Art der gestellten Aufgabe. Besonders sinn-
fallig und leicht zu merken ist die
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(2.6) Restglieddarstellung von Lagrange. Mit Bezeichnungen
und Voraussetzungen von (2.5) gilt:

(z —p)"t!

(n+1)! jre ©)

7"n(x) =

fiir ein £ zwischen p und x.

Beweis: Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung (III, 1.13)

haben wir
o [t = ) [ o
P P
B (x _p)n+1 1]
= Wf i (&) U

Das Restglied 7, hat hiernach die gleiche Gestalt wie die einzelnen
Glieder des vorhergehenden Taylorpolynoms, nur dafl die Ableitung
nicht an der Stelle p sondern bei £ zwischen p und x zu nehmen
ist. Diese Darstellung zeigt unmittelbar, dafl das Restglied r,(x) fiir
x — p von hoherer als n-ter Ordnung verschwindet, ndmlich

n+1l __ f[nJrl] (p)

iiiilorn(m)/(x_p) - (n—}—l)' ’

Setzen wir 7, (z)/(x — p)" Tt =: 4(x), so haben wir

f(x) =gy fle—p)+ (x = p)" (),
(2.7) It (p)

tim (@) =

Man erkennt die Analogie zur Definition der Ableitung: Wie wir
dort eine Funktion durch ein Polynom vom Grad hochstens 1 (eine
affine Funktion) und einen Rest, der fiir z — p von héherer Ordnung
verschwindet, dargestellt haben, so zerlegen wir hier die Funktion f
in ein Polynom vom Grad hochstens n und einen Rest, der fiir z — p
von hoherer als n-ter Ordnung verschwindet.
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Man benutzt diese Darstellung einer Funktion mit Gewinn in Kon-
vergenzuntersuchungen. Zum Beispiel suchen wir

1—cosx

lim 5

x—0 x

Die ersten Ableitungen von f(z) =1 — cosz sind f(0) = f'(0) =0,

f"(0) =1. Also 1 — cosz = a2 + z3¢(z). Der gesuchte Grenzwert
1

ist also 5.

Am wichtigsten ist der Fall einer beliebig oft differenzierbaren
Funktion f: D — R. Jedem Punkt p € D ist hier durch den Jet
die Potenzreihe

o0 [k
Jpf(x—p) = ;0 ! k,!(p) (z —p)*

zugeordnet.

Merke. Die Taylorreihe einer beliebig oft differenzierbaren Funktion
f muB nicht konvergieren. Wenn sie konvergiert, muf3 sie nicht gegen
die Funktion f konvergieren. Aber wenn f iiberhaupt in einer Umge-
bung von p durch eine Potenzreihe dargestellt wird, so nur durch ihre
Taylorreihe. Und dies gilt genau dann, wenn r,(xz) — 0 fiir n — co.

Die Reihenentwicklungen von e®, log(l + z) und arctan(z) im
letzten Abschnitt sind also zugleich Taylorentwicklungen. Auch die
Sinus- und Kosinusfunktion werden auf ganz R durch ihre Taylorent-
wicklungen dargestellt. Die h6heren Ableitungen von sin und cos sind
némlich stets wieder £sin oder + cos. Daher folgt

|sinf] < 1, Jeos™| < 1.

Die Restglieddarstellung von Lagrange zeigt folglich fiir diese Funk-
tionen
|z —p|" "

Irn| <
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Wahlt man als Entwicklungspunkt p = 0, so ist
cos?(0) = (=1)%,  cosl®**1(0) = 0.

Also erhalt man die Reihenentwicklungen

(2.8) cos(x) = i ol 22 sin(x) = i i x2kHL
= (2k)! ’ = (2k+1)! ’

die letztere Reihe z.B. durch Integration der ersten.

Nicht immer sind die Restglieddarstellungen der Taylorschen Formel
das bequemste Mittel zum Beweis, daf3 die Taylorreihe die gegebene
Funktion darstellt. Wir bringen noch die wichtige binomische Reihe.
Fiir eine beliebige reelle Zahl o setze

;) etk (o)

Wie frither rechnet man dann leicht nach, dal dann fiir alle reellen

a gilt

a—1 a—1 o
2.1 = .
10 ()G 6)
(2.11) Binomische Reihe. Fiir |z| <1 gilt

(14 z)* = i(Z)xk

k=0
Beweis: Jedenfalls konvergiert die Reihe nach dem Quotientenkri-
terium. Der betreffende Quotient ist
a—Fk
RS
und dies geht gegen |z| fir ¥ — oo. Setzen wir nun f(x) :=
> (3)a” fiir |z| < 1, so finden wir

lak+1/ax] = ,
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Also (1+x)-f = af,und f(0) =1 = (1+0)*. Daraus aber
folgt f(z) = (1 + )%, denn setzt man ¢(z) := f(x)/(1+ z)*, so ist
j_ Q42 —f o (Lta)!

4 (1+ )2

(1

Ist « eine natiirliche Zahl, so bricht die Reihe mit dem a-ten Glied
ab, dariiber ist (z) = 0, und man erhélt wieder den binomischen
Lehrsatz. Die binomische Reihenentwicklung hat viele Anwendungen
und schone

Spezialfalle.

(I+2) =2

1 1 1-3 1-3-5
—— 2 =1-= iy 3
Vs 4t 3" "3 2.4-6
~1/2 1:3:5- - -(2k—1
Also (T}/%) = (-)* 5% -~(~(2k) L

Die binomische Reihe der Wurzel liefert die bei Physikern beliebte
Néherung fiir kleine x:
Vitz~1+ g
Diese Reihe konvergiert nach Leibniz auch noch fiir x = 1 und liefert
die schone Entwicklung

11 1-3 1-3-5
Ve=lto - oitaas a8t
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Natiirlich ist eine solche Reihe nicht zur Berechnung der Wurzel
geeignet. Will man /a numerisch berechnen, so beginnt man mit
einer guten Schitzung s, sodafl also a = s?(1 + z) fiir ein kleines x.
Dann approximiert man /1 4+ z durch die binomische Reihe. Zum
Beispiel:

2:9(1,%) also \@:175.(1,i,L,...).

Die Sinusfunktion hat die Ableitung
sin’ = cos = V1 — sin%.

Die Umkehrfunktion arcsin auf dem Intervall —1 < x < 1 erfillt

daher
1

VI—a?

arcsin’(x) =
Also liefert die binomische Reihe
1 1-3 1-3-5
crN 12 4 6
arcsm(:r)—1—|-2x +2'4x +2.4.6x
Durch Integration erhélt man hieraus die Reihenentwicklung
1 2% 1-3 25 1-3-5 a7

. x
arcsm(ac)—x—i—i'g—f—ﬂ.g-km.?_,_...'

8 3. Rechnen mit Taylorreihen

Auch wenn die Taylorentwicklung die betrachtete Funktion nicht
darstellt, also nicht oder nicht gegen das Richtige konvergiert, so
bleibt sie immer noch die beste Zusammenfassung der Sequenz aller
hoéheren Ableitungen einer Funktion. Wir wollen der Einfachheit hal-
ber und ohne Beschrankung der Allgemeinheit den Nullpunkt als
Entwicklungspunkt nehmen, also j"(f) = ji(f) ist das n-te Tay-
lorpolynom am Nullpunkt. Die Taylorentwicklung ist mit rationalen
Operation vertraglich.
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(3.1) Satz. Sind f,g am Nullpunkt n-mal differenzierbar, so ist
J"(f+9)=3"(f) +3"(9),
J"(f-9) =3"0G"f ")
Sind f,g beliebig oft differenzierbar, so ist also
i(f+9) =i +ie), i(f-9)=i(f)-i9)-

Dabei ist das letzte das Cauchy-Produkt der beiden Potenzreihen.

Beweis: Die erste Formel bedeutet (f+g)¥l = ¥4 gk Ableitun-
gen sind lineare Operatoren. Die zweite sieht man so: Schreibe

f=i"H+f g9=3i"(9) +3

Dann gilt fiir die Reste f¥1(0) = §l*1(0) = 0 fiir & < n. Wir haben
damit

frg=3"f "9+ (fg+3g-i"f).

Aber in der Klammer stehen Funktionen, deren Ableitungen am
Nullpunkt bis zur n-ten verschwinden, daher

i"(f-9)=3"0G"f-3"9). U

Diese Produktformel bedeutet: Um das n-te Taylorpolynom von f-g
zu berechnen, berechne die von f und g, also j" f, g, multipliziere,
und lasse alle Terme der Ordnung (d.h. des Exponenten von ) grofier

als n weg:

(K] 14l
jpfzsz'@)xk, jpgzzgﬁ(p)xe’
k ' ‘ '

[kl (p) - g8
W= % f (plz!;!’ (P)

n k+l=n

=2 %( > (Z)f[’” () 9" () ) 2",

k+é=n
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Andererseits ist ja nach Definition des Jets

g\
=y U0

und ein Koeffizientenvergleich zeigt die

(3.2) Allgemeine Produktregel.

= 3 (M) .

k+f=n

Dies hatten wir auch direkt durch Induktion zeigen konnen, aber
in der Produktregel

Ji(f-9)=i(f)-il9)

ist dieselbe Tatsache viel besser gefafit, und sie ist in allgemeinen
Uberlegungen auch leichter zu benutzen.

log(1+x)

Beispiel. Gesucht ist die Taylorreihe =5 T

punkt). Es ist

log(1 + ) i ? 1+2)"t= i(—)éxz,

k=1 £=0

am Ursprung (Null-

also erhalten wir als Produkt fiir |z] <1 die Entwicklung
log(l+2z) « n 1,
IEr P NP

Wendet man die Produktregel an, um die ersten Terme der Tay-
lorentwicklung des Produkts auszurechnen, so tut man gut, schon
wihrend der Rechnung gleich alle Terme mit =¥, k > n, wegzu-
lassen, man rechnet modulo Termen hoherer als n—ter Ordnung.
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Beispiel. Hat z(1 +  — cosz) ein Extremum am Nullpunkt?
Wir berechnen den 2-Jet:

jl+xz—cosz)=xz+ -,
= j(z(l+z—cosz)) =2+ .

Also hat die Funktion dasselbe lokale Verhalten wie x2, nimlich ein
isoliertes lokales Minimum.

Geniigt eine Funktion einer Differentialgleichung oder einer an-
deren Funktionalgleichung, so ist es oft geschickt, man benutzt zur
Berechnung der Taylorreihe die

(3.3) Methode der unbestimmten Koeffizienten. Man setzt die
gesuchte Taylorreihe als Potenzreihe

2
ap +a1x + asx” + - -+

mit unbekannten Koeflizienten a; an und sucht diese dann rekursiv
aus der gegebenen Gleichung zu bestimmen.

Beispiel. Berechnung der Taylorentwicklung von tan(z) am Ur-
sprung. Es ist tan’ = 1+tan?, tan(0) = 0. Also setzen wir jo tan(z)
wie oben als Reihe an, so ist ag = 0 und

0o co n—1
jotan'(z) = Z napz™ 1, 1+4jotan®(z) = 1+ Z (Z akan_k)z".
n=1

n=1 k=1
Also liefert der Koeffizientenvergleich die Rekursionsformel

n—2

ap=0, ar=1, na,= E Ay o1 -
k=1

Man schlie3t rekursiv as, = 0 und findet

1 2
tan(z) = = + gx?’ + ﬁx5 + 27 ().
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Die so berechnete oder doch jedenfalls berechenbare Taylorreihe stellt
fir |z] < 1 auch den Tangens dar. Zunéchst folgt ndmlich aus den
Rekursionsformeln induktiv 0 < a,, < 1 fiir alle n, und daher kon-
vergiert die Reihe fiir |z] < 1. Auch erfiillt die Reihe f nach Kon-
struktion f’ = 1+ f2, f(0) = 0. Daher ist f’ positiv, die Funk-
tion umkehrbar, und die Umkehrfunktion a(z) erfillt o/ (x) = 5= -
Dann aber ist a = arctan und f der Tangens. Die Koeffizienten a,,
lassen sich durch die Bernoullizahlen ausdriicken, die auch sonst in
der Zahlentheorie und Analysis auftreten — hier ist ein reiches Feld

fiir weiteres Literaturstudium.

Der Jet ist auch mit der Zusammensetzung von Funktionen ver-
traglich. Fiir den 1-Jet ist das die Kettenregel.

(3.4) Allgemeine Kettenregel. Gegeben seien n-mal differenzier-
bare Funktionen

D7B->IR<, peD, f(p)=q.
g

Dann ist
Jp(gof) =745 (ig(9) oGy f —a))
Sind f und g beliebig oft differenzierbar, so ist

Jp(go f)=3q(g) o (Gpf —a).

Die Formel sagt eigentlich nur: Will man go f bis auf einen Rest
hoherer als n-ter Ordnung bei p ausrechnen, so braucht man auch f
bei p und g bei ¢ nur bis auf einen Rest derselben Ordnung. Dies
ist auch der Gedanke zum

Beweis: Wir fithren wieder z —p bzw. y — ¢ als neue Variable ein,
und haben also ohne Einschrankung p = ¢ = 0. Die erste Formel
folgt fiir ein Polynom ¢ unmittelbar aus (3.1). Im allgemeinen setze

g=7"g+3,
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dann ist
i"(go f)=3"(G"go f+gof)=7"(G"goi"f) +i"(go f),

und der letzte Summand verschwindet, wie man aus der Kettenregel
und Produktregel leicht durch Induktion nach n schlief3t.

Die Zusammensetzung der Potenzreihen jgo jf ist gerade durch
die erste Formel erklart: Der k-te Koeffizient der Zusammensetzung
ist der k-te Koeffizient des Polynoms j™g o j™f fir n > k. O

Diese scheinbar etwas abstrakten Regeln enthalten in Wahrheit
héufig die beste Rechenanleitung, deren sich denn auch die Physiker
oft und gern bedienen. FErhélt man zum Beispiel den Auftrag, die
dritte Ableitung einer Zusammensetzung g o f von Funktionen zu
berechnen, so wird man sich nicht mit der Produkt- und Kettenregel

miihen, sondern man schreibt

j§'9=ao+a1y+a2y2 + agy’, aj Zg[j](Q)/j!7

52 f = q=biz + bya® + byz®, by = f9(p) /5!
und setzt letzteres fiir y ein, wobei man in der Rechnung alle Terme
mit Exponenten gréfier 3 von x weglifit. Als Koeffizienten von 23

erhalt man so
(g (e} f)m/6 = a1b3 + 2a2b1b2 + agbi

Setzen wir fiir a; und b; die Ableitungen ein, so steht da

(g0 1)" () = g @ " ®) + 35" (@ F ©)f" )+ ¢" (@) (f ()",
eine Formel, die sich niemand merken kann. Man sieht, das Rech-
nen mit den Taylorreihen ist die verniinftige und geschickte Weise,
das System aller Ableitungen und ihre Umrechnung bei algebraischen
Operationen und Zusammensetzungen zu beschreiben. Es ist das
Rechnen bis auf Terme héherer Ordnung. In aller Regel ist ja eine
Funktion, iiber deren lokales Verhalten man Auskunft geben soll,
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aus allerlei Funktionen, deren Taylorentwicklung man kennt, zusam-
mengesetzt, und man mufl also nur die Taylorreihen entsprechend
zusammensetzen, soweit sie gebraucht werden.

Wenn in der Situation von (3.4) die Taylorreihen konvergent sind,
so konvergiert auch die Taylorreihe der Zusammensetzung jedenfalls
in einem gewissen Intervall um den Entwicklungspunkt von f. Das
kann man direkt beweisen, aber es lohnt nicht, weil es sich in der
Funktionentheorie fast unbemerkt von selbst ergibt.

8 4. Konstruktion differenzierbarer Funktionen

Bisher haben wir Funktionen betrachtet, die lokal durch ihre Tay-
lorreihe dargestellt werden. Aber wie gesagt, das muf} nicht so sein,
und es zeigt sich, dafl Funktionen mit verschwindender Taylorreihe
ein niitzliches Hilfsmittel in den geometrischen Konstruktionen der
Analysis sind. Grundlegend ist folgendes

(4.1) Beispiel. Die Funktion A : R — R sei definiert durch
Az) = e V7 fiir o # 0, und A\(0) = 0.

Sie ist beliebig oft differenzierbar, es ist 0 < A < 1, und A(z) = 0
<= = = 0, und am Nullpunkt verschwinden alle Ableitungen, also
der Jet von \ ist die Nullreihe.
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Die Figur zeigt, worauf es ankommt, ist aber nicht numerisch
richtig. Der Computer erweckt den Eindruck, als verschwinde A auf
einem Intervall um 0.

Beweis: Nur die Behauptung iiber die Ableitungen am Nullpunkt
sind nicht trivial. Berechnen wir die Ableitungen \*l(z) fiir 2 # 0,
so erhalten wir durch Induktion nach &

mit rationalen Funktionen g . Nun folgt die Behauptung aus Lemma
(IT1, 6.9), wenn wir noch zeigen

lim A*(z) =0, z#0.

x—0

Dies ergibt sich aus der allgemeinen Bemerkung, daf} fir jede ratio-
nale Funktion p # 0 gilt

(4.2) lim 20 _ 0,

t—o00 et

also wegen e!” > et fiir t > 1 erst recht lim;_oo p(t)/e!” = 0. Dies
(4.2) aber folgt direkt aus der Reihenentwicklung der Exponential-

funktion
St tn t’rLJrl
t v n . |
67§n!>7(n+1)!>t fir ¢t>(n+1)!,
also tF /et <71 fiir t > (k+2)!. O

Die Funktion A also hat am Nullpunkt denselben Jet, wie die kon-
stante Funktion 0, obwohl sie auflerhalb 0 nie mit ihr ibereinstimmt.
Allgemeiner hat f + A denselben Jet am Nullpunkt wie f.

Ahnlich wie X ist auch die Funktion p: R — R,

u(x) = e V7 fiir 2 > 0, und p(x) =0 fir z <0,

beliebig oft differenzierbar mit Jet 0 am Nullpunkt. Setzen wir nun
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ape(x)=¢ fr e >0,

w(x) + ple — x)
so gilt fiir diese Funktion:

(43) 0<p.<1, @ (z)=0<=2<0, @(fr)=1<=zx>c

Schliellich erkléren wir zu gegebenen e, > 0 eine Funktion ¢ =
Ve R — R durch

P(x) =1 = (|| = 7).

Diese Funktion sieht dann offenbar wie folgt aus:

(44) 0<y <1, ¢Y(z)=1<=|z|<r, Y(x)=0<=|z| >r+e.

Glockenfunktion

! r r+e
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Auch diese Funktion ist beliebig oft differenzierbar. Am Nullpunkt,
wo man zweifeln konnte, ist sie ja lokal konstant. Eine solche Funk-
tion nennt man Glockenfunktion — hier um den Nullpunkt. Diese
Funktionen sind ein niitzliches Hilfsmittel zur Konstruktion differen-
zierbarer Funktionen mit erwiinschten Eigenschaften. Sind zum Bei-
spiel f, g beliebige differenzierbare Funktionen auf R und setzt man

soist h(x) = g(z) fir |z| <r,und h(z) = f(z) fir |z| > r+e. Man
kann also aus dem Verhalten einer Funktion in einer Umgebung etwa
des Nullpunktes nichts iber das Verhalten weiter draufien schlieflen.
Das ist ganz anders, wenn die Funktion analytisch ist, denn dann ist
sie iiberall festgelegt, wenn man sie nur lokal um einen Punkt kennt.

Auch fiir die Frage, wie es mit der Konvergenz der Taylorreihe
steht, sind wir jetzt geriistet.

(4.5) Satz von Borel. Sei (a,)n>0 eine beliebige reelle Folge. Dann
gibt es eine beliebig oft differenzierbare Funktion f: R — R mit

i f(@) =) ana™,
n=0

Also jede Potenzreihe tritt als Taylorreihe auf, auch zum Beispiel die
Reihe ), nlz™ mit Konvergenzradius 0.

Beweis: Wir wihlen eine Glockenfunktion ¢ wie oben mit r = ¢

_ 1

= 5, und setzen

Ew) =z ().

Dann stimmt £ lokal um 0 mit z iiberein, und £ verschwindet fiir
|z] > 1. Dasselbe gilt fiir die Funktion ¢ *¢(cx), ¢ > 1.
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y=¢&(@) und y=c '¢(cx)

Wir konstruieren nun die gesuchte Funktion als Reihe
= _ k
flz) = Z ar(c, 1§(Ckx))
k=0

mit geeigneten Konstanten ¢, > 1. Offenbar sind wir am Ziel,wenn
wir die ¢ so wahlen konnen, dafl fiir jedes n die Reihe der n-ten
Ableitungen der Glieder normal konvergiert, denn dann darf man die
Reihe immer gliedweise differenzieren (1.7), und lokal um 0 ist ja
¢, '¢(cyr) = x. Und das kénnen wir: Auf dem Intervall [—1,1] ist
die n-te Ableitung von &* beschrinkt, also [|(¢%)"| < M, und
dies gilt dann auf ganz R, weil £ auflerhalb des Intervalls sowieso
verschwindet. Nach der Kettenregel ist aber

() = P e,

und wir miissen demnach nur ¢; > 1 so wéhlen, dafl
lag| - g% My, < 1/2% fiir alle n < k.
Das sind zu festem & jeweils nur endlich viele n, und die Abschéitzung
|d" /dz" (k-tes Reihenglied)|| < 1/2%

gilt dann bei festem n fiir fast alle k. ]

So kann man z.B. auch eine beliebig oft differenzierbare Funktion
g : [a,b] — R zu einer beliebig oft differenzierbaren Funktion auf
ganz R fortsetzen: Man verschafft sich mit dem Satz eine beliebig
oft differenzierbare Funktion f auf R, die am Punkt a gleichen Jet
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wie g hat, und setzt g auf die x < a durch dieses f fort. Analog
dann fir die x > b.

Man bezeichnet n-mal stetig differenzierbare Funktionen auch als
C"™-Funktionen und beliebig oft differenzierbare Funktionen ent-
sprechend als C'°°-Funktionen. FEs hat sich uns hier gezeigt, dafl
C*°-Funktionen sehr anpassungsfahig sind. Darum arbeitet und ar-
gumentiert man auch zwischendurch in allgemeinen Konstruktionen
und Uberlegungen oft mit C'*°-Funktionen, selbst wenn man letztlich
an analytischen Funktionen interessiert ist.

8 5. Komplexe Potenzreihen

Der Korper R der reellen Zahlen ist ein Unterkorper des Korpers
C der komplexen Zahlen. Dadurch ist C ein Vektorraum tber R,
und zwar ein zweidimensionaler Vektorraum mit der Basis 1,i. Das

heifit also: jede komplexe Zahl z € C 148t sich eindeutig in der Form
z=ux+ 1y, r,y € R

schreiben. Es heifit x = Re(z) der Realteil und y = Im(z) der
Imaginirteil von z. Mit diesen Zahlen ist nach den Rechenregeln
der Korperaxiome zu verfahren, mit der Festlegung

i2 = —1.

Das kann man insoweit als Definition der komplexen Zahlen nehmen:
Komplexe Zahlen sind Paare reeller Zahlen (z,y) mit komponenten-
weiser Addition und der Multiplikation

(:Evy) ' (u,v) = ({E’LL —Yyv, TV + yu)a
woflir wir aber fortan wieder schreiben

(x4 iy) - (u+iv) = (zu — yv) + i(zv + yu).
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Wie wir wissen, kann man diesen Korper nicht anordnen. Geome-
trisch werden die komplexen Zahlen durch die Punkte einer Ebene
beschrieben.

1R

o — — — — — - S+ dy

Die Koérperaxiome sind fiir die erklarte Addition und Multiplikation
leicht nachzurechnen; entscheidend und nicht ganz trivial ist, daf} eine
komplex Zahl z # 0 ein multiplikativ Inverses hat. Das wird gleich
mit herauskommen. Man erklart die Konjugation

C—-C, z=zx+iy—zxz—iy=2 mitax,yc R.

Esist (z+w) =24+ w und z-w = z - w, die Konjugation ist ein
Automorphismus von C . Das rechnet man leicht nach, aber es muf3
auch herauskommen, weil ja fiir —i dieselbe Rechenregel gilt, die wir
fiir i einzig benutzen, nimlich auch (—i)? = —1. Es ist

2 =2 +y? = (e +iy)(x —iy) =z 2.

Der Betrag |z| ist die positive Wurzel von |z|?, wie zu erwarten,
und wir erhalten

|z-w* = 2w - 7w = 2Z - ww = |z|*|w]?, also
2] - Jw] = |z - wl.
Der Betrag ist multiplikativ. Ist nun z # 0, so ist

2 =z/|2]%
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Da haben wir das Inverse, und hier wird wesentlich und zum ersten
mal benutzt, daf§ wir nicht von irgendeinem Korper ausgehen, son-
dern vielmehr wissen, daf8 |z|? = 22+y? # 0 fiir 2 # 0 und z,y € R.
Fiir den Betrag gilt die

Dreiecksungleichung. |z 4+ w| < |z| + |w].

Beweis: Nach Definition des Betrages haben wir:

|z +w|* = (z + w)(Z+ ) = |2)* + |w|® + 20 + wZz
= |2” + [wl* + 2Re(2) < |2|* + |w]” + 2|2| |w],

weil allgemein |Re (u)| < |u|. Das letzte ist aber (|z]+|w|)?, und die
Behauptung folgt, wenn man die Wurzel zieht. (]

Haben wir so einmal die Metrik, die Abstandsmessung auf C , so
koénnen wir auch die Begriffe der Konvergenz und Stetigkeit einfiihren.
Wir wollen das im Moment nicht weiter verfolgen sondern nur sagen:
Eine Folge komplexer Zahlen (z,) konvergiert gegen a € C, wenn
(Re(z,)) — Re(a) und (Im(z,)) — Im(a), und das bedeutet: Ist
e >0, s0ist |z, —a| < ¢ fiir fast alle n. Mit den Folgen hat man
auch Reihen, und wir kénnen insbesondere komplexe Potenzreihen

f(z2) =) ar(z—p)*, ax€C, peC,
k=0

betrachten. Der Konvergenzradius dieser Reihe ist definiert als
der Konvergenzradius der reellen Potenzreihe Y -, |ax|z*. Auch
fir komplexe Funktionen f : D — C auf einem Gebiet D C C
haben wir die Supremumsnorm

Ifllp = sup{[f(2)[ | = € D}

und konnen entsprechend normal konvergente Reihen erklaren.
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(5.1) Satz. Sei Y ,-,ar(2—p)* eine komplexe Potenzreihe mit Kon-
vergenzradius R € [0, 0], dann gilt:

Auf jedem Kreis K, = {z € C | |z —p| < r} mit r < R ist
die Reihe normal konvergent, also insbesondere gleichméaflig absolut
konvergent. Fiir jedes z mit |z — p| > R divergiert die Folge der
Glieder ay(z — p)*.

Beweis: Auf K, ist |ai(z — p)*| = |ax| |z — p|¥ < |ag|7¥, also
llak(z — p)*|l x < lax|r*, und nach Definition des Konvergenzradius
konvergiert die Reihe Y, |ay|r¥. Das zeigt die erste Behauptung,
und die zweite ist evident, nach Definition von R. O

So definiert insbesondere jede reelle Potenzreihe eine komplexe,
und damit eine komplexe Funktion auf ihrem Konvergenzkreis. Diese
komplexen Funktionen sind durch ihre Einschrankung auf R wvoll-
kommen bestimmt, denn diese bestimmt ja schon die Taylorentwick-
lung. Wir wollen das jetzt gar nicht systematisch weiter untersuchen:
das ist der Gegenstand der Funktionentheorie. Aber ein Beispiel ist
doch so wichtig und auch fiir reelle Rechnungen so niitzlich, dafl wir
es gleich kennenlernen miissen: Wir kennen die Funktionen

k

Lz
eZ:E —,
k!

k=0

cos(z) = i ()" 22k sin(z) = i & 22k +1
= (2k) = (2k+1)!

jetzt auch als auf ganz C definierte komplexe Funktionen. Bemerkt
man nun

7;416 — 1, Z'4k+1 — i, i4k+2 — _1’ Z4k+3 — _Z-’

so ergibt sich
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und das ist die

(5.2) Eulersche Formel.
e”® = cos(z) +i sin(2).
Also, weil cos eine gerade und sin eine ungerade Funktion ist:

cos(z) = §(¢* +e7), sin(z) = —5(c"* —e ). 0

[N

Eine Funktion f heifit gerade, wenn f(z) = f(—z), und unge-
rade, wenn f(z) = —f(—z). Jede Funktion f : C — C zerfillt

eindeutig in eine gerade und eine ungerade

fz) = 5(f(2) + f(=2)) + 3(f(2) = f(=2)).

Die Darstellung der Eulerschen Formel ist sehr geschickt zum Rech-
nen und enthélt alle Additionstheoreme. Auch im Komplexen gilt
néamlich

(5.3) T =% . e,

wie man leicht nachrechnet:

v =30 (2 47'1'1”)” -y % (Z) "
n n k
k

Zk wn7 z w
:zn:%:ﬁ-i(n_k)!:e-e. ([l

Hier haben wir den Satz iiber das Cauchy-Produkt von Reihen
auch im Komplexen benutzt, was keine Schwierigkeiten macht.

Erhalt man zum Beispiel den Auftrag, eine Summe von Produkten
von Sinus- und Kosinusfunktionen zu integrieren, so wird man durch
die Eulersche Formel auf eine Summe von Produkten von Exponen-
tialfunktionen gefithrt. Die integriert man ganz formal und wenn es
sein muf} rechnet man zum Schluf} alles in Sinus und Kosinus zuriick.
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Mit dem Gesagten konnen wir auch die komplexe Multiplikation
geometrisch deuten. Wir schreiben komplexe Zahlen z,w in Po-
larkoordinaten, d.h. in der Form

z=r(cosp+ising), w=s(cosy+isiny),

1R
2z = re'®
¥
VL
T

mit r = |z >0, s = |w| > 0, und etwa 0 < ¢, ¥ < 27, siehe
(IIL, 6.14). Damit ist

z=re%, w=se",

zZ-w = (r. S) . e‘(‘ﬂ'ﬂb)

Also die Multiplikation mit z bewirkt die Transformation der Ebene
C durch Drehung um ¢, das Argument von z, und Streckung (oder
Schrumpfung) mit dem Faktor r = |z|, dem Betrag von z.



