Kapitel VI
Metrische und topologische Raume

Es ist eine wahre Freude, den FEifer der al-
ten Geometer anzusehen, mit dem sie diesen
Eigenschaften nachforschten, ohne sich durch
die Frage eingeschrankter Kopfe irre machen
zu lassen, wozu denn diese Kenntnis nitzen
sollte.

Kant

Wir haben konvergente Folgen oder Umgebungen nicht nur von
reellen Zahlen, sondern zum Beispiel auch von Funktionen betrachtet.
Auch haben wir festgestellt, daf§ das Integral als stetige Abbildung
eines Raumes von Funktionen nach R angesehen werden kann. In
diesem Kapitel sollen nun die Begriffe der Konvergenz, der Umge-
bung, und was damit zusammenhéangt, grundsétzlich und in grofler
Allgemeinheit eingefiihrt und erdrtert werden. Wir beginnen jedoch
mit einem Abschnitt iiber euklidische Raume, der eigentlich in die
Lineare Algebra gehort.

8 1. Euklidische Vektorraume

Die wichtigsten Beispiele euklidischer Raume, die wir im folgenden
im Auge haben, sind die Rdume
R"™ = {(z1,...,2n) | z; € R},
F? = Raum der integrablen Funktionen f : [a,b] — R,...77
Ca,b] = Raum der stetigen Funktionen [a,b] — R.
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Jedenfalls betrachten wir einen reellen Vektorraum V', d.h. einen
Vektorraum iiber dem Korper R. Ein Skalarprodukt auf V ist
eine bilineare, symmetrische, positiv (semi-)definite Abbildung

VxV—-R, (v,w) — (v,w) € R.
Das heifit also, wir verlangen folgende Eigenschaften:

Bilinearitat: (v + pw,u) = Av,u) + p({w, u)
fir v,w,u € V und \,u € R.

Symmetrie: (v, w) = (w,v).

Positive Semidefinitheit: (v,v) > 0.

Gilt hier (v,v) > 0 fiir alle v # 0, so heifit das Skalarprodukt
positiv definit oder euklidisch, und ein Euklidischer Raum ist
ein reeller Vektorraum mit einem euklidischen Skalarprodukt. Wir
bezeichnen ihn im allgemeinen mit dem gleichen Buchstaben V' wie
den zugrundeliegenden Vektorraum, ohne das Skalarprodukt extra
zu notieren. Vorerst nun sei ein Vektorraum V' mit positiv semidefi-
nitem Skalarprodukt (-, -) betrachtet.

Wegen der Symmetrie ist das Skalarprodukt natiirlich auch in der
zweiten Variablen linear, und aus der Linearitat folgt:

0,v) = (v,0) =0.
Folgende Beispiele werden fiir uns wichtig sein:

(1.1) V = R™, Skalarprodukt (v,w)=viwy + -+ vpwy,

fiir v = (v1,...,0,), W= (W1,...,Wy,).

Wenn man den Matrizenkalkiil benutzt, sollte man die Vektoren als
Spalten schreiben — das werden wir in dem Fall auch tun — aber im
allgemeinen lassen wir es so, weil die chinesische Notation platzrau-
bend und lastig ist. Das néachste Beispiel ist wie angekiindigt

(1.2) V = F?, also v,w € V sind integrable Funktionen auf einem
Intervall [a,b], a < b, und
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b

(0, w)s = /v(t)w(t) dt.

a

Man kann (1.1) als Spezialfall fiir Treppenfunktionen zu einer
gewissen Zerlegung in n Teilintervalle ansehen, oder entsprechend
(1.2) als Verallgemeinerung von (1.1). Ein n-Tupel ist eine Abbil-
dung {1,...,n} — R, j +— v;. Statt dessen betrachten wir Abbil-
dungen [a,b] — R, ¢t — v(t), und statt zu summieren integrieren

wir.

Das Skalarprodukt (1.1) des R"™, das sogenannte kanonische, ist
euklidisch, denn ist v = (v1,...,v,) # 0, so ist

(v,0) = v + -+ v2 > 0.

Im Beispiel (1.2) ist analog
b
(v,v)g = /vQ(t) dt >0,
aber wenn hier (v,v)s = 0 gilt, braucht v noch nicht zu verschwin-
den, wie man an einer Treppenfunktion sieht, die nur an den Zer-
legungspunkten ungleich Null ist. Ist v hingegen stetig, so schliefit
man leicht (v,v)s =0=v =0.

a T b

Ist ndmlich v?(7) =: ¢ > 0 fiir ein 7 € [a,b], so gibt es eine J-
Umgebung von 7 in [a,b], wo v%(t) > ¢/2 ist, und die Treppenfunk-
tion, die in dieser §-Umgebung den Wert ¢/2 und sonst den Wert 0
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hat, hat ein positives Integral und ist kleinergleich v?, also ist auch
f; v? > 0. Nehmen wir also

b
(1.3) V=t (0w)s = /v(t)w(t) dt,

so haben wir wieder einen euklidischen Raum.

Das Beispiel des R™ und der Lehrsatz des Pythagoras zeigt, daf3
durch ein Skalarprodukt auf natiirliche Weise eine Norm von v € V',
das ist ein Betrag oder eine Lange, gegeben ist, namlich durch

[v] ==/ (v, v).

Im R? ist dies ja nach Ausweis der Elementargeometrie, was man
sich immer unter der Lange vorgestellt hat. Im Fall eines nur positiv
semidefiniten Raumes spricht man auch von einer Seminorm.

(1.4) Eigenschaften der Norm.
(i) Esist |v| > 0, und wenn der Raum euklidisch ist:
| =0«<=v=0.
(ii) Positive Homogenitat: |\ -v| = |A|-|v| fir A€ R, v e V.
(iii) Dreiecksungleichung: |v + w| < |v| + |w].
Also ||v] = |w|| < v —w].

Diese Normeigenschaften sind uns in (IT, 4.2) schon begegnet. Fiir
eine Seminorm, die aus einem Skalarprodukt entsteht, hat man zudem
die Abschatzung des Skalarprodukts:

(1.5) Schwarzsche Ungleichung: |(v,w)| < |v]| - |w].

Beweis: (1.4) (i) ist klar. (ii): |[M| = (M, v) = /A2(v,0) =
[Al-|v]. Zum Beweis von (1.5) sei zunéchst |w| =0 (oder |v| =0) an-

genommen — wir sind im semidefiniten Fall und kénnen nicht w = 0
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schlieflen, aber:
0 < (v—tw,v—tw) = [v]* + 2|w|* — 2t{v,w) = |[v|* — 2t (v, w)

fir alle t € R, und das heifit offenbar (v, w) = 0 und gibt die Be-
hauptung in diesem Fall. Ist |v| = |w| = 1 so folgt aus derselben
Rechnung mit ¢ = £1 wieder |[(v,w)| < 1. Allgemein nun wenn
|v] # 0 # |w]| schreiben wir v = |v| vy, w = |w|- w1, mit |v1| = |wy]

=1, und erhalten aus dem vorigen

(v, w)] = Jof - [w] - [{v1, wi)| < [o] - |w].

Dreiecksungleichung: v + w|? = |[v]* + |w|? + 2(v, w)
< o + [w]? + 2Jvlfw] = (jv] + |w])?,

nun ziehe die Wurzel. Wie gehabt folgt daraus |v — w| > |v| — |w|

und |w —v| > |w| — [v], also [v—w| > ||v| — [w]|. O

Im Fall des Raumes der integrablen Funktionen (1.2) heifit die hier
erklirte Seminorm die L?-Norm oder auch Integralnorm, und wir

bezeichnen sie durch
b

ol = (/v(t)th)é.

a
Der Unterschied zwischen positiv semidefiniten und euklidischen Ska-
larprodukten ist nicht so wesentlich: Sei U C V' der Unterraum

U={ueV]|(uu) =0},
also der Raum der Vektoren der Norm 0. Dies ist ein Unterraum,

denn ist w € U und v € V', so ist (u,v) = 0 nach der Schwarzschen
Ungleichung, also

U={ueV|{uv)=0 firalle veV},

was offenbar ein Unterraum ist. Man bildet nun den Quotientenraum
V/U, also man macht Vektoren der Norm 0 zu Null. Das Skalarpro-
dukt von V' induziert eines auf V/U durch

(w+Uw+U) = (v,w),
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was wegen (v,u) = (u,w) = (u,uy = 0 fir u € U wohldefiniert
ist. Dies Skalarprodukt auf V/U ist dann offenbar euklidisch. Die
Elemente von U werden bei diesem Verfahren als unbeachtlich ange-
sehen. So betrachten wir integrable Funktionen fortan immer bis auf
Nullfunktionen, das heifit modulo Funktionen der L?-Norm Null.

Betrachten wir das Beispiel des Raumes V = F° der auf |[a,b]
integrablen Funktionen etwas naher. Wahlt man w = 1 als konstante
Funktion, so sagt die Schwarzsche Ungleichung

b b
w0 = ([etd) < Bk = 0-a) [P
Wenden wir dies auf |v| statt v an und ziehen die Wurzel, so erhalten
wir:

b
(1.6) W)y = /|v(t)\dt < Vi=alvh.

Das Integral |v|; heifit die L'-Norm von v. Wenden wir diese
Ungleichung auf f — g flir v an, so ergibt sich

b b
[ r0at - [aoa] < 1f =gl < VE=a|f gl

Dies sagt, dal das Integral ein Lipschitz-stetiger Operator mit Kon-
stante v/b —a auf F? ist, wenn man den Abstand der Funktionen
durch die L?-Norm mifit. Ist also (¢,) eine Folge von auf [a,b] in-
tegrablen Funktionen, die fiir die L?-Norm gegen f konvergiert, das
heifit so, daB (|, — f|2) — 0, so folgt (ff n) — f:f Es braucht
in diesem Falle nicht (p,,) gegen f zu konvergieren. Beispiel: f =0,
on(t)=1fir 0<¢<1/n, und ¢,(t) =0 sonst.

Ist ||v|| das Supremum der Funktion |v| auf [a, ], so ist f; v2(t) dt
< (b—a)-|v|?, also

(1.7) vz < Vb—allv|.
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Alle diese Bildungen |v|1, |v|2, ||v|| haben die Eigenschaften (II,
4.2) einer Norm, und diese Normen fithren zu verschiedenen Konver-
genzbegriffen. Gleichméfig konvergente Folgen sind fiir die L?-Norm
konvergent nach (1.7), und fiir die L?-Norm konvergente Folgen sind
fiir die L'-Form konvergent nach (1.6). Alle diese Normen haben
ihre Entsprechung im R", also ist v = (v1,...,v,), so hat man den
euklidischen Betrag |v]2, die Norm |v|; = ), |vk| und die Maximum-
norm |jv|]| = max{|vg| | K = 1,...,n}, aber hier filhren alle Normen
zum gleichen Konvergenzbegriff.

FEin reeller oder komplexer Vektorraum mit einer Norm mit den
Eigenschaften (II, 4.2), die wir in (1.4) fiir einen euklidischen Raum
festgestellt haben, heiflt ein normierter Raum.

Fiir spéatere Verwendung stellen wir noch fest:

(1.8) Bemerkung. Ist f: [a,b] — R integrabel und € > 0, so gibt
es eine Treppenfunktion ¢ auf [a,b] mit |f — ¢|a < €.

Beweis: Waihle eine Treppenfunktion ¢ < f mit ||¢| < ||f]| und
fab( f—p) < ﬁ So ein ¢ findet man nach Definition (Riemann-)
integrabler Funktionen. Dann ist

b b b
[=er<[Qr-vl-u-o) <2l [ t-p=e O

Also, wie man sagt, die Treppenfunktionen liegen dicht im Raum
der integrablen Funktionen mit der L?-Norm. Wir kommen auf den
Begriff zurtick.

§ 2. Orthogonalbasen und Fourierentwicklung

Wir kehren zuriick zu euklidischen Rdumen. Zu dem Skalarpro-
dukt gehoren als angepafite Basen die Orthonormalbasen, die man
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auch fiir die L2-Metrik hat. Die Anschauung legt nahe, dafl man
zwei Vektoren v, w genau dann orthogonal nennt, wenn

v —w| = |v+ w|.

Das heifit also, genau wenn |v — w|? = |v + w|?, also wenn
(v,w) = 0.
Zum Beispiel sind die Standard-Einheitsvektoren im R"

e; = (0,0,...,0,1,0,...,0)
J

paarweise orthogonal fiir das von uns betrachtete kanonische Skalar-
produkt. Aber wohlgemerkt, es hingt vom Skalarprodukt ab, ob
Vektoren orthogonal sind. Sind die Vektoren vy, ..., v, ungleich Null
und paarweise orthogonal, so sind sie linear unabhéngig, denn wére

n n
0= Nvj, so 0= (vg,0) = X{vk,v;) = Avil*,
j=1 j=1
also A\ = 0, weil |vx| # 0, wir sind im euklidischen (!) Raum.
Vektoren der Norm 1 nennt man auch Einheitsvektoren. Hat der
euklidische Raum V' die Dimension n, und ist vy, ..., v, ein System
paarweise orthogonaler Einheitsvektoren, auch Orthonormalbasis
genannt, so ist dieses eine Basis. Schreibt man zwei Vektoren x,y als
Linearkombinationen dieser Basis:

n n n
z=) &Gk, Y= mve, soist (wy) =Y &
k=1 =1 k=1

Bei Wahl eines Orthonormalsystems als Basis schreiben sich also wie
immer Vektoren als n-Tupel, und das Skalarprodukt berechnet sich
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als das kanonische dieser n-Tupel, der Raum V ist als euklidischer
Raum isomorph zu R"™. Die Koeffizienten der Linearkombinatio-
nen fiir  und y lassen sich auch mit dem Skalarprodukt berechnen,

némlich: .
& = (z,v), also x= Z(z,v@ - V.
k=1
Ist vielleicht dim V' > n aber jedenfalls vy,...,v, ein Orthonormal-

system, und « ein beliebiger Vektor aus V', so schreibe:

n

xzzgkvk+u7 gk:<x7’0k>-
k=1
Dann ist (u,vg) = (@, vg) — &k(vk, vk) = 0, also w ist orthogonal zu
allen vy . Man nennt

pro(r) =Y v
k=1

die Orthogonalprojektion von z auf den von vq,...,v, aufge-
spannten Unterraum L. Von allen Vektoren aus L liegt prp(z) am
néchsten an z, denn der Abstand ist |u|; und der Abstand von x zu

prr(z) +v fir v € L wire /|ul|? + |v]?.

Esist damit |z = Y p_ &+ |ul? > Y0, &, also:
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(2.1) Besselsche Ungleichung. Ist vy,...,v, ein Orthonormal-
system im euklidischen Raum V', so ist fiir jedes x € V :

n
|z|? > Z(x,vk>2. O
k=1

Ein vollstandiges Orthonormalsystem in einem unendlichdi-
mensionalen euklidischen Raum V ist eine Folge (vy | k € N) von
Vektoren aus V' mit folgenden Eigenschaften:

i) Fir jedes n € N ist vq,...,v, ein Orthonormalsystem.
J b ) y
(ii) Ist €V und u, =z — >, _,(z,vk) - vk, so gilt:

lim |u,| = 0.
n—oo

Mit anderen Worten: Man hat eine fiir die gegebene Norm konver-
gente Reihenentwicklung

oo

x = Z(z,vk> V.

k=1
Ist (vg | k € N) ein vollstdndiges Orthonormalsystem, so kann man
in der Gleichung

n

2 = 0n)? + unl?

k=1

zum Limes iibergehen, und erhélt die

(2.2) Parsevalsche Gleichung. Ist (vi | k € N) ein vollstdndiges
Orthonormalsystem des euklidischen Raumes V', so gilt fiir jedes
zeV:

o0

2l = 3 (v O

k=1

Um nun von einem gegebenen Orthonormalsystem (v, |n € N)
im Raum der integrablen Funktionen auf einem kompakten Inter-
vall mit der L2-Metrik zu zeigen, da es vollstindig ist, mu man
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nur fiir stetige Funktionen oder auch fiir Treppenfunktionen zeigen,
daB sie sich durch Linearkombinationen Y, &qvi beliebig gut L?-
approximieren lassen. Stetige Funktionen n&mlich approximieren
Treppenfunktionen fiir die L2-Metrik, wie figura docet,

und Treppenfunktionen approximieren, wie wir wissen, beliebige in-
tegrable Funktionen beliebig gut fiir die L?-Norm. Um nun eine
stetige Funktion fiir die L?-Norm durch Funktionen i $kVk Zu ap-
proximieren, geniigt es, sie gleichmafig zu approximieren, denn

If =gl <e=1[f-gla<e-Vb-a

Zwei wichtige Beispiele von vollstdndigen Orthonormalsystemen
wollen wir kennenlernen. Zunéachst die

(2.3) Legendrepolynome. Im Raum V der integrablen Funktio-
nen auf dem Intervall [—1,1] betrachte die Polynome:

@0:17 Y1 =, 7()011:37”-
Sie bilden eine Basis des Vektorraumes aller Polynome vom Grad

< n. Wir produzieren aus dieser Basis induktiv eine Orthonormal-
basis vy, ...,v, durch

(2.4) Schmidt-Orthonormalisierung.
k
vo = @o/lpolz, - Ukg = Pkt — (PR, v5)2 - vy,
§=0
wobei « so bestimmt wird, daf |vi11] = 1, also « ist die Norm der
rechten Seite der letzten Gleichung. (Il
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Das so konstruierte Orthonormalsystem von Polynomen ist bis
auf konstante Faktoren das System der Legendrepolynome. Es ist
vollsténdig nach dem Approximationssatz von Weierstrafl, der von
Vg, - - -, Up erzeugte Vektorraum ist ja der Raum aller Polynome vom
Grad hochstens n .

Will man eine beliebige Funktion f : [—1,1] — R beziiglich der
L?-Norm durch ein Polynom vom Grad hochstens n approximieren,
so gibt die beste Approximation das Polynom

n

> (f.vk)2 - vk

k=0
Die Normierung der Legendrepolynome P, = ¢, - v, ist traditionell
so bestimmt, daf sie an der Stelle 1 den Wert 1 haben. Es ergibt sich

damit
vy =4 /n+ % - P,
fiir das n-te Legendrepolynom P, .
Das zweite klassische Beispiel, das wir erwédhnen wollen, ist die:

(2.5) Fourier-Entwicklung. Im Raum F7_ der auf dem Inter-
vall [—7, 7] integrablen Funktionen bilden die geeignet normierten
trigonometrischen Funktionen

1

vp(x) = 7 sin(nx), neN,
1

vp(x) = N cos(nz), n e —N,
1

ein Orthonormalsystem; die Berechnung

1 fiirn=m,

]vn(t) vm (1) dt = Onm = { 0 fiir n # m,

gelingt leicht, wenn man bedenkt, daf§ die komplexwertige Funktion
e’k fiir k # 0 die Stammfunktion +e™** hat. Eigentlich ist dies nach
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unseren Begriffen ein Paar von Funktionen, Real- und Imaginéarteil,
und entsprechend ein Paar von Stammfunktionen.

Weil die Funktionen v, alle 2m-periodisch sind, fafit man auch
f € FT_ als 2w-periodische Funktion auf, indem man

F(t+2m) = £(2)

setzt. Dann hat f die L?-konvergente Fourierentwicklung

fit) = % + Z an cos(nt) + Z by, sin(nt),
(2.6) L7 "~ " 7
an = — /cos(nt)f(t) dt, b, = = /sin(nt)f(t) dt.

Sie beschreibt eine durch f dargestellte periodische Schwingung als
Superposition harmonischer Schwingungen. Es bleibt uns zu zeigen,
dafl das System der angegebenen Funktionen v, , n € Z vollstandig
ist, und dazu geniigt es, folgendes zu zeigen:

(2.7) Satz (trigonometrische Approximation). Jede stetige 2m-peri-
odische Funktion ist ein gleichméfiger Limes von trigonometri-
schen Polynomen, das sind Funktionen der Gestalt

Z ay, cos(kt) + by sin(kt).

k=0

Beweis: Eine 2m-periodische Funktion f kann man als Funktion
St R, et f(t)

auf dem Kreis S' = {z € C | |z| = 1} auffassen. Dann diirfen wir
annehmen, dafl f auf ganz C stetig ist, indem wir f(z) = |z|- f(2/|z])
fir z # 0, und f(0) = 0 setzen. Jetzt betrachten wir das Quadrat
Q ={z] ||zl <1} in C und approximieren f auf @ durch ein
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Polynom in den beiden Variablen z = Re(z) und y = Im(z), also
durch
pla,y) = > awa™y’, |p—flo<e
k+e<n
Dafl das moglich ist, sagt der Approximationssatz von Weierstrafl in
zwei Variablen, den wir hier zitieren wollen. Man kann ihn aus dem
in einer Variablen gewinnen oder direkt ebenso zeigen. Sind wir so
1 1

weit, so setzen wir z = (e + e ), y = 5 (e — ™) fiir (z,y)

€ 8! ein und erhalten eine Darstellung

n
ple,y) = > ae*, e eC.

k=—n
Dann ersetzt man wieder nach Eulers Formel die e-Funktion durch
Sinus und Kosinus und findet das gesuchte trigonometrische Poly-
nom. Im Ergebnis ist alles wieder reell, denn p(x,y) ist ja reell, alles

Imaginére kann man weglassen. ]

Das war nun nicht etwa eine Darstellung der Theorie der Le-
gendrepolynome und der Fourierentwicklung, sondern nur eine Ein-
ladung, sich diesen Gegensténden zuzuwenden. Vieles ware zu sagen
davon.

8 3. Mengen

FEine Menge X heifit endlich, wenn sie leer ist, oder eine sur-
jektive Abbildung {1,2,...,n} — X zuldft. Sie heifit abz&hlbar,
wenn es eine surjektive Abbildung N — X gibt, also wenn man X
in einer Folge durchlaufen kann:

X ={z, |neN}

Nicht leere endliche Mengen sind abzéhlbar, zum Beispiel durch eine
schlieBlich konstante Folge.
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(3.1) Satz. Jede nicht leere Teilmenge einer abzihlbaren Menge
ist abzahlbar. Jede abzahlbare Vereinigung abzdhlbarer Mengen ist
abzéhlbar.

Beweis: Die erste Behauptung ist trivial. Zur zweiten: Sei A =
{A(n) | n € N} die abgezéhlte Indexmenge, und zu jedem X € A
sei Xy = {z), | m € N} die zugehérige abgeziihlte Menge. Die
Vereinigung, um die es geht, ist

U X = X = {23 | (m,n) e N x N}

AEA neN

Es geniigt nun, eine Surjektion N — N x N anzugeben, also alle
Paare natiirlicher Zahlen in einer Folge zu durchlaufen. Das tut die
Cauchy-Abzahlung: Ordne die Paare in nachfolgendem Schema
an, und durchlaufe nacheinander die Diagonalen {(m,n)|m+n = k},
E=2,3,...

—(1,4) -

?/
//
/

(3,4) -
]
Demnach sind N, -N, Z =NU{0}U-N und Q =,y = - Z

abzéhlbar. Das weifl man erst zu wiirdigen, wenn man folgendes
dagegenhalt:
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(3.2) Satz von Cantor. Ein nicht leeres offenes reelles Intervall
ist nicht abzahlbar. Die Potenzmenge von N, also die Menge der
Teilmengen von N, ist nicht abzédhlbar.

Beweis: Angenommen, die Potenzmenge von N wire abzéhlbar,
also wir hétten eine Abzéahlung

(X, |n€N)
aller Teilmengen von N | so definiere eine Teilmenge Y C N durch
neyY <n¢X,.

Dann ist Y # X, fur alle n, denn ware Y = X,,, so ergébe sich der

Widerspruch n € Y <= n ¢ Y. Das zeigt die zweite Behauptung.
Die Teilmengen X C N entsprechen umkehrbar eindeutig ihren

charakteristischen Funktionen x, :N — {0,1}, die durch

Xy(n)=1l<=neX

erkart sind. Demnach ist also auch die Menge aller Folgen, die nur
die Werte 0,1 annehmen, nicht abzahlbar. Jede solche Folge kann

man als Dezimalzahl
0,a1a2..., mit a; €{0,1}

deuten, und wenn schon diese eine nicht abzahlbare Menge bilden, so
erst recht das ganze Intervall (0,1), und dann jedes Intervall (a,b),
a < b, weil sich (0,1) bijektiv darauf abbilden 148t durch

t— (1—1t)a+td.

Ist also das Intervall (0, 1) nicht abzéhlbar, so auch (a,b) nicht.
(Il

Der Beweis zeigt in Wahrheit ganz allgemein, daf sich eine Menge
nie bijektiv auf ihre Potenzmenge abbilden 1aft.
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Eine reelle Zahl heift algebraisch, wenn sie Wurzel eines Poly-
noms f # 0 mit ganzen Koeffizienten ist. Man sieht mit (3.1) sehr
leicht, dafl es nur abzahlbar viele algebraische Zahlen gibt: Zu jedem
Grad gibt es nur abzéhlbar viele Polynome, es gibt nur abzéhlbar
viele Grade, und zu jedem Polynom nur endlich viele Wurzeln. Die
meisten reellen Zahlen sind also nicht algebraisch, aber es ist nicht so
leicht, auch nur eine anzugeben, und der Beweis, dal e und 7 nicht
algebraisch sind, war ein grofler und berithmter Erfolg der Mathe-
matik des vorigen Jahrhunderts.

Der Anfianger wird immer bestrebt sein, Folgen oder Funktionen,
die er brauchte, moglichst explizit und in Formeln dastehen zu haben,
am liebsten mit den ihm schon vorgestellten Zeichen und Symbolen.
Indessen kann man durch Verkettung von endlich vielen Zeichen auf
dem Papier im ganzen natiirlich nur abzahlbar viele Formeln erzeu-
gen, wahrend es tiberabzahlbar viele Folgen gibt ...

§ 4. Metrische Raume

Ein metrischer Raum X besteht aus einer Menge, die wir
mit demselben Buchstaben X bezeichnen, und deren Elemente wir
Punkte nennen, sowie einer Metrik

d: X x X — R,

die einem Paar von Punkten x,y € X ihren Abstand d(z,y) zuord-
net, so daf folgendes erfiillt ist:

(i) d(z,y) =0 genau wenn x =y.
(ii) Symmetrie: d(z,y) = d(y,z).
(iii) Dreiecksungleichung: d(x,z) < d(z,y) + d(y, 2) .
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Aus diesen Axiomen folgt: 0 = d(z,z) < d(z,y) + d(y,z) =
2d(z,y), also
d(z,y) = 0.

Wir kennen schon viele metrische Raume. Jeder normierte Vektor-
raum (V]| -|) wird ein metrischer Raum durch die Metrik

d(z,y) = |z —y|.

Eine Teilmenge U eines metrischen Raumes X wird ein metrischer
Raum durch Einschrinkung der Metrik auf die Teilmenge, also auf
U x U. Diese Rdume heiflen Unterrdume von X .

Ist X ein metrischer Raum, p € X ein Punkt und ¢ > 0, so
erklart man die e-Umgebung von p oder offene Kugel vom Ra-
dius £ um p als

Ue(p) = {z € X | d(z,p) < e}.

U.(p) in einem Unterraum von R?

Eine Umgebung von p ist eine Teilmenge U von X, die eine
e-Umgebung von p enthélt, also p € U.(p) C U fiir ein € > 0. Eine
Teilmenge U von X heifit offen, wenn sie mit jedem Punkt p € U
noch eine Umgebung von p enthélt.

(4.1) Beispiel. Die offenen Kugeln U,.(p) sind offen.
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Beweis: Ist « € U,(p), also d(z,p) < r, und € =r — d(z,p), so ist
Ue(z) C U,(p), denn fir y € Uc(x) ist d(y,z) < €, also d(y,p) <
d(y,z) +d(z,p) < e +d(z,p) =r. O

(4.2) Eigenschaften offener Mengen.

(i) Der ganze Raum X und @ sind offen.
(ii) Sind Uy,...,Uy offen, so auch Uy N---NUy.
(iii) Sind die Mengen Uy fiir A\ € A offen in X, so auch ihre Ver-
einigung (Jycp Un-

Beweis: (i) ist offenbar. (ii) Ist p € Uy N---N Uy, so hat p in jeder
Menge U, eine €;-Umgebung, und ist ¢ = min{e; |j =1,...,k}, so
liegt die e-Umgebung von p in allen Uj, also im Durchschnitt.

(iii) Ein Punkt p € (Jycp Ux liegt in einer Menge Uy, dort hat er
eine Umgebung, und diese ist dann auch in der Vereinigung der U)
enthalten. ]

Hier sind wir nun bei dem Grundbegriff angekommen, den man
heute an den Anfang zu stellen pflegt. Kennen wir einmal die of-
fenen Mengen, so konnen wir sagen: Eine Teilmenge V von X ist
eine Umgebung von p € X, wenn es eine offene Menge U gibt, mit
p € U C V. In der Tat, hat man eine Umgebung nach unseren
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bisherigen Erklarungen, so kann man eine e-Umgebung fiir U neh-
men, siehe (4.1). Und hat man die offene Menge U, so enthilt sie ja
insbesondere eine e-Umgebung von p. Metrische Radume haben die

(4.3) Hausdorffeigenschaft. Verschiedene Punkte p,q aus X ha-
ben disjunkte Umgebungen.

Beweis: Wiéhle ¢ = d(p, q)/2, dann sind die e-Umgebungen von p
und ¢ disjunkt nach der Dreiecksungleichung. |

Eine Folge (z,) in X konvergiert gegen p € X, wenn in jeder
Umgebung von p schlieflich alle x, liegen. Die Hausdorffeigen-
schaft sorgt fiir die Eindeutigkeit des Grenzwertes. Je nachdem,
welche Metrik man zugrundelegt, erhalt man so verschiedene Sorten
Konvergenz. Zum Beispiel die Supremumsnorm auf dem Raum der
beschrankten Funktionen auf einem Raum fiithrt zu der gleichméafligen
Konvergenz, und diese ist verschieden von der L?-Konvergenz in
dem Raum der stetigen Funktionen (auf einem Intervall) mit der
L2-Metrik.

Auch das Cauchy-Kriterium kénnen wir in einem beliebigen metri-
schen Raum formulieren — hier wird wirklich die Metrik benutzt.
Eine Folge (x,) ist eine Cauchy-Folge wenn gilt: Zu jedem ¢ > 0
gibt es ein m € N, sodaB fiir alle k € N gilt:

ATyt ky Trn) < E.

Aber Cauchy-Folgen miissen nicht konvergieren. Hier hilft eine De-
finition: Ein metrischer Raum heifit vollstandig oder komplett,
wenn in ihm jede Cauchy-Folge konvergiert. Wir kennen Beispiele:

(4.4) Bemerkung. Der Raum der beschrinkten stetigen Funktio-
nen auf D # & mit der Supremumsnorm ist vollstandig.

Der euklidische Raum R"™ ist vollstandig.
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Beweis: Das erste haben wir in (II, 4.5) festgestellt. Das zweite ist
der Spezialfall D = {1,...,n}. Es kommt nicht darauf an, welche
der von uns betrachteten Metriken auf R™ man nimmt, weil sich
jeweils eine durch die andere mit einem konstanten Faktor (1 oder
\/n) abschétzen 148t. O

Tatséchlich kann man in der Bemerkung fiir D einen beliebigen
Raum nehmen, es braucht kein Intervall zu sein. Das alte Argument
in (II, 4.5) iibersteht jede Verallgemeinerung.

Ein vollstandiger normierter Vektorraum heift ein Banachraum.
Ein vollstandiger euklidischer Vektorraum heift ein Hilbertraum.
Eine Folge im R" konvergiert genau dann, wenn fiir j =1,...,n die
Folge der j-ten Komponenten der gegebenen Folge konvergiert.

Auch Beispiele fiir nicht komplette Rdume gibt man leicht an:
Man braucht nur aus einem kompletten Raum einen Limespunkt
herauszunehmen. So ist zum Beispiel R\ {a} fiir jedes a € R un-
vollstdndig, denn (a+1/n) ist hierin eine nicht konvergente Cauchy-
folge. Auch der Raum F?, a < b, der Riemann-integrablen Funk-
tionen mit der L2-Norm ist unvollstindig. Das ist ein wesentlicher
Mangel des Riemannintegrals.

§ 5. Topologische Raume

Hier erreichen wir den hochsten Grad der Abstraktion: Die Eigen-
schaften offener Mengen (4.2) machen wir zur

Definition. Ein topologischer Raum X besteht aus einer Menge,
die wir auch mit X bezeichnen, zusammen mit einer Topologie auf
dieser Menge. Die Topologie ist eine Menge O von Teilmengen von
X . Diese heifien offen in X . Uber sie wird folgendes gefordert:
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(i) Der ganze Raum X und @ sind offen.
(ii) Sind Uy, ..., Uy offen, so auch Uy N---NUj.
(iii) Sind die Teilmengen Uy, A € A, offen in X, so auch ihre Ver-
einigung | Jycp Ux.

Die Elemente von X nennen wir Punkte. Eine Umgebung
eines Punktes p € X ist eine Menge V' C X, sodaf es eine offene
Menge U C X gibt, mit p € U C V. Mit dieser Definition kommt
es dann wieder so heraus, daf eine Teilmenge U von X genau dann
in X offen ist, wenn sie mit jedem Punkt noch eine Umgebung des
Punktes enthéalt, und weil Obermengen von Umgebungen ja auch
Umgebungen sind heifit das, U ist offen in X genau wenn U eine
Umgebung jedes Punktes von U ist: Die offenen Mengen sind ja
Umgebungen ihrer Punkte, und umgekehrt wenn U eine Umgebung
jedes Punktes p € U ist, so enthélt U eine offene Menge V,, mit p €
Vp C U, und dann ist U die Vereinigung der offenen Mengen V,,,
p € U, also offen.

Der topologische Raum X heifit hausdorffsch, wenn je zwei ver-
schiedene Punkte aus X disjunkte Umgebungen besitzen. Statt dis-
junkt sagt man auch fremd. Wir werden fortan im allgemeinen nur
hausdorffsche topologische Raume betrachten. Aber man hat auf X
immer die grobste Topologie, fiir die nur X und @ offen sind, und
sie ist natiirlich nicht hausdorffsch, wenn X mindestens zwei Punkte
hat. Man hat auch immer die diskrete Topologie auf X, fir die jede
Teilmenge offen ist. Sie ist hausdorffsch.

Ist X ein topologischer Raum und Y C X eine Teilmenge, so hat
man eine Topologie auf Y durch die Festsetzung: U ist offen in Y,
wenn es eine offene Menge V in X gibt, mit U = VNY . Der Raum
Y mit dieser Topologie heiit Teilraum oder Unterraum von X
und seine Topologie die Teilraumtopologie.

Jeder metrische Raum hat eine durch die Metrik induzierte Topo-
logie, die wir im letzten Abschnitt kennengelernt haben.
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Sei X ein topologischer Raum und A C X . Man sagt, ein Punkt
p € X beriihrt A oder er ist ein Berithrungspunkt von A, wenn
jede Umgebung von p auch Punkte aus A enthélt. Beispiel: X = R,
A =(0,1), p =0 oder p = 1. Natiirlich beriithren die Punkte von
A auch A, und A heif3t abgeschlossen in X, wenn jeder Punkt
p € X, der A beriithrt, zu A gehort.

(5.1) Bemerkung. Genau dann ist A abgeschlossen in X, wenn
das Komplement X \ A offen in X ist.

Beweis: Sei A abgeschlossen in X und p ¢ A, dann beriihrt p
auch A nicht, besitzt also eine Umgebung, die A nicht trifft, die also
auch in X ~ A liegt, und das zeigt, daBl X . A offen ist.

Sei umgekehrt X \ A offen, dann ist X \ A eine Umgebung jedes
Punktes von X\ A, und sie trifft A nicht, also kein Punkt aus X \ A
beriihrt A. O

Durch Ubergang zum Komplement erhélt man also aus der Defi-
nition einer Topologie:

(5.2) Bemerkung. Der Raum X und @& sind abgeschlossen, endli-
che Vereinigungen und beliebige Durchschnitte abgeschlossener Teil-
mengen von X sind abgeschlossen. O

Ist Y eine beliebige Teilmenge von X, so enthélt Y eine grofite
offene Menge, die Vereinigung aller in X offenen Teilmengen von Y .

Diese heifit das Innere Y von Y. Auch liegt Y in einer kleinsten
abgeschlossenen Teilmenge, dem Durchschnitt aller abgeschlossenen
Teilmengen von X, die Y enthalten. Diese heit der Abschluf3 Y
von Y und besteht aus allen Punkten p € X, die Y berithren. Die
Teilmenge Y heifit dicht in X, wenn Y = X .
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Ist X metrisch, so kénnen wir den Abschlufl auch wie folgt be-
schreiben:

(5.3) Bemerkung. Sei X metrisch und Y C X. Genau dann ist
p €Y, wenn es eine Folge (y,) in Y gibt, die gegen p konvergiert.

Beweis: Angenommen p € Y, so beriihrt p die Menge Y und
insbesondere die 1/n-Umgebung von p trifft ¥ in einem Punkt y,,.
Die Folge (y,) konvergiert dann gegen p. Konvergiert eine Folge
(yn) aus Y gegen p, so enthilt jede Umgebung von p fast alle y,,,
also p beriihrt Y. O

Es gehort zu den grundlegenden Gestaltprinzipien der heutigen
Mathematik, daB man nicht nur Objekte betrachtet, wie z.B. Grup-
pen, Vektorrdume, ..., sondern auch die zugehorigen Morphismen,
also Homomorphismen, lineare Abbildungen ... . So gehoéren zu den
topologischen Raumen die stetigen Abbildungen.

Definition. Eine Abbildung f : X — Y 2zwischen topologischen
Raumen heift stetig an der Stelle p € X, wenn fiir jede Umgebung U
von f(p) das Urbild f~U eine Umgebung von p ist. Die Abbildung
heiBit stetig, wenn sie an jeder Stelle in X stetig ist.

Dies letztere aber heif3t:

(5.4) Bemerkung. Genau dann ist f : X — Y stetig, wenn die
Urbilder f~'U offener Mengen U C Y stets offen in X sind.

Beweis: Jede Umgebung enthilt eine offene, und eine Menge ist
offen genau wenn sie eine Umgebung jedes ihrer Punkte ist. Ist also
f stetig und U offen in Y, so ist U eine Umgebung jedes f(p) € U,
also f~'U eine Umgebung jedes p € f~'U, also f~'U offen. Sind
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umgekehrt die Urbilder offener Mengen offen, so insbesondere die Ur-
bilder offener Umgebungen von f(p), und sie sind demnach Umge-
bungen von p, also f ist stetig. O

Die Identitat
d: X —-X, z—=x

ist stetig, und sind

X—=Y—=27 [flp)=g
f g

Abbildungen topologischer Rdume, und ist f an der Stelle p und g
an der Stelle ¢ stetig, so g o f an der Stelle p; ist ndmlich U eine
Umgebung von g(f(p)) in Z, so ist g7'U eine Umgebung von ¢ =
f(p),und f~tg='U = (go f)~'U eine Umgebung von p. Die Menge
aller stetigen Abbildungen X — Y bezeichnen wir mit

C(X,Y)=CX,Y).

Man spricht von der Kategorie der topologischen Raume und stetigen
Abbildungen. Ihre Isomorphismen heilen Homdéomorphismen: Eine
Abbildung f : X — Y heifit ein Hom6omorphismus, wenn f
bijektiv ist, und f und f~! stetig sind. Das heifit also: Genau dann
ist U offen in X, wenn f(U) offen in Y ist.

Beachte. Es gentigt nicht, dal3 f stetig und bijektiv ist.

Zum Beispiel jede injektive Abzdhlung N — Q ist stetig und
bijektiv, aber sie ist nie ein Homéomorphismus, weil N diskret ist,
Q aber nicht.

Existiert zwischen X und Y ein Hom6omorphismus, so heiflen
die RAume homoéomorph.

Zum Beispiel ist der Wiirfel der Punkte x = (21,...,2,) € R"
mit |z;| < 1 hom6omorph zur Kugel der z € R" mit |z| < 1.
Als topologische Réume betrachtet sind Kugel und Wiirfel gleicher
Gestalt. Warum?
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§ 6. Summen, Produkte und Quotienten

Das Produkt X x Y zweier topologischer Radume X,Y ist wie
folgt erklart:

Als Menge ist X x Y das cartesische Produkt, also die Menge
aller Paare (z,y), mit € X und y € Y. Die offenen Mengen
des Produkts sind die beliebigen Vereinigungen von Mengen U x V
C X xY,wo U offen in X und V offen in Y ist.

X xY

Nicht etwa alle offenen Mengen des Produkts lassen sich so als Pro-
dukt UxV darstellen, zum Beispiel R? = Rx R, die offenen Mengen
der Ebene sind Vereinigungen offener achsenparalleler Rechtecke.

Man hat die beiden kanonischen Projektionen

pri: X xY =X, pro: X XY =Y,
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pri(z,y) = x, pra(z,y) = y, und eine Abbildung f : Z — X xY
schreibt sich als Paar:

f=(1,f):Z—=XXxY, fi=priof, fa=praof.
Das Produkt hat folgende

(6.1) Universelle Eigenschaft des Produkts. Man hat die kano-
nische Bijektion

C(ZvXXY)HC(ZvX)XC(ZaY)a fH(flva)'

Der Satz sagt mit anderen Worten: Eine Abbildung Z — X x Y
in das Produkt ist genau dann stetig, wenn beide Komponenten stetig
sind.

Beweis: Jede Umgebung von (z,y) € X x Y enthélt eine Umge-
bung der Form U x V' mit offenen Umgebungen U von x und V' von
y,und f~HUXV) = fl_lUﬁf2_1V. Daraus liest man leicht ab, dafl
f genau dann stetig ist, wenn f; und fo stetig sind. O

Natiirlich kann man auch Produkte mit mehr Faktoren betra-
chten, und (X xY)x Z =X x (Y xZ)=XxY xZ .... Das
Produkt von Hausdorflraumen ist wieder hausdorffsch.

Die Bildung der topologischen Summe ist noch simpler als die des
Produkts. Die topologische Summe X LI'Y zweier topologischer
Réume X,Y ist als Menge die disjunkte Vereinigung X U Y der
beiden Mengen, und eine Teilmenge U UV ist offen genau wenn U
offen in X und V offen in Y ist. Das heiflt also, eine Teilmenge
W C XUY ist offen genau wenn ihr Durchschnitt mit X und mit Y
offen in X bzw. Y ist. Oder noch anders gesagt: X und Y mit ihrer
kanonischen Inklusion in X UY sind offene Unterrdume. Nun hat
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man vielleicht Schwierigkeiten, die disjunkte Vereinigung zu bilden,
wenn X und Y nun mal nicht disjunkt sind. In diesem Fall bildet
man das Produkt (X UY) x {0,1} und hat darin:

Xuy = (X x{0}) U (Y x{1})

X X x {0}

Man hat die kanonischen Inklusionen der beiden Summanden:
i1: X —-XUY, z—~ (2,00 und ix:Y —-XUY, y— (y,1),

und die Topologie ist so, da} dies Homéomorphismen auf ihr Bild
und die Bilder offen sind. Die topologische Summe hat folgende

(6.2) Universelle Eigenschaft der Summe. Man hat die kano-
nische Bijektion

C(XUY,Z) - C(X,2) x C(Y,Z), [ (foir,foi).

Beweis: Dies sagt: Eine Abbildung f : X UY — Z ist stetig,
genau wenn ihre Einschrankung auf X und Y stetig ist. Und das ist
klar. |

FEine naheliegende Weise und in der Tat eine klassische Meth-
ode, topologische Raume zu beschreiben und zu untersuchen, besteht
darin, dafl man einen neuen Raum aus zwei einfacheren Teilrdumen

X und Y zusammenklebt:
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Man fiihrt auf X UY eine Aquivalenzrelation ein, bei der jeder
Punkt zu sich selbst, und sonst nur hochstens zu einem anderen
aquivalent ist, mit dem er verklebt (identifiziert) werden soll. Der
Quotient, der Raum der Klassen (X UY')/ ~ erhilt die Quotienten-
topologie fiir die kanonische Projektion X UY — (X UY)/ ~. Sie
ist wie folgt erklart:

Sei X ein topologischer Raum, Y eine Menge und f: X — Y
eine Abbildung. Eine Teilmenge U C Y ist offen in der Quotien-
tentopologie fiir f auf Y, genau wenn f~'U offen in X ist. Weil
F7PUNUN = Uy f7H0N, und f71 N, U = Ny f7 Uy, ist dies eine
Topologie auf Y. Sie hat folgende

(6.3) Universelle Eigenschaft der Quotiententopologie.

Eine Abbildung g : Y — Z des Quotientenraumes in einen topolo-
gischen Raum Z ist genau dann stetig, wenn die Zusammensetzung
go f: X — Z stetig ist:

Beweis: Daf} g stetig ist heifit: ¢='U ist offen in Y, falls U of-
fen in Z ist, und das heifit nach Definition der Quotiententopologie:
f~lg7U ist offen, also (go f)~'U ist offen in X. Das heifit aber,
dal go f stetig ist. O
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Ein Beispiel fiir einen interessanten Raum, den man so durch
Verkleben gewinnt, ist das Mobiusband. Man gewinnt es als Quo-
tient des Rechtecks [0,1] x [—1,1], indem man (0,¢) mit (1,—t) iden-

tifiziert:
q Naht
— ’

Mobiusband

|
—_
=

Was erhélt man, wenn man das Mobiusband entlang der Seele
{(s,0) | s €[0,1]}

aufschneidet? Kann man beim Mobiusband von einer Vorder- und

einer Riickseite reden?

Ein damit verwandtes wichtiges Beispiel bilden die reellen pro-
jektiven Raume RP". Diese schonen Réume entstehen aus den
Sphiren S" = {z € R™"! | |z| = 1} durch Identifikation antipodi-
scher Punkte:

RP" = S"/x ~ —x.

§ 7. Kompakte Raume

Sei X ein topologischer Raum. Eine offene I"Jberdeckung von
X ist eine Familie (Uy | A € A) offener Teilmengen von X, sodafl
X = UxeaUx. Auch wenn X ein Teilraum von Y ist, und die
Uy offen in Y sind, nennt man die Familie (Uy | A € A) eine offene
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Uberdeckung von X, wenn X C Uxea Ux. Die Uberdeckung heifit
endlich, wenn A endlich ist, und ebenso sagt man, eine Uberdeckung
(Ux | A € A) enthilt die Uberdeckung (U, | v € T'), wenn T' C A.
Ein hausdorffscher topologischer Raum X heifit kompakt, wenn jede
offene Uberdeckung von X eine endliche offene Uberdeckung enthélt.
Geht man zu Komplementen iiber, so erhélt man die &quivalente
Beschreibung:

(7.1) Notiz. Genau dann ist ein hausdorffscher Raum X kompakt,
wenn folgendes gilt: Ist (Ax | A € A) eine Familie abgeschlossener
Teilmengen in X und (o, Ax leer, so gibt es eine endliche Index-

menge I' C A mit (| Ay = 2.

Damit man bei den nachfolgenden Erklédrungen einen Leitstern
vor Augen hat, will ich gleich vorweg sagen, daf} die kompakten Teil-
mengen des R™ genau die beschrankten und abgeschlossenen sind.
Alles Allgemeine, was wir jetzt lernen, ist uns fiir kompakte Intervalle
schon begegnet. Ein diskreter kompakter Raum ist natiirlich einfach
eine diskrete endliche Menge, und in vielen Situationen ist Kompak-
theit die passende topologische Verallgemeinerung von Endlichkeit.
Doch nun eins nach dem anderen.

(7.2) Satz. Ist X kompakt und A C X abgeschlossen, so ist auch A
kompakt. Ist umgekehrt X hausdorffsch und A C X kompakt, so ist
A abgeschlossen. Die abgeschlossenen Teilmengen eines kompakten
Raumes sind also genau die kompakten Teilrdume.

Beweis: Sei (Fy|A € A) eine Familie abgeschlossener Teilmengen
in A mit leerem Durchschnitt. Dann ist jedes F)\ auch abgeschlossen
in X, und weil X kompakt ist, gibt es eine endliche Indexmenge

I' C A, sodafl schon (), . Fy, = @. Das zeigt die erste Behauptung.

vel
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Nun sei X hausdorffsch und p ¢ A. Wir suchen eine Umgebung von
p, die A nicht trifft.

Nun, zu jedem a € A findet man eine offene Umgebung U(a)
von ¢ und V(a) von p mit U(a) N V(a) = @. Endlich viele U(a)
iiberdecken A, und der Durchschnitt der entsprechenden V(a) liegt
in ihrem Komplement, trifft also A nicht, und ist eine Umgebung
von p.

Im allgemeinen hangt es von dem umgebenden Raum X ab, ob
eine Teilmenge A C X abgeschlossen ist, und nicht nur von der
auf A induzierten Topologie. Ist aber X hausdorffsch und A C X
kompakt, so erzwingt diese innere Eigenschaft von A, dal A in
X abgeschlossen ist. Und in einem kompakten Raum X sind die
abgeschlossenen Teilmengen genau die kompakten.

(7.3) Satz. Ist X kompakt, Y hausdorflsch und f: X — Y stetig,
so ist f(X) auch kompakt, und f(X) hat die Quotiententopologie
fiir f.
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Beweis: Sei (Uy| A € A) eine offene Uberdeckung von f(X), dann
ist {f~1Ux|\ € A} eine offene Uberdeckung von X. Weil X kom-
pakt ist, gibt es eine endliche Indexmenge I" C A, sodafl die Familie
(f~'Ux| X €T) noch X iiberdeckt, und dann ist auch (Uy |\ € T)
eine endliche Uberdeckung von f(X). Also ist f(X) kompakt. Ist
nun A C f(X) und f~'A abgeschlossen, so ist f~!A kompakt, also
ist auch A = ff~'A kompakt, also ist A abgeschlossen. Mithin ist
A C f(X) abgeschlossen, genau wenn f~'A in X abgeschlossen ist,
und das zeigt, dal f(X) die Quotiententopologie fiir f: X — f(X)
tragt. |

Dieser Satz hat folgende bemerkenswerte Konsequenz:

(7.4) Satz. Ist X kompakt, Y hausdorffsch und f: X — Y stetig
und bijektiv, so ist f ein Homéomorphismus.

Beweis: A ist abgeschlossen in Y genau wenn f~!A abgeschlossen
in X ist. ]

Im allgemeinen, wie wir schon bemerkt haben, mufl die Umkehrab-
bildung einer stetigen Bijektion nicht stetig sein, siche die Abzahlun-
gen N — Q. Aber wenn die beteiligten Rdume kompakt sind, so
ist die Umkehrung einer stetigen Bijektion automatisch stetig. Fiir
Intervalle haben wir das frither schon festgestellt.

Wir wissen jetzt schon, dafl ein kompakter Teilraum eines metri-
schen Raumes abgeschlossen ist. Eine Teilmenge K eines metrischen
Raumes (X, d) heifit beschrankt, wenn es einen Punkt p € X und
ein n € N gibt, soda3 K in der Kugel um p vom Radius n liegt:

K c{xe X |d(z,p) <n}.
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(7.5) Satz. Ein kompakter Teilraum eines metrischen Raumes ist
beschréankt.

Beweis: Ist X der metrische Raum und p € X, so wird das ganze
X, also insbesondere die kompakte Menge K, von der Familie aller
Kugeln {z|d(z,p) < n}, n € N, iiberdeckt, also K von endlich
vielen, also von einer, der mit dem groéfiten n. O

Eine kompakte Teilmenge des R"™ ist also beschrankt und abge-
schlossen. Um auch die Umkehrung zu zeigen, miissen wir nur be-
weisen, dafl ein Wiirfel {z | ||z|| < r} kompakt ist, denn jede be-
schriankte abgeschlossene Menge liegt in so einem Wiirfel und ist
damit nach (7.2) auch kompakt. Wir zeigen zunéchst:

(7.6) Lemma. Ein abgeschlossenes Intervall [a,b] C R ist kompakt.

Beweis: Sei (Ux|\ € A) eine offene Uberdeckung des Intervalls.
Wir finden dann ein § > 0 mit folgender Eigenschaft: Fir jedes
p € [a, b] liegt die 6-Umgebung von p in einem Uy, A € A. Haben wir
das, so zerlegen wir das Intervall [a,b] in endlich viele Teilintervalle
der Léange kleiner §. Weil jedes Teilintervall in einem Uy, A € A
liegt, wird das ganze von endlich vielen {iberdeckt.

Nun zum Finden von d. Angenommen, so ein § existiert nicht,
dann ist auch § = 1/n fiir kein n gut. Wir finden demnach ein
Pn € [a,b], sodal die 1/n-Umgebung von p,, in keinem Uy, A € A,
liegt. Nach Bolzano-WeierstraB, Ubergang zu einer Teilfolge, diirfen
wir annehmen, daf§ die Folge (p,) gegen ein p € [a,b] konvergiert.
Dieser Punkt p aber hat eine e-Umgebung, die ganz in einer der
Mengen Uy, A € A, enthalten ist. Ist dann n so grol gewéhlt, daf3
|pr — p| < €/2 und 1/n < &/2, so liegt auch die 1/n-Umgebung von
P, noch in der e-Umgebung von p und damit in U), , ein Widerspruch.
Y O
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Man sieht am Beweis, daf§ dieses Lemma die eigentliche Quint-
essenz des Satzes liber gleichméfige Stetigkeit enthalt. Nun miissen
wir noch zeigen, dafl ein Produkt kompakter Raume kompakt ist.
Auf dem Wege dahin liegt das auch fiir sich niitzliche

(7.7) Tubenlemma. Sei K kompakt, p € X und U offen in X x K ,
mit {p} x K C U. Dann gibt es eine offene Umgebung V C X von
p mit V x K CU. Man nennt V x K eine Tubenumgebung von
{p} x K in X x K.

e

-
A
-
//
//
//
//

1

Beweis: Zu jedem k € K gibt es eine offene Umgebung V) von
p in X und Wy von k in K mit (p,k) € Vp x Wy, C U. Die Wy,
k € K, iiberdecken K, und das tun auch endlich viele von ihnen. Sei
V' der Durchschnitt der entsprechenden Vj, dann ist

VxK C|JVixWy) c U O
k

(7.8) Satz. Ein Produkt hausdorffscher Rdume ist hausdorffsch. Ein
Produkt kompakter Raume ist kompakt.

Beweis: Sind (p,q) # (z,y) in X xY ', und sind X,Y hausdorffsch,
so ist p # x oder ¢ # y. Im ersten Fall haben p und z fremde
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Umgebungen U und V in X | und daher (p,q) und (z,y) die fremden
Umgebungen U xY und V xY . Im zweiten Fall analog. Sind nun X
und Y kompakt, und ist (Uy |\ € A) eine offene Uberdeckung von
X x Y, so wird jede Faser {p} x Y, p € X, von endlich vielen U,
iiberdeckt, und diese iiberdecken nach dem Tubenlemma auch noch
eine Menge V,, x Y fiir eine offene Umgebung V,, von p in X . Aber
endlich viele solche V), iiberdecken X. g

Alles in allem wissen wir jetzt, dafl Intervalle [a, b] kompakt sind,
also Wiirfel als Produkte kompakter Intervalle, also deren abgeschlos-
sene Teilmengen, das heifit beschrankte und abgeschlossene Teilmen-
gen von R™, und auch die Umkehrung haben wir bewiesen:

(7.9) Satz von Heine-Borel. Eine Teilmenge des R" ist genau dann
kompakt (als Unterraum), wenn sie beschrdnkt und abgeschlossen ist.
O

Es ist hier wesentlich, dafl wir einen endlichdimensionalen eukli-
dischen Raum betrachten. In einem metrischen Raum (X,d) kann
man immer die neue beschriinkte Metrik d = min{d, 1} einfiihren, die
dieselbe Topologie induziert. In einem beliebigen metrischen Raum
ist also aus der Beschrianktheit einer Menge nichts zu schlieflen.

Bemerken wir zum Schlufi, wie sich einiges, was wir fiir kompakte

Intervalle kennen, jetzt verallgemeinert.

(7.10) Satz. Eine stetige Funktion f : X — R auf einem nicht
leeren kompakten Raum X ist beschriankt und nimmt ein Maximum
und Minimum an.

Beweis: Das Bild f(X) C R ist nicht leer und kompakt, also
beschrankt und abgeschlossen, und enthélt daher sein Supremum und
Infimum. (]
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(7.11) Satz von Bolzano-Weierstra8. Jede Folge in einem kompak-
ten metrischen Raum X besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beweis: Zu jedem p € X betrachte die Umgebungen vom Radius
1/n. Wiare der Satz falsch, so diirfen fr jedes p schlieflich diese
Umgebungen nur noch héchstens endlich viele Folgenglieder enthal-
ten, denn sonst konstruiert man leicht eine gegen p konvergente Teil-
folge. Nun, dann aber iiberdecken endlich viele solche Umgebungen,
in die nur endlich viele Folgenglieder fallen, den ganzen Raum X , und
folglich hatte die Folge nur endlich viele Glieder, ein Widerspruch.
|

(7.12) Satz. Sei X metrisch, K C X kompakt, auch Y metrisch
und f: X — Y in jedem Punkt aus K stetig. Dann ist f auf K
gleichméiflig stetig, das heifit: Zu jedem e > 0 existiert ein § > 0,
sodaB fiir alle x € X und p € K gilt:

d(z,p) <0 = d(f(z), f(p)) <e.
Beachte, da nur einer der Punkte p und z in K sein mu.

Beweis: Weil f auf K stetig ist, finden wir zu € > 0 und jedem
p € K ein 6(p) > 0, sodaB

d(x,p) < 20(p) = d(f(2), f(p)) <e/2.

Endlich viele Umgebungen Us,y(p), p € {p1,...,pr} liberdecken K.
Sei § das Minimum dieser d(p;). Ist nun d(z,p) < 4, so auch d(p, p;)
< 0(p;) fiir eines der p;, also d(z,p;) < 2(p;), also d(f(x),f(p))
<d(f(@), f(py)) +d(f(p). f(py)) <e. O

Es ware auch mit Folgen gegangen wie frither, aber so geht es
auch.
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8 8. Zusammenhang

Ein topologischer Raum X heifit zusammenhingend, wenn er
sich nicht in zwei disjunkte nicht leere offene Mengen zerlegen 1af3t.
Das heifit mit anderen Worten, X ist nur auf die triviale Weise X =
X U@ =X als topologische Summe zweier Raume darstellbar.
Der Raum X heifit bogenweise zusammenhingend, wenn zu je
zwei Punkten p,q € X ein verbindender stetiger Weg

w:[0,1] =X, w0)=p, w(l)=gq

existiert.

(8.1) Satz. Ein bogenweise zusammenhangender Raum héangt zu-

saminen.

Beweis: Hétte man eine Zerlegung X =U0UUV, UNV =g, pe U,
q € V, in zwei offene Mengen U und V', so verbinde man p und ¢
durch einen Weg w.

Dann zerféllt das Einheitsintervall [0, 1] disjunkt in die nicht leeren
offenen Mengen w™'U und w™'V . Aber das kann nicht sein, denn
die Funktion f:[0,1] — R, flw™'U =0, flw™'V =1 wiire stetig,
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weil lokal konstant, mit Werten nur 0 und 1, was dem Zwischenwert-
satz widerspricht. |

Insbesondere also Intervalle selbst sind zusammenhangend. Dage-
gen Q hiingt nicht zusammen, es zerfillt zum Beispiel in {q|¢* < 2}
und {q|¢* > 2}. Die Umkehrung des Satzes ist im allgemeinen
nicht richtig, es gibt zusammenhingende Raume, die nicht bogen-

weise zusammenhéangen.

Die Relation “verbindbar” ist eine Aquivalenzrelation, also

x~y <= Esgibt einen Weg w:[0,1] - X
mit w(0) =z, w(l) =y.

Die Aquivalenzklassen heien Bogenkomponenten. Hat nun jeder
Punkt p € X eine Umgebung U von mit p verbindbaren Punkten,
so sind die Bogenkomponenten offen, und X ist genau dann zusam-
menhéngend, wenn es nur eine Bogenkomponente gibt, also wenn
X bogenweise zusammenhéngt. Dies gilt zum Beispiel fiir offene
Teilraume des R".

weiter

Y




