Kapitel 11
Lineare Differentialgleichungen

Basti dire che in lui orgoglio e analisi
matematica si erano a tal punto associati da
dargli lillusione che gli astri obbedissero ai
suoi calcoli (come, di fatto, sembravano fare).

Tomast

In der Differentialrechnung begegnen uns lineare Abbildungen als Differentiale, als li-
neare Approximationen differenzierbarer Abbildungen lokal um einen Punkt. Ebenso wird
hier in der Theorie der Differentialgleichungen das Verhalten der Losungsschar einer dif-
ferenzierbaren Differentialgleichung lokal um eine bestimmte Losung durch eine lineare
Differentialgleichung approximativ beschrieben: die Variationsgleichung. Das zeigt die
grundlegende Bedeutung dieser Gleichungen. Und sie empfehlen sich auch, weil man tiber
ihre Losungen viel sagen kann. Insbesondere die Theorie der linearen Differentialgleichun-
gen mit konstanten Koeffizienten ist eigentlich reine Algebra, das werden wir deutlich
hervortreten lassen. Die Gleichungen zweiter Ordnung stellen wir im einzelnen vor, weil
sich an ihnen schon manches in héchster Allgemeinheit zeigt, und weil sie als Schwingungs-
gleichungen wichtige Anwendungen haben. Schliellich behandeln wir die Eulerschen Dif-
ferentialgleichungen.

§ 1. Allgemeine Theorie der linearen Differentialgleichungen

Es handelt sich um die Gleichungen
T =A(t) - x.

Wir haben sie schon fiir z € R" betrachtet; als Variationsgleichung tritt eine solche
Gleichung auf. Jetzt wollen wir allgemeiner — oder spezieller, wie man’s nimmt — auch
komplexe Koeffizienten zulassen. Die Vektoren x, 2 sind hier also komplexe Spalten-n-
tupel.

Sei U = C" ein n-dimensionaler komplexer Vektorraum, und D C R ein offenes

Intervall. Eine homogene lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung ist durch



38 II. LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

eine stetige Abbildung
A:D —Endc(U)=C""

gegeben, namlich auf U x D als Gleichung
T =A(t)- .

Ist b: D — U eine weitere stetige Abbildung, so ist die zugehorige inhomogene lineare
Differentialgleichung
T = A(t) -z + b(t).

Weil auf kanonische Weise C = R?, z — (Re z, Im z), und daher C™ = R*" ist, und weil
Endc (C™) C Endg(R?"), eine komplex-lineare Abbildung C™ — C™ ist eine spezielle
reell-lineare Abbildung R?" — R?", so ist in der Tat die lineare Differentialgleichung mit
komplexen Koeffizienten auch ein Spezialfall derer mit reellen Koeffizienten, wie man auch
das Umgekehrte behaupten kann. Das ¢ bleibt hier stets reell, D ein Intervall, obwohl das
nicht so wesentlich ist. Eine Abbildung f: D — U ist entsprechend aus C*(D,U), wenn
sie als Abbildung D — R*" aus C*(D, R*") ist.

Im allgemeinen ist iiber die Losungen der linearen Differentialgleichungen zunéachst
folgendes zu sagen:

(1.1) Hauptsatz iiber lineare Differentialgleichungen.
(i) Die Losungen der linearen Differentialgleichung & = A(t)x sind auf ganz D definiert
und bilden einen n-dimensionalen komplexen Untervektorraum L von C*(D,U). Ist
T € D, so wird ein Isomorphismus L — U durch o — «a(7) hergestellt.
(ii) Die Losungen der zugehérigen inhomogenen Differentialgleichung & = A(t) - x + b(t)
bilden einen affinen Unterraum von C'(D,U) zum Vektorraum L.

Beweis: (i) Wir haben schon in (I, 1.6) als Anwendung der Picard-Lindel6f Iteration gese-
hen, daf es zu jedem Anfangswert u € U genau eine Losung oy, : D — U mit a,(7) = u
gibt. Also ist die Abbildung U — L, u — «, eine Bijektion, mit der Umkehrung

L—-U, «a—«ofr).

Nun ist L auch ein Untervektorraum von C'(D,U), nimlich der Kern der linearen Ab-
bildung
CY(D,U) — C%D,U), ar &a— Aa.

Auch ist die Abbildung « — «(7) linear, daher die erste Behauptung.

(ii) Man konnte zweifeln, ob die Losungen der inhomogenen Gleichung stets auf ganz
D definiert sind. Das wird sich nun in (1.3) von selbst ergeben. Dann ist aber die
Losungsmenge der inhomogenen Gleichung das Urbild von b € C°(D,U) bei der linearen
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Abbildung C*(D,U) — C°(D,U), a — & — Aa, also ein affiner Raum zum Vektorraum
L, dem Urbild von {0}. O

Betrachten wir zunéchst weiter die homogene Gleichung fiir U = C™. Eine Basis
©1,...,9n von L, also ein System n linear unabhangiger Losungen, heifit Fundamen-
talsystem, und die Matrix ® mit den Spalten ¢1,..., ¢, heiit Fundamentalmatrix
der gegebenen Differentialgleichung. Sie 16st die Differentialgleichung

z2=A(t)-z fir z e Endc(C")

zu einem reguldren Anfang ®(7). Ein beliebiger Vektor v € C" schreibt sich als Linear-
kombination der ¢; mit Koeffizienten h;, also v = ®(7) - h, und die Lésung zum Anfang
v ist a, = ® - h. Wahlt man ¢ so, dafl ®(7) = id, so erhdlt man den Isomorphismus

C"—=L, v—®- v,

invers zu dem des Satzes.

Die Losungen (1, ..., ¢, sind nach dem Satz genau dann linear unabhangig, wenn fir
ein 7 € D die Vektoren ¢1(7),...,¢,(7) linear unabhéngig sind. Mit anderen Worten:

(1.2) Bemerkung. Ist ® : D — Endc (C") eine Lisungsmatrix der homogenen Glei-
chung auf U = C", so ist det & = 0 genau dann, wenn det ®(7) =0 fiirein 7 € D.

Mit det ® ist hier eigentlich die Funktion det o® : ¢t — det(®(t)) gemeint. Wir werden
aber auch kiinftig dafiir meist det ® schreiben, weil es in Rechnungen bequemer ist.

Gesetzt, man hat die homogene Gleichung vollstandig gelost, also eine Fundamental-
matrix ® : D — End¢ (C™) gefunden, so gelingt die vollstiandige Losung des inhomoge-
nen Systems nach Satz (1.1), wenn man nur eine “spezielle” Losung findet; alle anderen
entstehen daraus durch Addition von Losungen der homogenen Gleichung. Wie findet
man diese spezielle Losung? Natiirlich durch Transformieren, mit der Transformation,
welche die Losungen der homogenen Gleichung in konstante Funktionen tiberfiihrt. Mit
anderen Worten, man schreibt die gesuchte Losungskurve an jeder Stelle ¢ nicht in ihren
Komponenten als Linearkombination der Standardbasis von C", sondern vielmehr als
Linearkombination der Spalten ¢; der Fundamentalmatrix ® des zugehorigen homogenen
Systems.

(1.3) Variation der Konstanten. Sei ® eine Fundamentalmatrix der homogenen Glei-
chung
T = Ax.
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Zur Losung einer zugehorigen inhomogenen Gleichung
T=Ax+0b

setze man y = ® 'z, also x = ®y. Die transformierte Gleichung ist 1y = ®'b und hat

die Losung
t

B(t) = u+/¢_1(s)b(s)ds

zum Anfang ((7) = u. Also hat die inhomogene Gleichung die Lisung

t

a(t) = )d Hr)v+ B(t) - /@_1(5) - b(s)ds

T

zum Anfang o(1) =v.

Beweis: Die transformierte Gleichung rechnet man leicht aus:

i = (Dy) = dy+ &y = Ady + Dy,
und andererseits gilt = Ax +b = Ady + b,

also 7 = ®~'b. Das iibrige ist klar. O

Uberhaupt folgt aus der Gleichung @ - @1 = id fiir eine differenzierbare Abbildung
® : D — Endc (C™) durch Differenzieren

POt 4+ (@) =0, also

(1.4) (@Y = —d 1oL,

Daraus erhalt man die transformierte Gleichung durch direktes Einsetzen in die Definition.
Merke: Die Matrizenmultiplikation ist nicht kommutativ, und die skalare Formel

(/@) = —¢/¢?

iibertragt man auf den nicht kommutativen Fall, indem man den quadratischen Faktor im
Nenner gerecht auf beide Seiten des Zahlers verteilt.

Es gibt keine immer anwendbare allgemeine Formel fiir die Losung der homogenen Glei-
chung, aber man kennt Losungsansatze fiir viele spezielle Typen. Besonders einfach sieht es
aus fiir Gleichungen in der Dimension eins, fiir Gleichungen mit konstanten Koeffizienten,
oder allgemeiner fiir die Gleichung & = A(t) - x, wobei die Matrix A dergestalt von t
abhéangt, dafl fir alle ¢,s € D gilt
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In diesem Fall ist die Fundamentallésung ® zum Anfang ®(7) = id durch
t
o(t)=ePW, B(t) = /A(s)ds

T

gegeben. In diesem Fall ist namlich
oo k oo
ieB(t):i B_: — .k-B.B1 = BB,
dt dt ;=0 k! =0 k!

Die entscheidende Gleichung (B*): = k - B Bk~ ist nicht immer richtig und folgt hier,
weil auch BB = BB. Letzteres heift ja

A(t) - /tA(s)ds = /tA(t)A(s)ds = /tA(s)ds'A(t).

Im allgemeinen, wie gesagt, bleibt die Suche nach Losungen ein Problem. Angenommen
jedoch man hat von der Gleichung

T=A(t) z

auf D x C" schon k linear unabhingige Losungen 1, ..., gefunden, so kann man
die Aufgabe, die fehlenden Losungen zu finden, lokal auf das Problem reduzieren, eine
Differentialgleichung der Ordnung n — k£ zu losen:

(1.5) Reduktion der Ordnung. Sind zu der Differentialgleichung auf D x C™
T=A(t) -z

schon die unabhdngigen Lésungen ¢1,...,pr gegeben, so ist (nach geeigneter Umnu-

merierung der Koordinaten) oBdA die Matrix ®(t) mit den Spalten @1,..., 9k, €x+1s---,€n

in t = 7 regulir. Wir benutzen ®~! zur Transformation der Gleichung und fiihren also

die Losungen @1, ..., ¢y anstelle der ersten Einheitsvektoren als Basis in C™ x {t} ein.

Die durch y = ® 'z transformierte Gleichung ist
j=—0 10> lr + d7li = 1 ADYy — DDy = dTHAD — D)y
Also hat die transformierte Gleichung die Gestalt

(%) y = B(t)y,

und die ersten k Spalten von B = ®1(A® — ®) verschwinden, weil die ersten k Spalten
von A® und ® iibereinstimmen. Wir zerlegen entsprechend y = (y1,y2) in die ersten k
und die letzten (n — k) Komponenten, dann hat die Gleichung (x) die Gestalt

Y\ k{ 0 By Y1

Y2 0 Bs Y2
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also 12 = Bsys, eine lineare Differentialgleichung der Ordnung n—k, und 1, = B1ys, was

nach Loésung der ersten Gleichung durch Integration zu lésen ist. 0

Das Verfahren funktioniert nur lokal um 7 € D, weil ® nur lokal regular sein muf} . Ist
allerdings die Differentialgleichung analytisch, wie alles zu sein pflegt, was man in Formeln
hinschreibt, so sind auch die Losungen analytisch, und eine lokale Losung ist auch global
eine Losung.

Schliefllich ein Wort iiber das Verhéltnis des Reellen zum Komplexen. Angenommen
A:D — Endg(R")

definiert die reell-lineare Differentialgleichung # = Az, x € R". Dann konnen wir A als
spezielle komplexe Matrix auffassen, und die zugehorige komplexe Gleichung

2=Az, zeC"

betrachten. Ist a eine komplexe Losung, also & = Aa, so ist die konjugierte Funktion &
auch eine Losung, weil A reell ist:

a = Aa = Aa = Aa.
Also sind die beiden Funktionen

Rea=f(a+a) und Ima=4(a—a)

reelle Losungen. Eine reelle Basis reeller Losungen ist auch komplex linear unabhéangig, also
eine komplexe Basis, denn ist }, Ajp; = 0,80 > (Re Aj)p; = > ,(Im Aj)p; = 0, also
A; = 0 fir alle 7, falls die ¢; reell und iiber R linear unabhangig sind. Hat man umgekehrt
eine komplexe Basis, so bilden die Real- und Imaginarteile ein reelles Erzeugendensystem.
Ist a(1) € R", soist a(r) = a(1), also a = & reell. Die Sétze dieses Abschnitts gelten
mit gleichem Beweis auch fiir reelle Gleichungen & = A(t)2+b(t), und R, R" statt C,C".

§ 2. Die Entwicklung der Determinante

Wir kehren noch einmal zuriick zur linear-homogenen Gleichung
T =A(t) - x.

Es ist zunéchst iiberraschend, wenn auch leicht zu sehen, dafl eine Losungsmatrix genau

dann fiir alle ¢ regulér ist, wenn sie fiir ein ¢ regulér ist. Genaueres lehrt der folgende



§2. DIE ENTWICKLUNG DER DETERMINANTE 43

(2.1) Satz von Liouville. Sei ¥ : D — End(C") eine (n x n)-Losungsmatrix der

homogenen Differentialgleichung & = Ax, dann gilt:
(det W) = Sp(A) - det ¥, Sp = Spur.

Folgerung. Fiir A € Endc (C") ist dete? = 5P 4,

Beweis (Folgerung): e?! 16st # = Az mit Anfang id. Nach dem Satz 16st also det et?
die Gleichung 3 = Sp(A) -y zum Anfang det(id) = 1. Dasselbe tut auch eSP(4)? also sind
beide Funktionen gleich. OJ

Beweis (Satz): Hat U(t) = (¢1,...,%,) die Spalten 1, , so gilt

Z: det(wlv s 7¢i—17¢i7wi+17 <o 7¢n)7

=1

denn det(V) ist das Dachprodukt der Spalten von W:

(2.2) (det W)

det(W) =1 A -+ Ay,

und weil das Dachprodukt bilinear ist, gilt fiir die Ableitung die Produktregel, was (2.2)

nur besagt.
Betrachten wir nun zu einem 7 € D zunéchst eine Fundamentalmatrix ® mit ¢(7) = id,
so folgt
(det @) (7) = > det(er,...,€i—1,Aei,€i41,...€,) = Sp A= SpA-det ®(7).

=1

Allgemein ist nun fiir eine Losungsmatrix W(t) = ®(¢) - C' mit einer konstanten Matrix C,

also
(det W) (7) = (det @ - det C)* (1) = Sp A - det(®(7) - C) = Sp A - det ¥(7).

Der Satz von Liouville beschreibt, wie sich das Volumen etwa eines Einheitswiirfels
unter der Transformation W(t) &ndert. Fiir eine Fundamentalmatrix ®(t) ist

(det @)/ det & = d/dt log(det ) = Sp(A),

und Sp(A) ist damit die Zuwachsrate des Volumens unter ®(¢). Ist zum Beispiel
stets Sp(A) = 0, so bleibt das Volumen konstant. Die Gleichung fiir det ¥(¢) kann man
natiirlich leicht 1osen, es ergibt sich

¢
(2.3) det U(t) = det U(7) - exp / Sp(A(s))ds.

T
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Wie immer soll man das Lineare eigentlich als lineare Approximation deuten: Allgemein
gehort zu einem C!-Vektorfeld v auf U C R"™ ein lokaler Fluf}, fiir den lokal, etwa in
der Umgebung U; von p € U, die Zeittransformation ®; : Uy — U definiert ist, und die
Variationsgleichung sagt (mit D = D,,)

(D®4(p)) = Du(®+(p)) - DP+(p),
also nach (2.1), angewendet auf D®; fiir W(t), folgt
(det D®¢(p)): = Sp Dv(P¢(p)) - det D¢ (p).
Die Grofle
(2.4) Sp(Dv(x)) = (0v1/0x1 + -+ + vy, /Oy ) (x) =: divyv

heiflit Divergenz von v. Wir haben also die

(2.5) Formel von Liouville.

(det D®;) = div(v) o @y - det DP,.

Durch Auswerten an der Stelle 0 ergibt sich daraus die Beschreibung der Divergenz:
(2.6) divyv =d/dt | det D®,.
t=0

Die lineare Transformation D®; ist die lineare Approximation von ®; um p, und man
kann daher auch die Grofe div,v als Rate der Anderung des infinitesimalen Volumens um
p unter ®; deuten. Ist div v = 0 auf dem Phasenraum, so ist det D®; konstant, also
det D®; = 1, die Jacobische der Zeittransformation ®; ist volumenerhaltend. Betrachten
wir etwa eine kompakte Menge K C U, wo die Transformation ®; definiert ist, und
integrieren (2.6) iiber x € K, so ist

/det Do dx = / dx = NP K)

K oK

das Volumen von ®;K , nach der Transformationsformel der Integralrechnung (Bd. 2, TV,
2.3). Also haben wir

(2.7) d/dt | AM(P:K) :/divmvdx.
t=0
K

Beachte, dal det D®; positiv ist, weil diese Determinante stetig von ¢ abhéngt, nie
verschwindet, und weil det D®y = 1 ist. Ist 0K der topologische Rand von K und
v|0K = 0, so kann keine Integralkurve K verlassen oder von aufien betreten, denn auf
OK sind alle Integralkurven konstant. Daher leben alle Integralkurven, die in K beginnen
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ewig, und ®;K = K. In diesem Fall verschwindet die linke Seite von (2.7), also auch die
rechte, [, divy(v)dz = 0. Daraus ergibt sich allgemein:

(2.8) Bemerkung. Ist K C U kompakt, so ist [, divy(v)dz durch v|0K bestimmt. [

In guten Fallen sagt die Gaufische Integralformel, wie es bestimmt ist:

/ div(v) = / (v, n).

K 0K

Die Anderungsrate des Volumens von ®,K ist gleich dem Integral iiber 9K des Normal-
anteils n des Geschwindigkeitsfeldes. Das werden wir nach und nach genauer erkldaren
(Kap. VI, §5).

Ich schliefle mit einem physikalischen Beispiel.

(2.9) Hamiltonsche Gleichungen. Ein mechanisches System mit n Teilchen habe die
vom jeweiligen Ort der Teilchen abhéngige potentielle Energie u(x), x = (z1,...,%3,),
drei Raumkoordinaten fiir jedes Teilchen, und die kinetische Energie T'(&) = 3>, m;@?.
Die Impulse sind y; = m;;, und wir schreiben die Gesamtenergie als Funktion von Ort

und Impuls
H(z,y) = u(z) + 3 > m; 'yi.

Diese Funktion H von Ort und Impuls, die hier als unabhéngige Variable z,y in R®"
zu lesen sind, heifit Hamiltonfunktion des Systems. Wir denken uns die Hamiltonfunk-
tion H fiir alle moglichen Werte der Koordinaten z,y gegeben. Die Entwicklung des
Systems von gegebenem Anfang in der Zeit wird dann durch eine Kurve ¢ — (z(t),y(t))
beschrieben. Fiir sie gilt nach den Vorstellungen der Newtonschen Mechanik

U; = m;x; = i-te Kraftkomponente = Ou = OH

B 8.@1 B 8371

Das Vektorfeld auf dem Phasenraum R°"
.I"i = 8H/8yi, yl = —8H/8xz
heifit Hamiltonsches Vektorfeld (Hamiltonsche Gleichungen).
Die Entwicklung des Systems in der Zeit wird durch den Hamiltonschen Fluf3, den
FluB zu dem Vektorfeld, beschrieben. Unter viel allgemeineren Bedingungen geniigt die
Entwicklung eines physikalischen Systems Hamiltonschen Gleichungen fiir eine geeignete

Funktion H ; das zu erklaren ist hier nicht der Ort. Wir bemerken aber: Der Hamiltonsche
Fluf3 ist volumentreu; die Divergenz des Hamiltonschen Vektorfeldes verschwindet.
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Die Divergenz ist namlich

0 0

OH /0y; —0H/0z;) = 0.
¥ 5, (0H/0y) + X 5 - (0 H o)
Diese Aussage spielt eine wichtige Rolle in der statistischen Mechanik: Der Hamiltonsche
FluB fliefit wie eine inkompressible Fliissigkeit.

Die Hamiltonfunktion H selbst ist eine Erhaltungsgrofie des Hamiltonschen Flusses, sie ist
auf Orbits konstant (Energieerhaltung). Die Ableitung von H in Flufirichtung ist ndmlich

d/dt(H o @) = (dH, ;) = (dH,v) = 3. 0H/x; - OH/0y; + 5" 0H [0y:(~0H |0x;) = 0.

Auch von Erhaltungsgréfien soll noch systematisch die Rede sein (Kap. 111, §2).

§ 3. Autonome lineare Differentialgleichungen

Es handelt sich um die Gleichung
:t:AIE, A e End@(U)

auf einem komplexen Vektorraum U mit einer konstanten Matrix A. Der Vektorraum
U ist ein spezieller reeller Vektorraum, und A insbesondere R-linear, wir wissen also aus
dem Iterationsverfahren von Picard-Lindel6f, dafl man ein Fundamentalsystem durch die
Exponentialreihe erhalt:

Oy = e = 3 AFR /R
k=0
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Das bestétigt man auch direkt, wenn man einige einfache Rechenregeln fiir die Exponen-
tialfunktion fiir Matrizen annimmt:
(M) = (3 AR /Rl = Y AFRF /Rl = A S AR/ - 1)1 = AeAt,
k=0 k=0 k=1
Es bleibt ein bifichen zu verifzieren — nicht ohne weiteres darf man eine Reihe gliedweise
differenzieren, aber hier handelt es sich (ausgeschrieben in Koordinaten) um ein System

von Potenzreihen. Wir haben jedoch allgemein die

(3.1) Rechenregeln fiir die Exponentialfunktion.
(i) Ist AB = BA, soist BeA = e4B und eAT8 = e4.¢P; insbesondere e-e™4 = ¢’ =id,
also e ist stets reguldr.
(ii) Ist B regulir, so ist BeAB~! = eBAB™"

Beweis: Beides folgt leicht direkt aus der Definition, aber man kann auch so argumen-
tieren:

(i) Die Funktionen ¢ ~— BeA! und t — e4*B haben gleichen Wert B fiir ¢ = 0, und
erfiillen dieselbe Differentialgleichung # = Az. Die erste: (Be??) = BAeAt = ABe?t, die

zweite offenbar auch. Also sind beide Funktionen gleich, insbesondere fiir ¢t = 1.

Wir schlieBen ebenso, daf$ die Funktionen t — e(4At5) und t — eAteBt gleich sind, sie
l6sen 2 = (A + B)z. Die erste offenbar, die zweite:

(eAteBt). _ eAtBeBt +A6AteBt _ BeAteBt +A€At6Bt _ (A—i—B)eAteBt.

(ii) Die Funktionen ¢t — BeA*B~! und t — eBAB 't ]3sen zum gleichen Anfang die
Differentialgleichung 2 = BAB~'z. Die zweite offenbar, die erste:

(Be*B™1) = BAe*'B™! = (BAB™1)Be'B~!.

Die Differentialgleichung # = Ax geht durch die Transformation y = Bz in die Diffe-
rentialgleichung ¢ = Bi = BAx = BAB™ 'y, also

) = BAB™ 'y mit Fundamentalmatrix eBAB 't

tiber. Um also die Fundamentalmatrix durch klassische Funktionen (Exponentialfunk-
tion und Polynome) zu berechnen, werden wir die Matrix A auf geeignete Gestalt trans-
formieren; so nimlich, dafl die transformierte Matrix BAB~! Jordansche Normalform
hat.
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Hier ist vielleicht eine kleine algebraische Erinnerung am Platze. Wir betrachten Poly-
nome und Vektorraume iiber einem fest gegebenen Koérper, meist R oder C. Sind p,q
teilerfremde Polynome, so findet man mit dem Euklidischen Algorithmus Polynome h, k,
so daf

(3.2) 1 =h(X)p(X) + k(X)q(X).

Ist nun A : V — V ein Endomorphismus eines Vektorraums, so kann man A fiir X

einsetzen.

(3.3) Erster Zerlegungssatz. Ist f ein Polynom und f = p-q eine Zerlegung in teiler-
fremde Faktoren, so ist

ker(£(4)) = ker(p(A)) @ ker(q(A)).

Beweis: Sei W = ker(f(A)). Aus der Gleichung (3.2) folgt
W =kq(A)-W + hp(A) - W.

Der erste Summand wird von p(A), der zweite von g(A) annulliert, also W = kerp(A) +
ker ¢(A). Die Summe ist direkt, denn der Durchschnitt liegt in

ker (h(A)p(A) + k(A)q(A)) = ker(id) = 0.

Ist nun V' endlichdimensional, so gibt es immer Polynome f mit f(A) = 0, und der
Einfachheit halber erinnern wir an den

(3.4) Satz von Hamilton-Cayley. Ist A:V — V ein Endomorphismus eines endlichdi-

mensionalen Vektorraumes und
Xa(X) =det(Xid — A)
sein charakteristisches Polynom, so ist

xa(A) =0.

Demnach ist V = ker x4(A), und wenn wir y4 in teilerfremde Polynome zerlegen:

XA =DP1".--" Dry
so zerfillt V' entsprechend in unter A-Operation invariante Summanden

V =ker(pi1(A)) & - - - & ker(p,(4)).
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Im Falle eines komplex linearen Endomorphismus A : U — U eines komplexen Vektor-

raumes U hat man eine Zerlegung
xa(X) = HI(X — )"
J:
des charakteristischen Polynoms, und den Eigenwerten A € {\1,..., A} entsprechen so
bei der Zerlegung des Raumes die verallgemeinerten Eigenraume

U(X) = ker(A — Aid)".

Beachte, dal der Kern sich nicht mehr dndert, wenn man die Potenz erhoht, man kann

immer n nehmen. Diese Zerlegung
U=UNM)®---dUN)

ist schon ein wesentlicher Teil der Jordanzerlegung. Sie liefert die Jordan-Chevalley
Zerlegung von A in den halbeinfachen Teil D, der auf U()) durch Multiplikation mit
A gegeben ist, und den nilpotenten Teil N, der auf U(A) durch (A — \id) gegeben ist:

(3.5) A=D+N, DN=ND, N"=0.

Zur Bildung der Jordanschen Normalform zerlegt man die U(\) weiter in zyklische Sum-

manden U; und landet bei einer Zerlegung
V=U& --eU, AU;CU;.
Jedes U; hat eine Basis uq,...,u, mit
(A= Aid)us41 = us, (A —Aid)ug =0,

wenn Uj; ein zyklischer Summand von U(\) ist. Beziiglich so einer Basis wird der Endo-
morphismus A : U; — U; durch eine Jordanmatrix
Al

(weiBe Stellen sind 0)

—_

dargestellt.

Nun also wieder zur linearen Differentialgleichung
T=A -z
zunachst iiber C. Der Fluf} zerfallt wie der Raum U, und man muf3 nur die Abbildungen
At U; - Uy, Ay =AU Uy — U,

berechnen.

Ist also A eine Jordanmatrix wie oben, so ist

s—=1¢v
At _ M Nt Nt
(3.6) et =e"-e e uszzﬁus_y,
v=0 ¥-
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so daB also eV? als Matrix die folgende Gestalt hat

1ot 32 - Y0 —-1)!
1t ;
(3.7) Nt = L (Nullen unter der Diagonale)
t2/2
t
1

Die einfachste Darstellung findet man, wenn keine nilpotenten Anteile auftreten. In diesem
Fall kann man A auf Diagonalgestalt transformieren, und fiir eine Diagonalmatrix
A1 et
A= ist et =
)\k €Akt
Das Komplexe freilich ist, zumal in den Anwendungen, nur eine geschickte Weise, das
Reelle darzustellen, und so wollen wir auch eine reelle Normalform einer reellen Matrix A
beschreiben. Sei also V= R"™ und A:V — V eine R-lineare Abbildung, gegeben durch
eine reelle Matrix. Das charakteristische Polynom x4 von A ist dann auch reell. Zerlegen

wir es im Komplexen in Linearfaktoren, so erhalten wir

a(X) = TLOX =)+ TT (X = A0) - (X = X)),
J=1 j=k+1

)‘j € R(:>j§k und Ai7é)\ja )\17&5\3 fur 275]
Entsprechend zerlegt sich der reelle Vektorraum V = R", auf dem A operiert, in die
A-invarianten Unterrdume
V(A) =ker(A—Aid)", Xe R;
V(A) =ker((A — Xid)(A — Xid))", X ¢ R.
Die ersten fiir j < k sind nun weiter in zyklische Summanden zu zerlegen und mit einer
Jordanbasis zu versehen, wie im komplexen Fall. So kommt man wieder auf Losungen fiir

die Komponente in einem zyklischen Summanden von V(A) mit A € R, wie in (3.6), (3.7)
beschrieben.

Jetzt wenden wir uns den Summanden V(\) mit A ¢ R zu. In C" hat man fiir A und

)\ die A-invarianten Unterrdume
U(N) =ker(A — Xid)", U(N) = ker(A — \id)",

und es ist

VA =UNeUMN)N R™

Es zeigt sich nun, dal die Operation von A auf V()\) bei geeigneter Basiswahl so aussieht,
wie die Operation von A auf U(\), wenn man bei letzterer nur die reelle Struktur beachtet.
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~Y

(3.8) Lemma. Es gibt einen reell-linearen Isomorphismus V(\) = U(\), so daff das

folgende Diagramm kommutativ ist:

V) —— V(A

~—

Zusammen haben wir dann eine reelle Zerlegung
R"=V(A\)&---aV(\),
und jedes V(N\), XA € {\1,...,\.} gestattet eine weitere Zerlegung
V()\) =W d---&d Wg()\)
in invariante Teilraume, so daf fiir jedes W; einer der beiden Falle eintritt:

(i) A ist reell und A|W; wird fiir eine geeignete Basis durch eine Jordanmatrix zum
Eigenwert \ gegeben.

(ii) A ist nicht reell, WW; 148t sich mit der Struktur eines komplexen Vektorraumes verse-
hen, sowie mit einer komplexen Basis, so dafl A beziiglich dieser Basis durch eine
Jordanmatrix zum Eigenwert A\ gegeben ist.

In beiden Fillen ist e'|W; wie oben durch eine Jordanmatrix zu beschreiben, und es
ist leicht moglich, wenn auch selten niitzlich, die komplexe Schreibweise durch Zerlegen in

Real- und Imaginéarteil in eine reelle Schreibweise zu verwandeln.

Beweis des Lemmas (3.8): Sei also A eine reelle Matrix mit Eigenwerten A, \, und sei

U=U(\) ®@U(\) der zugehdrige Summand von C™ wie oben. Die Konjugation definiert

einen R-linearen Isomorphismus

c:U—=U, (u,v)— (v,u)eUNadUN),

der mit A vertauschbar ist, denn A ist reell. Die Komponentenschreibweise entspricht der

direkten Zerlegung U = U(A) @ U(A), nicht den Komponenten in C".

U——U
A

U——U
A

Der Raum der reellen Vektoren V' = U N R" ist gerade der Raum der Vektoren die unter
¢ festbleiben, und das sind offenbar die Vektoren {(u,@) | u € U(A)}. Der gesuchte
R-Isomorphismus ist also durch

UXN =V, ur (u,u),
gegeben. O
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Beispiel. Um die Differentialgleichung & = y, v = —w?

x zu losen, wahlt man den
reell-linearen Isomorphismus R? — C, (x,y) — x — %y, und der Differentialgleichung
entspricht auf C die Gleichung

2 =iwz, also & — iy =iw(x — éy) =y+iwr, dh =y, y=—-wa.

Die Losungen sind e*? - a, und das ist die Schreibweise, die man als Physiker immer
benutzt.

Wie man zu einer gegebenen Gleichung, also zu einer Matrix, die Transformation in die
Jordansche Normalform praktisch ausrechnet, lehrt die Lineare Algebra. Das Wichtigste,
wie wir noch sehen werden, ist jedoch die Zerlegung in die verallgemeinerten Eigenraume
und die Berechnung der Eigenwerte. Sie allein bestimmen im allgemeinen das Limesver-
halten der Losungen fiir grofie t.

Die inhomogene Gleichung

&= Az + b(t)

wird durch Variation der Konstanten gelost. Es ergibt sich
t

z(t) = eMtag + e /eAsb(s)ds.
0

§ 4. Die linearen Differentialgleichungen der Ebene

Wir wollen in diesem Abschnitt betrachten, was die allgemeinen Losungsformeln des
letzten Abschnitts in der Dimension zwei geometrisch bedeuten.

Gegeben sei also die reelle Differentialgleichung
i=A-z, zeR)® AeEndg(R?.

Die Matrix A habe die komplexen Eigenwerte Aq, Ao, und wir nehmen an, dafl beide
nicht verschwinden. Andernfalls hiatte man nach Transformation die Gleichungen &, = 0,
Tog = Arg mit A € R, oder &9 = x1, deren Losungen leicht zu beschreiben sind.

Wir unterscheiden folgende Félle:

(a) )\1 . )\2 > 0,
I) M #A 11, und
(D) A # Ao veell, un {(b) AL Ao < 0.
2
(IT) Ay = A2 = X (folglich reell), und der Eigenraum von A hat die Dimension { Ez)) 17

(a) Re A #0,

III) A\ = X2 # Ao, und
(III) Ay 2 7# A2, un {(b) Re A = 0.
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(I a) Der Knoten. Die Normalform ist & = A1z, § = A2y, die zugehorige Losungsschar
ist
(z(t),y(t)) = (ae™’, be?*")

und Aj, Ay haben gleiches Vorzeichen, wir wollen annehmen negatives, denn sonst wird
nur die Orientierung aller Kurven umgekehrt. Sei etwa Ao < Ay < 0. Ist a = 0, so lauft
die Losung auf der y-Achse gegen 0, ist b = 0, so lauft sie auf der z-Achse gegen 0;
sind a,b # 0, so konvergieren alle Losungen gegen 0 fiir t — oo, und wir kénnen y als
Funktion von x schreiben. Dann gilt:

dy

— — é . E . 6(>‘2_A1)t
dr T a M\

— 0

fir t — 0.

(I b) Der Sattel. Die Normalform und die Losungsschar sind dieselben, wie in (I a), aber
hier sind die Vorzeichen der A1, Ay verschieden, und wir diirfen annehmen Ay, < 0 < Ap.
Fiir ¢ — oo geht

x(t) — +oo, y(t) — 0, i 0.

Fiir ¢t — —oo geht
z(t) — 0, y(t) — £oo, — —0.
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(IT a) Degenerierter Knoten. Hier ist \; = Ay = A € R, oBdA X < 0, und die

Losungen sind

8

=

(2(8), y(t) = €*(a,b).

Sie laufen auf Geraden nach 0.

(IT b) Degenerierter Knoten. Hier ist Ay = Ao = A € R, o0BdA X < 0, und der
Eigenraum von A hat die Dimension 1. Die Normalform der Gleichung ist

x\ (A1 x
y) \0 AJ\y)’
die zugehorige Losungsschar

(20) =ae (5) 0 (1)

Jedenfalls ist lim;—, o (z(t),y(t)) = 0. Ist b = 0, so laufen die Losungen auf der z-Achse

ZhS

8

nach 0, und allgemeiner gilt

Y b .
L — fir t — %oo.
P axbgp 0t fees
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(IIT a) Die Spirale. Hier ist A = a+ i3, [ # 0, und wir nehmen oBdA an « < 0, und
diirfen 3 > 0 annehmen, weil auch A\ ein Eigenwert ist. Die Normalform in komplexer

Schreibweise ist
zZ = A\z.

Die zugehorige Losungsschar ist

Fir ¢t — oo geht
[2(t)] = e*' — 0

monoton, und

C > C, 2z~ Pz

ist eine Drehung um den Winkel (¢; man erhalt folgendes Bild:

(III b) Der Wirbel. Hier ist A = i3, die Losungsschar in komplexer Schreibweise also

2(t) = el z.
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Die Losungskurven sind Kreise um 0 — nach einer linearen Transformation, vorher also
Ellipsen.

§ 5. Differentialgleichungen hoherer Ordnung

Es handelt sich um Gleichungen, in denen auch die hoheren Ableitungen von = auftreten.
Zum Beispiel wird die Bewegung eines Massenpunktes bei kleiner Auslenkung aus einer
Ruhelage, unter dem Einflul eines Potentials v durch die Differentialgleichung

T = —gradu

beschrieben. Ist etwa 0 ein Gleichgewichtspunkt, also grad u(0) = 0 und u zweimal stetig
differenzierbar, so gilt in der Néhe von 0 n&herungsweise u(z) = %%H x, wobei H die
Hessematrix von u am Ursprung ist. Also wird man auf die Differentialgleichung

i = —grad(3 wHz) = —Hx

gefithrt. Sie ist leicht durch lineare Transformation zu losen. Weil namlich H symmetrisch
ist, kbnnen wir ein orthonormales Koordinatensystem, also eine Transformation B € O(n)
wihlen, so dal BHB~! = D eine Diagonalmatrix ist. Setzen wir y = Bx, so gilt

jj=Bi=—-BHB 'Bxr=—-Dy
also 9, = —A,y,, wenn A, der v-te Eigenwert ist, und damit fiir A\, > 0
Yy, (t) = aetrt 4 peTtovt = V.
Die w, heilen Eigenfrequenzen, und die Achsen des y-Systems, die Eigenrdume von H

heiflen die Hauptachsen des Elastizitatstensors H .

Wie ordnen sich solche Gleichungen in das vorher Gesagte ein? Gegeben sei ein Zeit-
intervall D C R und eine offene Menge U C R", der Phasenraum, dann ist eine
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Differentialgleichung n-ter Ordnung durch eine stetige Funktion f : Ux D — R gegeben,
namlich als Gleichung

dk
5.1 (] = gyt g [l = =y,
(5.1) y fW, 9,y ),y Y
Eine Losung der Differentialgleichung f ist also eine C"-Funktion a: D; — R, D; C D,
so daf

al™l = f(a,o'z,...,a[”_l],t).

Man fiihrt eine solche Gleichung auf ein System von Gleichungen erster Ordnung zuriick,

[%]

indem man die y'*!, k=0,...,n — 1 als neue Variable zj einfiihrt, mit den zusatzlichen

Gleichungen #j_1 = xj. Also man ordnet der Differentialgleichung f die Gleichung erster
Ordnung

&= F(z,t), == (x0,...,2Tn-1), F(z,t):=(x1,...,2n-1,f(z,1))

zu, was in sinnfélligerer Schreibweise als Gleichung besagt

To = T
T = T2
(5.2)
Tp—o = Tn—1
Tn1 = f(zoy...,Tp_1,t).
Ist 8= (Bo,...,0n-1) eine Losung von (5.2), so ist a := [y eine Losung von f, und ist
« eine Losung von f, so ist
6= (a,d,... ,oz["_l])

eine Losung von (5.2). Daher lassen sich alle Sétze, die wir iiber Differentialgleichungen
bewiesen haben, auch fiir Differentialgleichungen hoherer Ordnung umformulieren. Den
Anfangswerten x(7) entsprechen dabei die Anfangswerte

(y(r),9(7), -y (7))

fiir die Gleichung n-ter Ordnung. Man muf sich also nicht nur den Wert der Losungen,
sondern auch die Werte der Ableitungen bis zur Ordnung n — 1 vorgeben, dann existiert
— unter den Voraussetzungen die wir frither angefithrt haben — lokal oder global genau
eine Losung zu diesem Anfang. Wie frither hat man also lokale Losungen

Oé(x()?' .. 7:1:7747171;)7 a[n] = f(Oé, .. ,Oé[nil],t)
oo, a1, T) = fir k=0,...,n—1.

Natiirlich kann man nach demselben Schema aus einem System von Gleichungen hoherer
Ordnung ein System von noch mehr Gleichungen erster Ordnung machen.
Wir wollen betrachten, was hier aus den linearen Gleichungen wird.
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FEine lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung ist durch stetige Funktionen
ay,,b:D—-C, v=0,...,n—1,
als Gleichung
(5.3) Y™ =ao()y + ar(t)y + -+ an—1 )y "+ b(t)

gegeben. Sie heiffit homogen, falls b = 0.

Die Definition besagt gerade, dafl die zugehorige Gleichung (5.2) linear ist; auch ist die
Zuordnung o — (o, @, . .. ,a[”_l]) linear. Daher folgt aus dem, was wir in § 1 {iber lineare
Differentialgleichungen bewiesen haben:

(5.4) Satz. Die Losungen der homogenen linearen Differentialgleichung (5.3) bilden einen
n-dimensionalen komplexen Untervektorraum L C C™(D,C). Ist 7 € D, so ist ein

Isomorphismus L — C" durch
a (a7),é(r), ..., ol " (7))

gegeben. Die Lésungen der inhomogenen Gleichung (5.3) bilden einen affinen Raum zum
Vektorraum L.

Eine Basis von Losungen @1, ..., y, der homogenen linearen Gleichung heifit ein Fun-
damentalsystem. Sind die ¢ Losungen der homogenen Gleichung, so heifit die Matrix

gpl P (pn
ot)y=|
g0[1n—1] o gOLbn—l]

eine Wronskimatrix und W (t) = det ®(t) heifit die Wronskideterminante der linear-
homogenen Differentialgleichung. Genau dann ist konstant W (t) = 0, wenn W () = 0 fiir
ein 7 € D, und W (t) geniigt der Differentialgleichung

W(t) = an_1 ()W ().

Beweis: Das sind nur Umformulierungen der bewiesenen Satze tiber lineare Differential-
gleichungen. Ordnet man der Gleichung

y!" = agy +ary+ -+ ap_ay!" Y

das zugehorige System (5.2) zu, so erhélt man die lineare Differentialgleichung
0o 1 --- 0

(5.5) i=Az, A=]| - 1 , SpA=a,_;.

ao DY an_l
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Daher die letzte Behauptung des Satzes. 0

Wir wollen diese Gleichung ndher untersuchen, fiir den Fall, daf3 die a, konstant sind.
Sie ist dann auf ganz R definiert. Wir wollen sie in der Form

schreiben. Das zugehorige System & = Az nach (5.5) hat auch konstante Koeffizienten
und ist also ein autonomes lineares System, wie in §3. (Jetzt muf} die letzte Zeile von A
negatives Vorzeichen erhalten, weil wir das Vorzeichen von y!™! gesindert haben). Es wire
jedoch ungeschickt, die Losungen auf diesem Wege zu suchen, man kommt besser direkt
zum Ziel. Das charakteristische Polynom der Gleichung (5.6) ist das charakteristische
Polynom von A, und dieses ist (bei passend gewé#hltem Vorzeichen)

(5.7) det(X -id— A) = X" +ap,_ 1 X" '+ +ag.

Beweis: Entwickle die Determinante nach der ersten Spalte:

X -1 0o --- 0
o X -1 - 0
det(X -id — A) =det | : : =X -dy_1 + ao,
X -1
ag - X‘f’an—l
wobei d,,_; eine Determinante der gleichen Gestalt mit letzter Zeile (aq,...,a,—1 + X)
ist, also dp,—1 = X" ' 4+ a,_1 X" 2+ ...+ a; nach Induktion. ]

Wichtig ist, da der Gleichung (5.6) auf ganz formale Weise das Polynom (5.7) zuge-
ordnet ist. Umgekehrt ist jedem Polynom

f(X)=X"+a, 1 X" '+ 4 ag
eine Differentialgleichung

zugeordnet. Diese umgekehrte Zuordnung kann man durch folgenden rein algebraischen
Proze3beschreiben:
Sei V' ein Vektorraum, etwa iiber C, und D : V — V ein linearer Endomorphismus,

dann ordnen wir jedem Polynom
f(X) =Y a X" ¢ C[X]

den Endomorphismus f(D) = " axD* € End(V) zu, und definieren so einen Homomor-

phismus
C[X]— End(V), fw f(D).
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Man rechnet ja mit dem X wie mit einer Unbestimmten, die man insbesondere durch

X = D bestimmen kann. Davon haben wir frither schon Gebrauch gemacht.

In unserem Fall ist V' der Vektorraum der C'°°-Funktionen C*°(R,C), und D = %
die Ableitung nach der Zeit. Wir wissen ja schon, daf} alle Losungen C'°°-Funktionen und
auf ganz R definiert sind. Dem Polynom f € C[X] ordnen wir die lineare Differential-

gleichung
L= 3 ety =0 4=t
_ = ar—— g a’fb = N

mit dem charakteristischen Polynom f zu.

S

Wir suchen also die Funktionen « € ker(f(D)), denn ker(f(D)) ist der Losungsraum
der Differentialgleichung. Wo das gesagt ist, bleibt nur ein bifichen Algebra, woriiber wir
schon gesprochen haben.

(5.8) Satz. Sei f(X) = (X —A1)™ -...- (X — A\g)™ ein Polynom mit den verschiede-
nen Wurzeln Ay,...,\;. Dann hat die lineare Differentialgleichung f(d/dt)y = 0 das
Fundamentalsystem der Losungen

5. et s=0,1,...,n; — 1.

Beweis: Nach dem Ersten Zerlegungssatz der Linearen Algebra (3.3) ist
k
ker(f(D)) = @ ker(D — X;)™
j=1
Wir miissen also zeigen, dafl die Funktionen
e s<m—1,
ein Fundamentalsystem der Differentialgleichung
(D—-X\N)"y=0, D=d/dt,
bilden. Eine kleine Rechnung zeigt
(D = N(eMp(t) = eMa(t).

In einem kleinen Diagramm, dessen senkrechte Pfeile durch Multiplikation mit der Funk-
tion t — e* gegeben sind:
v d/dt

o |= | V=C%(R).

Vv

V — V
D—)
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Das sagt: Die Transformation ¢ +— e**-¢ fiihrt das Problem, die Gleichung (D —\)"y = 0
zu 16sen, auf das Problem zuriick, die Gleichung (d/dt)™y = 0 zu l6sen. Dies wird genau
von den Polynomen vom Grad hoéchstens m — 1 gelost, und die Polynome ¢°, s <m — 1
bilden eine Basis dieses Polynomraumes. Folglich durch Riicktransformation: Die ¢* - e,

s <m — 1, bilden eine Basis des Losungsraumes von (D — \)"y = 0. O

Alles hatte man natiirlich auch aus den expliziten Losungen linearer Systeme heraus-
melken konnen, aber hier war der direkte Weg kiirzer, und er fiihrt zum rein algebraischen
Grund fiir das Ergebnis. Wenn man iibrigens erst einmal eine Fundamentalmatrix ®(¢)
einer linearen Differentialgleichung & = A - x hat, so folgt der Eindeutigkeitssatz fiir diese
Gleichung auch durch Variation der Konstanten mit ®. Die vorhergehende Theorie der
Differentialgleichungen haben wir also hier gar nicht gebraucht.

(5.9) Bemerkung iiber reelle Losungen. Hat das Polynom f reelle Koeffizienten, so
sind die Realteile und Imaginérteile komplexer Lésungen reelle Losungen von f(D)y = 0.
Man erhalt also das reelle Fundamenalsystem der Funktionen

t3eit, fir Aj e R,
te®it cos Bt

o falls \j = a; +1i8;, «;,0; € R, 3; >0,
t%e®i" sin 31

mit 0 <s<n; — 1.

Als Anwendung betrachten wir die Differentialgleichung der gedampften Schwingung
(5.10) i+ 2uy + wiy = 0.

Der Dampfungsfaktor 2 kann zum Beispiel in mechanischen Schwingungsvorgangen durch

Reibung entstehen. Ist p = 0, so ist ein Fundamentalsystem durch
coswot, sinwyt

gegeben, also wq ist die Frequenz der ungedampften Schwingung. Das charakteristische
Polynom ist
f(X) = X% +2uX 4w

A= —p+/p?—wd.

mit den Nullstellen
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Wir setzen p > 0 voraus, und unterscheiden die Falle

(i)

Gedampft periodische Schwingung 0 < i < wg. Dann hat man die konjugiert

komplexen Wurzeln

A= —ptiy/wi—p?=—ptiv, w=/wi—p2,

und ein Fundamentalsystem ist durch Real- und Imaginarteil der Funktion
e*ﬂ«t . eiwt

gegeben. Der zweite Faktor beschreibt eine harmonische Schwingung mit gegeniiber

dem ungedampften Fall verkleinerter Frequenz w. Der erste Faktor beschreibt eine

Abnahme der Amplitude mit konstanter Rate .

©)

Aperiodischer Grenzfall ;= wq. Dann ist f(X) = (X + p)? und ein Fundamen-
talsystem ist durch die Funktionen

e M temH

gegeben, die wir auch in dem vertrauten zweidimensionalen Bild zusammenfassen. Es

lehrt jedenfalls auch, dafl jede Losung gegen Null lduft — und zwar allenfalls einmal

W
IS

ausschlagend.




§ 6. PERIODISCHE INHOMOGENITATEN 63

(iii) Vollstandig geddmpfte Schwingung ;1 > wp. Dann hat das charakteristische
Polynom zwei reelle Nullstellen

)\1,2:—,u:|:\/,u2—wg<0.

Ein Fundamentalsystem bilden die beiden Funktionen

e/\lt, 6/\2t.

Beide Losungen gehen exponentiell gegen Null, und beide zusammen zeigen das Bild

T

Eine Linearkombination der beiden Fundamentallosungen kann immer noch einmal auss-
chlagen, aber nicht ofter.

§ 6. Periodische Inhomogenitaten

Wir betrachten wie im vorigen Abschnitt einen konstanten linearen Differentialopera-
tor, also mit anderen Worten ein normiertes Polynom f(X), so wie auf einem offenen
Intervall I C R eine stetige Funktion ¢ : I — C . Dies gibt uns die inhomogene lineare
Differentialgleichung

f(D)y =, D =d/dt,

auf dem Intervall 1.

Natiirlich kann man wie frither die lineare Gleichung n-ter Ordnung in ein System
verwandeln, in dem nur erste Ableitungen auftreten, und dann die inhomogene Gleichung
durch Variation der Konstanten losen. Jedoch wollen wir einen Fall studieren, wo man
eine spezielle Losung leichter direkt findet. Zunéchst eine einfache Bemerkung der linearen
Algebra:
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(6.1) Bemerkung. Gegeben seien zwei Funktionen «, 3 auf I, mit

f(D)a=o, [f(D)B =1,

und es seien a,b € C. Dann gilt:

f(D)(ac + bB) = ap + bi.

So kann man die Inhomogenitat ¢ als Linearkombination zusammensetzen. Wir wollen
die Gleichung

fD)y=¢ fir o)=>3 apst’e*"
k,s

losen, und konnen uns mithin darauf beschranken, die Gleichung
f(D)y =te

zu betrachten.

(6.2) Satz. Die Gleichung f(D)y = t°¢?* hat eine Losung der Gestalt
ht)-e, h(t)= S a,tit,

v=0

wobei k die Vielfachheit von ~ als Nullstelle von f ist.

Beweis: Nach Voraussetzung ist

FX)=(X =" g(X), g(y)#0.

Es ist k = 0 zugelassen. Ist nun o« eine Losung der gegebenen inhomogenen Differential-
gleichung, also
f(D)a =t

SO ist

(D =) f(D)a =0,

weil ja (D — 4)*T1(t%e") = 0. Daher ist «, wie wir wissen, eine Linearkombination
der Funktionen t“e*, wobei A\ eine Wurzel des zugehérigen charakteristischen Polynoms,
also (A —4)sT1f(A) = 0 ist. Ist nun schon f(D)t*e* = 0, so konnen wir den betref-
fenden Summanden at’e’ aus der Linearkombination o weglassen. Wir behalten eine
Linearkombination der Funktionen #'e* | die zum Fundamentalsystem (5.8) der Gleichung
(D —7)*T1f(D)y = 0, aber nicht der Gleichung f(D)y = 0 gehéren. Das sind gerade die
Funktionen t¢t¥et 0 < v < s. O
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Nachdem man den Satz einmal weifl, kann man das Polynom h(¢) mit unbestimmten
Koeffizienten ansetzen, und erhélt durch Einsetzen in die Differentialgleichung und Ko-
effizientenvergleich ein lineares Gleichungssystem fiir diese Koeffizienten, das notwendig
16sbar sein mufl . Besonders einfach 148t sich die Gleichung

f(Dyy =e"'

16sen, wenn f(y) # 0. Wir wissen schon, daf} eine spezielle Losung ae? fiir eine Konstante
a ist, und in der Tat ist

(6.3) F(D)e = f(7)e,
denn DeVt := d/dte"* = ve'. Daher ist a = 1/f(v), also
(6.4) FD)(e/f(7) =€,

(6.5) Die Schwingungsgleichung. Wir betrachten den Fall, wo noch eine Schwingung
auftritt, und schreiben das Polynom f gleich in der Form

fX)=(X-N(X =X =X?>-2ReX - X +|)\? Red=—pu, [\=uwp.

Die inhomogene Gleichung
f(D)y =ae, a#0,

beschreibt das Verhalten unter einer periodisch wirkenden Kraft, die (bis auf einen kon-
stanten Faktor 1/Masse) durch die Inhomogenitéit gegeben ist. Man hat zwei Fille zu
unterscheiden.

i. Fall: f(y)#0
Dann hat man eine spezielle Losung

a

e
der sich die frither beschriebenen Losungen von f(D)y = 0 iiberlagern. Ist v = iw, so
ist f(y) = —w? + 2uiw + w2, und |f(V)| = [(wE — w?)? + 4p?w?]*/? wird minimal, die
Amplitude also maximal (Resonanzpunkt), wenn u geniigend klein ist, bei

2 _ 2 2
w” =wy — 2u°.

ii. Fall: f(y) =0, also etwa v =\

Wir wissen, daf} es eine Losung der Gestalt b-te* gibt, und setzt man dies in die Gleichung
ein, so erhalt man die spezielle Losung

ar At
" 2Im )\te

Ist Re A = 0, die ungezwungene Schwingung, ungedampft, so hat man hier eine Losung
der inhomogenen Gleichung mit unbegrenzt wachsender Amplitude. Ein kleiner Dam-
pfungsfaktor bringt dieses Phénomen allerdings zum Verschwinden, aber die Amplitude
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ist dann doch eine Zeit lang sehr grof3, grofler vielleicht als dem schwingenden Gegenstand
zutraglich ist.
Reelle Losungen reeller Gleichungen mit Inhomogenitéat ¢°sinwt oder t° coswt erhéalt

man wie immer aus dem Komplexen als Real- oder Imaginarteil.

Die Losung der inhomogenen Differentialgleichung

t

fiir Exponentialfunktionen ¢(t) = ™! ist ein wesentlicher Beitrag zum Studium solcher

Differentialgleichungen mit periodischen Inhomogenitéaten ¢, weil man letztere durch Fou-

rierpolynome approximieren kann.

§ 7. Die Eulersche Differentialgleichung

Unter den linearen Differentialgleichungen mit nicht konstanten Koeffizienten erfreut
sich die
(7.1) Eulersche Differentialgleichung
tylm) 4a, o agy =0

besonderer Zuneigung, weil man ihre Losung einfach auf die einer linearen Differentialglei-
chung mit konstanten Koeffizienten zuriickfithrt. Wir bilden die linearen Endomorphismen

D=d/dt und d=t-d/dt
des Raumes der C'*°-Funktionen auf R, . Man rechnet leicht nach:
(6 — j)tij = It pitl

und daraus durch Induktion

(7.2) D7 =66 —1)--(§—j+1).

Setzt man dies in der Differentialgleichung (7.1) ein, so erhélt man eine Differentialglei-
chung

(7.3) 8"y + by 18"ty + -+ boy =0

Hier steht nun der Operator § statt D in einem Polynom. Mit der Transformation ¢t = e*

erhalt man

Dy(t(s)) = d/ds(y(e®)) =t - d/dty = dy(t),
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oder in einem Diagramm:

C=(Ry) —— O(Ry)

(7.4) | = i
C=(R) —— C%(R) yoorp

IR

Das fiihrt die Losung der Eulerschen Differentialgleichung auf die der linearen Differential-
gleichung mit konstanten Koeffizienten zuriick. Man nennt

X(X)=X"+b, 1 X" 4+ b
das charakteristische Polynom der Eulerschen Differentialgleichung (7.3). Ist
X(X)=(X =)™ o (X = )™

seine Faktorisierung mit verschiedenen Wurzeln \;, so hat die Eulersche Differentialglei-
chung also ein Fundamentalsystem von Losungen Ry — C:

(7.5) (log()tY, r=0,1,...,n;—1; j=1,...,k

OJ
Die Exponentialfunktionen s +— e** sind die Eigenfunktionen des Operators D = d/ds.
Sie gehen bei der Transformation ¢ = e® in (7.4) in die Potenzen t — t* iiber, und dieses
sind folglich die Eigenfunktionen des Eulerschen Differentialoperators

§=t-d/dt: C™(Ry) — C®(Ry).

8. und §9. im Anhang auf S. 197!



