Kapitel 111
Maf3 und Integral

Da muft er mit dem frommen Heer

durch ein Gebirge, wiist und leer.

Daselbst erhub sich grofie Not,

viel Steine gab’s und wenig Brot.
Ludwig Uhland

Wir kennen das Riemannintegral fiir Funktionen einer Variablen
auf einem Intervall [a,b], und wir haben den zugehdrigen Raum F?
der auf dem Intervall integrablen Funktionen mit verschiedenen Halb-
normen (Seminormen) versehen, wie insbesondere der L'-Norm, die

wir jetzt so bezeichnen:

b
£l = /|f(3c)|dm.

Durch Faktorisieren nach dem Unterraum der Funktionen der Norm
0 erhalt man damit einen normierten reellen Vektorraum. Ein we-
sentlicher Mangel des Riemannintegrals ist, daf§ dieser Raum nicht
vollstandig ist: Cauchyfolgen brauchen nicht zu konvergieren. Dem
wollen wir jetzt abhelfen. Wir entwickeln die Integrationstheorie in
abstrakter Allgemeinheit. Alles ginge ebenso auch fiir Funktionen
mit Werten in Banachraumen.

Der Leitgedanke ist schon, da man eben den Raum der inte-
grablen Funktionen komplettiert, indem man Grenzwerte fiir jede L!-
Cauchyfolge hinzunimmt, aber man muf} auch diese hinzugenomme-
nen Elemente als Funktionen realisieren. Warum? Genitigt es nicht,
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einfach formal mit Cauchyfolgen umzugehen? In vielen Fallen geniigt
das in der Tat nicht. Schon zum Beispiel, um eine L!-Cauchyfolge
Riemannintegrabler Funktionen anzugeben, die nicht gegen eine Rie-
mannintegrable Funktion konvergiert, wird man, von héherer Warte,
die wir jetzt besteigen wollen, den Grenzwert als Funktion beschrei-
ben, die eben auch nach Abadnderung um eine Nullfunktion nie Rie-
mannintegrabel wird.

8§ 1. Meflraume

Auf der reellen Geraden haben wir als natiirliche Definitions-
gebiete von Funktionen und als Teilmengen, die zu messen waren,
immer Intervalle mit ihrer Lange betrachtet. Darauf beruhte die
Definition und insbesondere die Normierung des Integrals. Aber
im Hoherdimensionalen ist es natiirlich, weniger einfach aussehende
Mengen M zu betrachten, denen man dann statt einer Lénge ent-
sprechend ein MaB (M) zuordnen will. Im R? sollte man sich
unter (M) etwa den Flicheninhalt von M und in R* das Volumen
vorstellen. Man kann nicht erwarten, dafl jeder Menge so auf sinnvolle
Weise ein Mafl zugeordnet wird. Wir beginnen also mit Forderungen
an das System aller Teilmengen M eines Raumes X — uns interes-
siert dann hauptsichlich X = R"™ — die man messen kann. Dann
formulieren wir Forderungen an das Maf§ p(M).

Definition. Ein Meflraum besteht aus einer Menge X # &, deren
Elemente wir Punkte nennen, und einer o-Algebra auf X. Die
o-Algebra ist eine Menge M von Teilmengen von X, die mef3bar
heifen, dergestalt, daf3 folgendes gilt:

(i) @ ist meBbar.

(ii) Ist M meBbar, so auch das Komplement CM = X ~ M.

(iii) Ist (M; | j € N) eine abzdhlbare Familie mebarer Mengen, so

ist auch ihre Vereinigung |J;~, M; meBbar.
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Durch Ubergang zum Komplement folgt, daB auch X mefBbar ist,
und dafl abzdhlbare Durchschnitte mefibarer Mengen mefibar sind.
Setzt man M} = M; ~\ (Ui} My, so ist

o0 o0
U, =]
j=1 j=1

eine disjunkte Vereinigung. Enthalt also M die leere Menge, mit
jeder Menge das Komplement, mit zwei Mengen den Durchschnitt,
und mit einer Familie (4; | j € N) von paarweise disjunkten Men-
gen die Vereinigung, so ist M eine o-Algebra. Eine Abbildung
f : X — Y zwischen Meiriumen heifit mef3bar, wenn f~!(IV)
meflbar in X ist, flir jede mefbare Teilmenge N in Y. Zusam-
mensetzungen mefbarer Abbildungen sind mefibar, und wir haben so
die Kategorie der Mefirdume und mef3baren Abbildungen.

Es gibt viele triviale Beispiele. Ist X # @ eine beliebige Menge,
so kann die o-Algebra M nur aus @ und X bestehen. Das ist
die kleinste o-Algebra auf X . Oder sie kann aus allen Teilmengen
bestehen. Das ist die grofite o-Algebra auf X .

Ist X ein Mefiraum mit o-Algebra M und f : X — Y eine
Abbildung von Mengen, so hat man auf Y die o-Algebra f.M der
Teilmengen N C Y, fiir die f~'N in M ist. Diese Algebra heifit
das direkte Bild von M unter f. Dies ist die grofite o-Algebra auf
Y, fir die f meBbar ist.

Ist S irgendein System von Teilmengen von Y, also eine Teil-
menge der Potenzmenge PB(Y), so gibt es eine kleinste o-Algebra
auf Y, die § enthélt: Der Durchschnitt aller o-Algebren, die S ent-
halten: Sie heifit das Erzeugnis M(S) von S. Um festzustellen, ob
eine Abbildung f : X — Y mefbar ist, braucht man nur zu priifen,
ob die Urbilder der Mengen M € S eines Erzeugendensystems S der
o-Algebra von Y in X meBbar sind. Liegen ndmlich die Erzeugenden
im direkten Bild der o-Algebra von X, so das ganze Erzeugnis.
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Als Erzeugnis entsteht der Mefiraum, auf den wir eigentlich hin-
auswollen. Ist X ein topologischer Raum, so erzeugt die Topologie,
also das System aller offenen Teilmengen, eine o-Algebra auf X . Sie
heifit die Borelalgebra auf X. Wenn wir nun hinfort einen topolo-
gischen Raum ohne weiteres als Mefiraum ansprechen, so ist immer
diese Struktur, die Borelalgebra gemeint. Stetige Abbildungen zwi-
schen topologischen Rdumen sind dann auch mefibar. Das gilt insbe-
sondere fiir den R", und in diesem Sinne sprechen wir von mefibaren
Abbildungen X — R"™ und von mefibaren Funktionen X — R. Ist
X ein Mefiraum, so ist eine Abbildung f : X — R"™ genau dann
mefBbar, wenn das Urbild jeder offenen Menge mef3bar ist, weil die of-
fenen Mengen ja die Borelalgebra auf R™ erzeugen. Es gibt noch klei-
nere Erzeugendensysteme, zum Beispiel das aller Elementarwiirfel

(1.1)  {ze R"|z/2" <a; <(z+1)/2% fir j=1,...,n},

mit z; € Z, k€N und x = (z1,...,%).

Jede offene Teilmenge des R" ist die Vereinigung der (abzéhlbar
vielen) in ihr enthaltenen Elementarwiirfel. In R = RU {400} kann
man als Erzeugendensystem das System aller Intervalle

(1.2) (a,0], a€Q

wahlen, denn durch Differenzbildung erhalt man daraus alle Inter-
valle (a,b], a,b € Q, und daraus durch abzahlbare Vereinigung alle

offenen.

Eine meBbare Funktion ¢ : X — R, die nur endlich viele Werte
annimmt, heifit eine Stufenfunktion. Das bedeutet, dafl X in end-
lich viele me3bare Mengen My, ..., M}, disjunkt zerlegt ist, auf denen
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o jeweils konstant ist. Die frither von uns betrachteten Treppenfunk-
tionen auf R sind Beispiele. Hieraus gewinnen wir nun viele weitere
meflbare Funktionen:

(1.3) Satz. Sei X ein Mefraum.
(i) Eine Funktion f : X — R ist genau dann meBbar, wenn fiir

jedes a € Q die Mengen {z | f(x) > a} in X meBbar sind.

(ii) Eine Abbildung f: X — R"™ ist genau dann mefibar, wenn ihre
Komponenten f1,..., f, mefibar sind.

(iii) Die mefBbaren Abbildungen X — R™ bilden einen Vektorraum.

(iv) Ist f: X — R"™ meBbar, so auch |f]: X — R.
Sind f,g: X — C meBbar, so auch f-g.

Statt {z | f(x) > a} schreiben wir wie iiblich kurz {f > a}.

Beweis: (i) folgt, weil R das Erzeugendensystem (1.2) hat, und (ii)
ergibt sich analog mit (1.1). Das iibrige folgt, weil die Abbildungen
R" x R" — R", (z,y) — Az + py, ebenso wie R" — R, =+ |z],
.. stetig sind. O

Bemerkenswert ist, dafl Mef3barkeit sich auf Grenzwerte tibertragt.

(1.4) Satz.

(i) Ist (f; | j € N) eine Folge meSbarer Funktionen X — R, so
sind auch die punktweise gebildeten Funktionen

sup(f; | j €N), inf(f; |j€N), j@o(fj)v j%(fj)

mefBbar. Konvergiert (f;) punktweise gegen f, so ist auch f
meBbar.

(ii) Konvergiert eine Folge mefibarer Funktionen f; : X — R"
punktweise gegen die Funktion f, so ist f meBbar.

(iii) Ist f : X — [0,00] meBbar, so gibt es eine aufsteigende Folge
1 < o < --- von Stufenfunktionen ;, die punktweise gegen
f konvergiert, also f = sup(y; | j € N) und insbesondere
ol <11

Beweis: (i) Die Menge {sup; f; > a} = J;2,{f; > a} ist meBbar,
und fiir inf; f; analog. Daraus folgt dann, da§ auch mjﬂoo(fj) =
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inf; supy>;(fr) meBbar ist. Konvergiert (f;) punktweise, so ist dem-
nach auch lim(f;) = lim(f;) meBbar. Das zeigt (i), und (ii) folgt
nach (1.3, ii). Fiir (iil) setze

pj(x) = (k—1)-277
fiir (k—1)-277 < f(z) <k-279, k€N, k< j2,
pj(z) =7 fir f(z) > j. O

¢ Chgads ph

Beachte iibrigens, dafi die Folge (y;) auf jeder Menge {f < a}
gleichméflig gegen f konvergiert, denn schliefllich ist j > a, und
dann f—¢; <277,

(1.5) Folgerung. Genau dann ist f : X — R" meBbar, wenn f
punktweiser Limes einer Folge von Stufenfunktionen ist.

Beweis: Der Limes von Stufenfunktionen ist mefibar nach (1.4, ii).
Fiir die Umkehrung darf man nach (1.3, ii) eine mefibare Funktion
f X — R betrachten. Sie zerlegt man:

f = er_f*? f+ = max(f,O).
Die Summanden sind mefibar nach (1.3, iv). Auf sie wendet man
(1.4, iii) an. O

Der Unterschied zwischen Funktionen mit Werten in R oder in
R ist nicht wesentlich, denn R ist ja homdomorph zu einem abge-
schlossenen Intervall in R.
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Stufenfunktionen nennt man auch einfach oder elementar. Das
Wort “Treppenfunktionen” brauchen wir spéter fiir integrable Stufen-
funktionen.

§ 2. Mafle

Mef3bare Mengen wollen wir messen, wir wollen ihnen im Eindi-
mensionalen eine Lange, im Zweidimensionalen einen Flacheninhalt,

im Dreidimensionalen ein Volumen zuordnen.

Definition. Ein Maf3 aufeinem Mefraum (X, M) ist eine Funktion
M — [0,00] mit den Eigenschaften:

(i) u(@)=0.
(ii) Die Funktion p ist o-additiv, das heifit: Ist (M; | j € N) eine
Folge paarweise disjunkter mefbarer Mengen, so ist

M( D Mj) = iu(Mj)-

FEin Mafiraum (X, M, y1) ist ein Mefiraum mit einem Maf.

Dabei rechnen wir mit oo nach den Regeln

00-0=0-00=0,
©-a=a-00=o00 fir0<a< oo,
ot+a=at+oo=00 fur0<a < oco.

Die Summe der Reihe in der Definition ist entsprechend in [0, 00] zu
nehmen, wo jede Reihe mit nicht negativen Gliedern konvergiert.

Es gibt sehr einfache Beispiele. Ist M = {@, X} die kleinste
o-Algebra, so kann man pu(X) beliebig festsetzen. Fiir die grofite
o-Algebra, bei der alle Mengen mefibar sind, hat man:

(2.1) Das Dirac-Maf3 0, fir pe X: Esist 0,(M) =1 fallspe M,
und §,(M) = 0 sonst.
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(2.2) Das Zahlmaf3 (: Es ist ((M) die Anzahl der Elemente von
M, wenn diese endlich ist, und sonst ((M) = co.

Das sind in ihrer Art ganz niitzliche Mafle, aber doch nicht das,
worauf wir hinauswollen. Vielmehr méchten wir Borelmengen in R"
messen und dabei fiir einen Wiirfel W C R"™ als p(WW) das Pro-
dukt der Kantenlangen erhalten. Gibt es so ein Maf3? Das ist nicht
selbstverstindlich. In diesem Abschnitt wollen wir eine allgemeine
Konstruktion vorfithren, die insbesondere fiir R dieses Maf} liefert.
Im néchsten Kapitel behandeln wir dann Produkte von Mafiraumen,
und damit auch R".

Zunachst wollen wir die Axiome fiir Mafle etwas naher betrachten.
Das Maf} i ist additiv, das heift, fiir A;, Ay € M ist

(AL U As) = p(Ar) + p(As), wenn AjNAy=0.

Das folgt aus (ii), wenn man alle folgenden A; gleich @ wéhlt. Man
erhéilt daraus allgemein:

p(Ar U Az) + (A1 0 Az) = p(Ar) + p(Az),
indem man alles in die disjunkten Teile A; \ Ay, Ao\ A1, A1 N Ay
zerlegt.
Das Ma$} ist monoton, d. h. fiir A C B aus M ist pu(A) < u(B),

denn u(A) + u(B\ A) = u(B).
Fiir eine beliebige Folge (A,) in M gilt die Abschatzung

(2.3) u( G An) < iu(z‘ln)-
n=1 n=1

Setze namlich A}, = A, ~ (A1 U---U A, _1), dann gilt:

() = u( L) 4) = Suta) <3 uan).
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Ist (A4,) eine aufsteigende Folge in M, also A4,, C A, fir alle
n € N, so ist

(2.4) p(A) = lim p(A,) fir A= U 4n.
n=1
Setze namlich B,, = A, ~ A,_1, dann ist A, = B; U---U B,, eine
disjunkte Zerlegung, und p(4,) = Z?:l w(Bj). Fir n — oo kon-
vergiert letzteres gegen >.° ) u(B;) = p(U;Z, Bj) = u(A).
Ist p: M — [0,00] eine additive Funktion, so ist sie genau dann
o-additiv, wenn sie eine der Eigenschaften (2.3) oder (2.4) hat. Das

sieht man leicht, indem man die Argumente zuriickspult.

Jetzt wollen wir schauen, was das Riemannintegral auf dem Wege
zu einem Mafl auf R schon liefert. Sei also X = R und sei A das
System aller endlichen Vereinigungen endlicher Intervalle in R. Fiir
A€ A sel

u(A) = /XA(UC) dz,
wobei x4 die charakteristische Funktion ist (xa(z) =1 fur x € A
und ya(z) = 0 sonst). Diese Funktionen fir A € A sind ja offenbar
Riemann-integrabel. Wir nennen p auch das Maf auf A, obwohl
(X, A, 1) noch kein Mafiraum ist, denn A ist keine o-Algebra. Im-
merhin erfiilllt (X, A4, p) folgende

(2.5) Mafiregeln.
(i) Das System A von Teilmengen von X ist eine Mengenalge-

bra, dh. @ € A und mit A,B € A sind auch AUB, AN B,
AN B in A.

(ii) Das MaB p : A — [0,00] ist additiv, d.h. u(&) = 0, und
(AU B) = pu(A) + u(B), falls ANB =@.

(iii) Das Maf ist o-additiv, d.h. ist (A,,) eine Folge paarweise dis-
junkter Mengen in A und ist auch A =J,2 | A,, in A, so ist

(U 4) = S ua),
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(iv) Das MaB ist o-endlich, d.h. es gibt eine Folge (S,) in A mit
X = U Sp, und p(S,) < oo.
n=1

Wir werden zeigen, daf} sich ein Maf} auf einer Mengenalgebra A,
das den Mafiregeln geniigt, eindeutig fortsetzen lafit zu einem Maf
auf der von A erzeugten o-Algebra M = M(A). Das liefert in
unserem Beispiel dann das Mafl auf R mit der Borelalgebra. Fiir die
Existenz der Fortsetzung braucht man nur die Mafiregeln (i) - (iii);
man spricht hier auch von einem Pramaf3 auf A. Die o-Endlichkeit
wird erst gebraucht, damit die Fortsetzung eindeutig bestimmt ist.

Beweis (2.5): Nur (iii) ist nicht trivial. Sei B, = AN(A1U---UA,),
dann ist

BnE-Aa BnDBn+17 ﬁ Bn:@’
n=1

und wir miissen zeigen:
w(Byp) — 0.

Sei also ¢ > 0 gegeben. Zu jedem B, verschafft man sich ein
Kompaktum C,, C B, in A mit p(B, \ Cy,) < /2", zum Bei-
spiel als Vereinigung von endlich vielen kompakten Intervallen. Fiir
D, =Cyn---NnC, ist dann auch D, ¢ B, und B, ~ D, =
Up—1(Bn ~ Cx) C Up—;(Bi ~ Cy), also

w(Bp ~\ D) < 25/2’“ <e.
k=1

Nun sind die Mengen D,, alle kompakt, die Folge (D,,) steigt ab,
also D,, D D41, und weil D,, C B,, und der Durchschnitt der B,
leer ist, ist auch der Durchschnitt der D,, leer, also schlieflich ist D,,

leer, und von dann an ist u(B,) < €. O
Damit kommen wir zum Hauptergebnis dieses Abschnitts.

(2.6) Satz (von Hahn iiber MafBerweiterung). Sei (X,A,u) eine
Mengenalgebra mit einem Maf, und die MaBregeln (2.5) seien erfiillt.
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Dann 148t sich p auf genau eine Weise erweitern zu einem Maf3 auf
der von A auf X erzeugten o-Algebra M = M(A), und zwar ist

wobei das Infimum iiber alle Folgen (A,) in A zu nehmen ist, fiir
die M C |, An.

Setzt man nicht voraus, daf§ das gegebene Pramafl o-endlich ist,
so bildet man hier und im folgenden Lemma (2.7) gelegentlich das
Infimum tiber die leere Menge. Das liefert dann immer passend oo,
wie man im einzelnen tberpriifen mag, aber wir wollen das nicht

immer eigens erwahnen.

Der Beweis des Satzes besteht im wesentlichen aus den folgenden
beiden Aussagen (2.7), (2.8) iiber &uere Mafle, die auch fiir sich nicht

ohne Interesse sind.

Sei A eine o-Algebra auf X . Ein Aufleres Maf3 auf N ist eine
Funktion p* : N'— [0, 00] mit den Eigenschaften:
(i) 4w (@) =0.
(ii) Monotonie: Sind A C B in N, so ist u*(A) < u*(B).
(iii) Ist (Ay) eine Folge in N, so ist

u*( G An> < i,u*(/ln).

(2.7) Lemma. Unter den Voraussetzungen des Satzes definiert

wobei das Infimum iiber alle Folgen (A,) in A mit Y C (J;—, 4,
genommen wird, ein dufleres Maf} auf der o-Algebra B(X) aller Teil-

mengen von X , und es ist

p'(A) = p(A) firalle Ae A.
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Beweis: Zuerst zeigen wir die letzte Gleichung. Sei also A € A.
Aus
ACAUUZU---

folgt p*(A) < u(A). Jetzt wihle zu € > 0 eine Folge (4,) in A mit
Ac Uy Ay und

Weil das fiir alle € > 0 gilt, folgt p(A) < p*(A4).
Also u(A) = p*(A) fir alle A aus A.

Die Eigenschaften (i), (ii) eines &ueren MaBes sind offenbar. Und
(iii) folgt mit dem immer wiederkehrenden £/2"-Beweis: Sei (Y;) eine
Folge von Teilmengen von X und € > 0 gegeben. Wahle eine Folge
(47 |neN) in A mit Y; C J,, A und

D (AL < pr(Yy) +e/2.
n=1

Dann ist Y = Uj Y; C Un7 AJ

no

und

P < DAL < 3 ) + e

n,j Jj=1

Beachte, dal man auch (A7 | n,j € N) als Folge abzihlen kann.
Dies zeigt p*(Y) < Zj‘;l p*(Y;), und damit die Behauptung. O

Jetzt sei p* ein duBeres Mafl auf der Potenzmenge von X. Wir
nennen eine Teilmenge A von X dann p*-mef3bar, wenn fir jede
Teilmenge Z von X gilt

p(Z) =p(ZNA) +p"(Z N A).
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Z~NA

(2.8) Lemma (von Carathéodory). Sei p* ein dufleres MafB auf der
Potenzmenge von X . Sei M das System der p*-mefBbaren Teilmen-
gen von X . Dann ist M eine o-Algebra und p* ein Mafi auf M.

Beweis: Wir zeigen, dal M eine o-Algebra ist. Offenbar ist
@ € M, und mit A ist auch X \ A in M. Seien nun A, B € M.
Wir zeigen AN B € M. Sei also Z C X eine beliebige Teilmenge.
Fiir Teilmengen C' von X setze C' = ZNC. Weil B p*-meBbar ist,

haben wir:

WA OB+ (4 B) = i (4)
Addiere beidseits p*(Z~\ A’), dann steht rechts p*(Z), weil A € M,

also
WA NB) +p (AN B) +p(Z\A) = p(2),
und wir miissen zeigen:
pw(A'NBY+p (ZA)=p*(Z (A NB)).
Das aber gilt, weil A mefibar ist, wihle Z \ (A’ N B’) statt Z.

Damit wissen wir, dafl M eine Mengenalgebra ist.
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Seien nun A, B € M disjunkt. Dann folgt fiir jede Teilmenge Z
von X
w(ZN(AUB))=p" (ZNA)+ u(ZnNB).

Wiéhle ndmlich ZN(AUB) statt Z in der Definition der p*-Mefibar-
keit. Induktiv folgt fiir paarweise disjunkte A;p,..., A, € M dann:
p(ZN (AL U--- Z“ (Z N Ayp).
k=1
Nun sei (A,,) eine Folge paarweise disjunkter Teilmengen in M mit
Vereinigung A. Dann gilt fiir jede Teilmenge Z von X:
w(Z)y=p"(ZNn(A1U---UA,))+p" (Z~(A1U---UA,))

Z (ZNAL) +u"(Z A
k=1

fir alle n € N. Daher, weil p* ein aufleres Maf ist,

[M]8

W(2) = S (2O A) + (2N A) 2 pt(Z0A) + (2 A).

k

1
Die umgekehrte Ungleichung
p(Z2) <p(ZNA)+u (Z\ A)

gilt allgemein, weil p* ein duBeres Maf ist. Also gilt Gleichheit und
A ist mefbar. Damit ist M eine o-Algebra, und aus

iﬂ*(Ak) = M*< O Ak) < /t*( D Ak) < iﬂ*(Ak)
k=1 k=1 k=1 k=1

folgt durch Ubergang n — oo, daB p* auch o-additiv auf M ist.
O

Beweis (2.6): Fiir die Existenzaussage bleibt .4 C M zu zeigen. Sei
also A € A und Z eine beliebige Teilmenge von X . Die Ungleichung

p(Z2) <p(ZNA)+p(Z\ A)
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gilt, weil p* ein duleres Maf ist. Fiir die Umkehrung sei € > 0 und
(A,,) eine Folge in A mit Z C |7, A, und

S i(An) < p*(Z) + <.

Damn ist ZNA C Uy, (A, NA) und Z A C Uy, (A, N A).
Folglich

P(ZNA) +p (ZNA) < (AN A) + > (A N A)

Das zeigt die Existenz der Erweiterung von p zu einem Mafl auf der
von A erzeugten o-Algebra M. Soweit haben wir noch gar nicht
benutzt, dal i ein o-endliches Maf} auf A ist.

Nun zur Eindeutigkeit. Sei p das eben konstruierte Mafl und v
ein anderes, die beide auf A iibereinstimmen. Jetzt sei (S,) die Folge
in A mit X =J, S, und p(S,) < co. Es geniigt nach (2.4), fir

jedes Y € M zu zeigen:
v(YNS,) =pul¥ NSy,).

Also geniigt zu zeigen: Hat A € A endliches Maf§ und ist ¥ € M,
Y C A, soist v(Y) = p(Y). Nach Definition ist

p(V)=inf Y p(A,) =inf Y v(A4y),
n=1 n=1

wobei das Infimum fir alle Folgen (4,) in A mit ¥ C U~ 4,

genommen wird. Weil v(Y) < > v(4,), folgt v(Y) < p(Y).
Aber auch v(ANY) < u(A\Y). Jedoch

w(A) =v(A) =v(ANY) +v(Y) < p(ANY) + p(Y) = p(A).



88 III. MASS UND INTEGRAL

Das zeigt, dafl iiberall Gleichungen stehen, v(Y) = u(Y).
Damit ist (2.6) vollstandig bewiesen. O

Das MaB, das wir auf R aus (2.5) und (2.6) gewonnen haben,
heifit das eindimensionale Lebesguemafl. Man kann ganz analog
auf R"™ mit dem Elementarvolumen, dem Produkt der Kantenldngen
fiir achsenparallele Quader also Produkte endlicher Intervalle, begin-
nen und auf dem Wege iiber (2.5) und (2.6) das n-dimensionale
Lebesguemalfl definieren.

Zu jedem Maf} 1 auf einem Mefiraum (X, M) hat man das &ufle-
re Maf3 p* von (2.7) fir beliebige Teilmengen von X . Teilmengen
Y € X mit p*(Y) = 0 heiflen Nullmengen. Sie liegen nach Defi-
nition in einer mefibaren Menge M,, mit u(M,) < 1/n, und damit
auch in ()2, M,,, einer meibaren Menge vom Ma8 0. Also die Null-
mengen sind genau die Teilmengen einer Menge vom Mafl Null. Sie
brauchen ansich selbst nicht zu M gehdren, aber sie sind p*-mefibar
vom Maf} Null. Ist nimlich Z C X beliebig und N eine Nullmenge,
so ist

1W(2) < ) (ZON) + 5" (2~ N) = p*(Z < N) < ' (2),

also die Ungleichungen sind Gleichungen.

Man kann die o-Algebra M um die Nullmengen erweitern: eine
Teilmenge Y von X heifit p-mef3bar, wenn Y Vereinigung einer
meflbaren Menge und einer Nullmenge ist. Man priift sofort nach,
dafl die p-mefibaren Mengen wieder eine o-Algebra bilden, auf die
sich p offenbar eindeutig fortsetzt. Den so entstehenden Mafliraum
nennt man auch die Lebesgue-Komplettierung von (X, M, u).
Der Ubergang zu dieser Komplettierung ist oft bequem und gléttet
die Formulierungen in der Integralrechnung. Ubrigens sind die p-
meBbaren Mengen genau die im obigen Sinne p*-mefibaren (warum?).

Man sagt, eine Eigenschaft von Punkten z € X gilt fast iiberall
oder fur fast jedes =z, eigentlich p-fast iiberall, wenn die Ausnah-

memenge eine Nullmenge ist.
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Blicken wir noch einmal auf die Konstruktion des Mafles zuriick,
so kann man die Idee wie folgt beschreiben: Wir wollen eine Teil-
menge Y messen, und wir wollen annehmen, dal Y in einer Menge
S liegt, die wir schon messen konnen; etwa in einem groflen Wiirfel
im Falle des Lebesguemafes. Der Ansatz von Riemann und eigentlich
schon von Archimedes ist, dal man Y von auflen durch Mengen
aus A einschliefit, die man schon messen kann. Als Infimum der so
gewonnenen oberen Abschétzungen des Volumens erhélt man p*(Y).
Ebenso kann man Y von innen durch abzahlbare disjunkte Vereini-
gungen von Mengen aus A ausschopfen und gewinnt als Supremum
der so gewonnenen unteren Abschitzungen des Volumens ., (V). Ist
nun p*(Y) = p.(Y), so hatte man das Mafl u(Y). Jedoch fiihrt
dieser Ansatz nicht zu einem Maf} auf einer o-Algebra. Ist etwa
Q@ die Menge der rationalen Punkte des Einheitsintervalls, so ist @
abzéhlbar, also ©(Q) = 0, wenn ein Punkt das Mafl 0 hat. Folglich
sollte die Menge Y der irrationalen Punkte im Einheitsinvervall das
MaB 1 haben, aber diese Menge enthélt nur punktformige Intervalle,
man kann sie nicht passend durch Intervalle ausschopfen.

Der Ansatz von Lebesgue ist nun, dafl man zwar die obere Ab-
schiitzung p*(Y) wie zuvor gewinnt, jedoch fiir die untere Abschét-
zung bildet man das duflere Maf§ des Komplements p*(S \Y), also

man setzt
pe(Y) = p(S) = p*(S\Y).

Der Erfolg rechtfertigt die Mittel.

8 3. Konstruktion des Integrals

In diesem Abschnitt sei (X, M, pu) ein Mafiraum, auf den sich
dann alle Aussagen iiber mef3bare Mengen und Mafle beziehen. Eine
Funktion ¢ : X — R heiflt eine Treppenfunktion, wenn ¢ nur
endlich viele Werte annimmt, und fiir jedes ¢ € R~ {0} die Stufe
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¢ 1{c} meBbar mit endlichem Maf ist. Die gewohnten Treppenfunk-
tionen ¢ : R — R sind Beispiele, aber auch die charakteristische
Funktion von Q.

Die samtlichen Treppenfunktionen auf X bilden einen reellen Vek-
torraum 7 (), sogar eine Algebra mit der gewohnlichen Multiplika-
tion von Funktionen. Ist ndmlich ¢ auf den mefbaren Teilmengen M;
und % auf den N; konstant, so sind ¢+ und -1 auf den Teilmen-
gen M; N N; konstant. Das gegebene Maf} liefert sofort ein wohlbe-
stimmtes Integral fiir Treppenfunktionen. Ist ndmlich ¢|M; = ¢,
i=1,...,k, konstant und M; N M; = @ fiir ¢ # j, so setzen wir

k
(3.1) /<p dy = Zci w(M;).
e i=1
Fiir ¢; = 0 ist hier nach unserer Konvention ¢; - u(M;) = 0, auch fiir
p(M;) = oo.

Dies ist unabhéngig von der Zerlegung (M; | ¢ = 1,...,k) von
X, denn hat man eine andere Zerlegung (N; | j =1,...,¢), so gehe
man zur gemeinsamen Verfeinerung (M; N NN;) iiber. So haben wir
das Integral als lineares Funktional, d.h. als lineare Abbildung

/: T(p) — R, wH!Mu-

Zur Ausdehnung auf eine grofiere Funktionenklasse haben wir frither
die Monotonie des Integrals gefordert und benutzt. Auch das hier
betrachtete Integral ist monoton, aber wir haben auch gelernt, dafl
ein anderer Gesichtspunkt sehr wesentlich ist: Ein Integral liefert ver-
schiedene Halbnormen (Seminormen) auf dem Raum der integrablen
Funktionen, und es wére erwiinscht, auf diese Weise vollstandige Vek-
torrdume zu erhalten. Diesen Gedanken verfolgen wir jetzt.

Das Integral (3.1) liefert uns auf dem reellen Vektorraum 7 (u)
die L'-Norm

(3.2) lolls = / ol dp.

X
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Dies ist (nur) eine Seminorm auf 7 (u), wir haben die

(3.3) Eigenschaften einer Seminorm.

(i) llelli =0.

(ii) Positive Homogenitét: Fiir A € R ist |[Aplli = |Al - [le¢|l1-
(ili) Dreiecksungleichung: |l + (1 < ¢l + [[¥]1-

Zur Norm fehlt die Eigenschaft |¢|i1 = 0 = ¢ = 0, aber wir
wissen schon, dafl das nicht so schlimm ist, denn die Dreiecksunglei-
chung und positive Homogenitét liefern, dafl die ¢ mit ||¢|1 = 0
einen Unterraum von 7 (u) bilden, den Unterraum N (p) der Null-
funktionen. Auf dem Quotienten 7 (u)/N(u) hat man dann eine
genuine L'-Norm. Jedenfalls wissen wir, was eine L'-Cauchyfolge
in 7 (u) ist, ndmlich eine Folge (p, | n € N) mit der Eigenschaft:
Zu jedem e > 0 existiert ein n € N, sodafl ||@nir — ¢nli < € fir
alle £ > 0. Grundlegend fiir die Konstruktion des Integrals ist das
folgende

(3.4) Konstruktionslemma. Eine L'-Cauchyfolge (¢,) von Trep-
penfunktionen hat stets eine Teilfolge, die fast iiberall punktweise
gegen eine Funktion f : X — R konvergiert, und zwar so, dafl zu
jedem € > 0 eine Menge Z vom Ma#fl kleiner ¢ existiert, auBerhalb
von der die Teilfolge gleichméBig konvergiert.

Beweis: Bestimme rekursiv eine Teilfolge, die wir der Einfachheit
halber auch mit (¢, ) bezeichnen, so daf§

lon — ekl < 272k fiir alle k und n > k.
Die Mengen Y, = {|pk+1 — ¢r| > 27%} sind meBbar, und es gilt
27 u(%) < /Iamm — | dp < 277,

also pu(Y3) < 27%. Setzen wir daher

Zi= | Ya, soist u(Zy)<2-27".
n=~k
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Fir « € Zj gilt dann
|ont1(z) —on(z)] <27™ fir alle n > k.

Das zeigt, dafl die zur Folge (y,) assoziierte Reihe Y (¢nt1 — ¢n)
auf X \ Zj, gleichmiBig konvergiert, und p(Z;) < 2-27% wird fiir
grofle k beliebig klein. Insbesondere konvergiert die Reihe in jedem
& & Npey Zi, und p((Npey Zx) = 0. |

Ist (¢n) eine L'-Cauchyfolge von Treppenfunktionen, so liefert
(J ¢ndp) eine Cauchyfolge also konvergente Folge reeller Zahlen,
denn

(/cpjdu—/wdu‘ = ‘/(%—w)du‘ < /lsoj—wldu-

Das Lemma ermutigt daher zu folgender

Definition. Eine Funktion f: X — R heifit integrabel (genauer:
Lebesgue-integrabel), wenn es eine L'-Cauchyfolge (¢, | n € N) von
Treppenfunktionen gibt, die fast iiberall punktweise gegen f kon-

/fdu = nlgngo/wndu

X X

vergiert. Die Zahl

heiit das Integral von f iiber X . Ist Y in X mefbar, so ist
/fdu = /(XY~f)du~
Y X
Dafl das so erklarte Integral wohldefiniert ist, folgt aus

(3.5) Lemma. Es seien (p,) und (¢,,) zwei L'-Cauchyfolgen von
Treppenfunktionen, die beide fast iiberall punktweise gegen dieselbe
Funktion f: X — R konvergieren. Dann gilt:

lim ||on —¢¥n|i = 0, also lim /(pn dpy = lim /wnd,u.
n—oo n—o0 n—oo
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Beweis: Die L!-Cauchyfolge 7, = ¢, — 1, von Treppenfunk-
tionen konvergiert fast iiberall punktweise gegen 0 und wir miissen
lim, oo ||[Tnll1 = O zeigen. Weil (7,) ja eine L!-Cauchyfolge ist,
gentigt es, dies fiir eine Teilfolge zu zeigen, und wir gehen zu einer
Teilfolge wie in (3.4) {iber, die wir wieder mit (7,,) bezeichnen. Sei
nun € > 0 und k so grofl gewahlt, dafl

7 —klli <e fiiralle n >k,

und es sei eine mefbare Menge Z in X so gewihlt, dal (r,,) auf
X N\ Z gleichméafig konvergiert und

w(Z) < ||l 7t e (Supremumsnorm).

Beachte, daf§ 7, nur endlich viele Werte annimmt. Sei M C X die
Menge, wo 7 nicht verschwindet, dann ist pu(M) < oo, und wir
haben die Abschéitzung:

Il = [l du < [imldn + [ imldn + [ Iraldn
X Z

M\Z XM

/ lrul dis < / 7| s+ / el i < rm—rilla+0(2)-Imsl] < 2.
7Z 7 7

[Tnldp < ||Tnllx<z - w(M) < e fir geniigend grofie n.

M~Z
/m\du < /m—mdu + /|Tk|du < =l < e
X~ M XM XM

fir n > k, der zweite Summand verschwindet. Zusammen:
ITnll1 < 4e fiir gentigend grofie n. O

(3.6) Regeln fiir das Integral.
(i) Die integrablen Funktionen f : X — R bilden einen reellen
Vektorraum L£'(u) und das Integral ist eine lineare Abbildung

[ cw -
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(ii) Monotonie: Sind f,g integrabel und f > g fast iiberall, so ist

f@zﬁw

X

(iii) Ist Y meBbar von endlichem Ma#B, so ist xy integrabel und

/deu = Y/du = u(Y).

X

(iv) Zerlegungseigenschaft: Sind Y, Z disjunkt und mefibar, und ist
f:YUZ — R integrabel (d.h. xyyz - [ integrabel auf X ), so
sind f|Y und f|Z integrabel und

[ fin = Y/fdu +Z/fdu-

YuZz

(v) Ist f integrabel, so auch |f|, und

[ ra| < 110 = 1110
X X

(vi) Die L'-Norm

£) — [0.00), f e [l :=/\f|du
X

ist eine Seminorm auf £'(p) und das Integral ist stetig fiir diese
Seminorm auf £'(j).

(vii) Abédnderung einer Funktion auf einer Nullmenge dndert weder
die Integrierbarkeit noch gegebenenfalls das Integral.

Beweis: Dies geht ganz von selbst; zum Beispiel fiir (i) seien f, g
integrabel und (¢,,), (v,) seien L'-Cauchyfolgen von Treppenfunk-
tionen, die fast iiberall gegen f beziehungsweise g punktweise kon-
vergieren. Dann geht die L!-Cauchyfolge (p, + v,) fast iiberall
punktweise gegen f + ¢, und

/(f+g) = ligﬂ/(somL%) = hfln/@n""hgl/’)/n = /f+/g~
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Fiir (v) sei (pn) eine L'-Cauchyfolge, die fast iiberall punktweise
gegen f geht. Dann geht (|¢,|) eben da gegen |f|, und wegen

| lon| = loml | < |¢n — @ml, also || lon| = [Pm] H1 < len = emll1,

ist auch (|¢n|) eine L!-Cauchyfolge. Das weitere iibertriigt sich von
den Treppenfunktionen. (ii) und (vi) folgen aus (v) und der Rest ist
leicht anzufiigen. ]

Aus (v) hat man, daf auch

(3.7) fo =51+ 0, f- = f+—

und max(f,g) = 3(f +g) + 1|f — g| mit f und g integrabel sind.

(3.8) Satz. Integrable Funktionen sind p-meBbar, also meSbar nach
Anderung auf einer Nullmenge. Ist f integrabel, so ist genau dann
Ifllk =0, wenn f fast tiberall verschwindet.

Beweis: Die erste Behauptung folgt nach (1.4), weil f fast tiberall
punktweiser Limes von Treppenfunktionen ist. Auch |f] ist inte-
grabel, und wir diirfen nach (1.4) annehmen, dafl |f| Limes einer
aufsteigenden Folge (p,) von nirgends negativen Stufenfunktionen
ist. Dies sind Treppenfunktionen. Es ist ja |f| auBerhalb einer
Menge Z vom Mal u(Z) < 1 gleichméfliiger Limes von Treppen-
funktionen, und ware ¢, = ¢ > 0 auf einer Menge M vom Maf
u(M) = oo, so wire schliefllich eine Treppenfunktion auf M ~\ Z
grofer als ¢/2, was wegen u(M ~ Z) = oo nicht sein kann. Ist
nun ||f]l1 =0, s0 [¢ndu < [|f| =0, also p{e, > 0} = 0, also
p{f >0} =pnU,—{en >0} =0. Die Umkehrung ist trivial. O

Wir entnehmen dem Beweis die

(3.9) Bemerkung. Ist f integrabel, ¢ eine Stufenfunktion und
0 < ¢ < f, soist ¢ eine Treppenfunktion. Insbesondere ist f fast
tiberall der punktweise Limes einer aufsteigenden Folge von Treppen-
funktionen. ]
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Und nun schlieBen wir den Weg zur Konstruktion des Integrals,
indem wir auf den Anfang zuriickkommen.

(3.10) Normkonvergenzsatz. Sei (f,) eine L'-Cauchyfolge inte-
grabler Funktionen, dann gilt:

(i) Es gibt eine fast tiberall punktweise konvergente Teilfolge, die
auBlerhalb einer Teilmenge von beliebig kleinem Maf3 gleich-
mafig konvergiert.

(ii) Je zwei solche Grenzfunktionen stimmen fast iiberall iiberein
und sind integrabel.

(iii) Ist f eine solche Grenzfunktion, so folgt ||f, — f|l1 — 0, also
(fn) — f fiir die L'-Norm, und insbesondere

i [ = /fdu

Beweis (i): Wortlich derselbe wie fiir das Konstruktionslemma
(3.4), bis auf die Feststellung, dafl

Vi = {|frr1 — ful =275}
meflbar ist nach (3.8). Fiir (ii), (iii) beginnen wir mit der

Vorbemerkung. Ist die integrable Funktion g fast tiberall Limes
einer L'-Cauchyfolge (¢,) von Treppenfunktionen, so folgt:

n—oo

denn nach Definition ist ||p, — glli = lmg—oo |on — @kll1, und
lim,, o0 limg oo ||on — @k|l1 = 0 nach der Cauchybedingung.

Nun zum Beweis, dafl eine Grenzfunktion f integrabel ist, diirfen
wir annehmen: f(z) = lim,_,o fn(z) punktweise, und gleichméBig
auflerhalb einer Menge vom Mafl < €. Zu jedem n wihle eine Trep-
penfunktion 7, mit |f, — 7,| < 1/n auflerhalb einer Menge Z,, vom
Ma u(Z,) < 27", und || f,, — 7|l < 1/n. Das geht nach der Vorbe-
merkung mit f,, = g. Dann ist auch (7,) eine L!-Cauchyfolge, denn

l7e — malli < \l7e = felli + 1 fe = falli + 1 frn — 7l
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Auch konvergiert 7, fast tiberall gegen f, ndmlich iiberall auflerhalb
von Mrey Unes Zn =: Z, und

p(U2) < Ynza) <32 = 2.27h,
n=k n==k n=k

also u(Z) = 0, weil u(Z) < 27 fiir alle k. Damit ist f = lim(7,)
integrabel.

Nach der Voriiberlegung mit g = f folgt dann ||7,,—f|li — 0, und
daher fiir die entsprechende Teilfolge (f,,) nach der Dreiecksunglei-
chung auch ||f,—f|l1 — 0. Aber (f,) ist eine L*-Cauchyfolge, daher
| fn— flli — O allgemein. Ist nun auch g fast iiberall Grenzfunktion
einer weiteren Teilfolge von (f,) nach (i), so folgt || fn — fli — O
und ||fn —g|li — 0, also ||f —g|l1 =0, also f = g fast iiberall nach
(3.8). O

Jetzt haben wir den reellen Vektorraum L(p) der integrablen
Funktionen mit der L!-Norm. Darin liegt der Unterraum A (u) der
Nullfunktionen, d.h. der Funktionen der L!'-Norm 0. Dies sind
die Funktionen, die fast iiberall verschwinden. Nach (3.10, iii) ist der
Raum L(u) vollstindig fiir die L'-Norm, Cauchyfolgen konvergieren.
Wir bilden den Quotienten

L) = L) /N (1)

und erhalten so einen vollstdndigen normierten Raum mit der in-
duzierten L'-Norm || f||; fiir Funktionenklassen f € L'(u), die wir
aber ebenso bezeichnen, wie ihre Reprisentanten in £'(u). Also
L'(p) ist ein Banachraum, und die Elemente haben wir (bis auf
Vieldeutigkeit auf einer Nullmenge) wieder als Funktionen beschrie-
ben. Eine Warnung jedoch: Fiir f € L*(u) hat f(p) im allgemeinen
keinen Sinn, wenn némlich pu{p} = 0. Die L*-Konvergenz bezeichnen
wir durch

L' lim (f,) = f < Jim || fn = flln = 0.

n—oo
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8 4. Konvergenzsatze

Das Lebesgueintegral ist unter ziemlich schwachen Voraussetzun-
gen mit Grenzwertbildung vertauschbar. Das ist ein grofler Vorzug
dieses Integrals.

(4.1) Satz iiber monotone Konvergenz (Beppo Levi). Sei (fy)
eine fast tiberall monoton steigende Folge integrabler Funktionen, und
die Folge der Integrale ([ fndu) sei beschrdankt. Dann konvergiert
(fn) fast iiberall gegen eine integrable Funktion f = L'-lim(f,,), und

/fd,u = lim /fnd,u.
X X

Beweis: Nach dem Normkonvergenzsatz geniigt zu zeigen, daf8 (f,)

insbesondere

eine L!'-Cauchyfolge ist. Nun, fiir ¢ > 0 und k > n ist
= bl = [ F)dn= [ fedn= [ fudu<z

fiir geniigend grofie n, weil die Folge ([ f,du) monoton und be-
schrankt, also eine Cauchyfolge ist. ]

Man sagt, eine Funktion ¢ : X — R dominiert eine Folge von
Funktionen (f, | n € N), wenn |f,(x)| < g(x) fir alle n und fast
alle x € X gilt.

(4.2) Satz iiber dominierte Konvergenz (Lebesgue). Die Folge
(fn) integrabler Funktionen sei von der integrablen Funktion g do-
miniert, und (f,) konvergiere fast iiberall gegen f. Dann ist f in-
tegrabel und L'-lim(f,) = f. Insbesondere

Beweis: Nach dem Normkonvergenzsatz geniigt zu zeigen, dafl (f,)
eine L!'-Cauchyfolge ist. Wir diirfen annehmen, da8 (f,) iiberall
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punktweise gegen f konvergiert und |f,| < g tberall gilt. Fir k > 1
bilde die Hilfsfunktion

hi(x) = sup{| fn (@) = fm(@)| | n, m = k} < 2g(2).
Behauptung. Die Funktionen hj, sind integrabel.

In der Tat, sei n,m > k; jede Funktion |f, — f,| ist integrabel,
also auch max{|f, — fm| | n,m < £} = vy, und weil die Folge (vy)
monoton steigt und von 2¢g dominiert ist, ist auch ihr Supremum
integrabel nach dem Satz {iber monotone Konvergenz. Das zeigt die
Behauptung.

Nun bildet (hy) eine monoton fallende Folge integrabler Funktio-
nen, und sie konvergiert punktweise gegen Null. Wieder nach dem
Satz iiber monotone Konvergenz ist

klim hy dp = 0.
Ist also € > 0 und k geniigend grof, so ist

1 — fill =/|fn—fk|du < /hkdu .- .

Durch die Konvergenzsitze gewinnen wir nun eine etwas bessere
Vorstellung iiber die Gesamtheit der integrablen Funktionen. Wir be-
ginnen mit einem Grundvorrat von Funktionen, von denen wir wissen,
daf sie integrabel sind. Auf dem R" sind das die stetigen Funktio-
nen, die auflerhalb eines Kompaktums verschwinden, und natiirlich
Treppenfunktionen. Von diesen ausgehend gewinnt man weitere als
Grenzfunktionen nach den Konvergenzsatzen.

Uber das Riemannintegral im Hoherdimensionalen haben wir nie

genauer geredet. Es ginge &dhnlich wie im Eindimensionalen.

(4.3) Bemerkung. Riemann-integrable Funktionen sind Lebesgue-
integrabel, und beide Integrale sind in diesem Fall gleich.

Beweis: Das Lebesgueintegral erfiillt die Integralaxiome (Bd. 1, I1I,
§1). Man muf} also nur zeigen, dafl Riemann-integrable Funktionen
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iiberhaupt Lebesgue-integrabel sind. Ist f Riemann-integrabel, so
hat man eine aufsteigende Folge (p,) und eine absteigende Folge
(1) von Treppenfunktionen, mit

Pn < f < wna und (”7% - L)OTLHl) — 0.

Punktweise konvergiert (¢,) — ¢ und (¢,) — %, und nach dem
Satz iiber monotone Konvergenz sind ¢ und 1 integrabel. Dann ist
o< f <y und ||[v — |1 =0, also fast iiberall ¢ = f =1, und f
ist integrabel. O

Das Lebesgueintegral existiert fiir viel mehr Funktionen, als das
Riemannintegral. Zum Beispiel die charakteristische Funktion von
QnNJ0,1] hat das Lebesgueintegral 0 und kein Riemannintegral. Das
ist noch nicht sehr bemerkenswert, weil dies nur eine Nullfunktion ist;
nach denen will man ja sowieso faktorisieren. Ein besseres Beispiel
erhélt man wie folgt: Sei @ = QN (0,1) = {g, | n € N} und sei U,
ein offenes Intervall in (0,1) um ¢, der Lange hochstens /2" mit
€ < 1. Dann haben wir

QcU:=JU.c(0,1), pU) <e.

n=1

Sei f die charakteristische Funktion von U. Dann ist f punkt-
weise und fiir die L'-Norm der Limes der monotonen Folge (f,) der
Riemann-integrablen charakteristischen Funktionen von U;U- - -UU,,,
aber f kann auch nach Abdnderung um eine Nullfunktion nicht
Riemann-integrabel werden. Die Menge U ist ja offen und dicht und
bleibt dicht, wenn man eine Nullmenge herausnimmt, denn da darf
man kein Intervall ganz herausnehmen. Also auch nach Abédnderung
von f um eine Nullfunktion bleibt das Riemann-Oberintegral stets
mindestens 1, wahrend doch das Lebesgueintegral hochstens ¢ ist.

(4.4) Ausschopfungssatz. Sei (M,,) eine aufsteigende Folge meB-
barer Mengen, und auf M = J,__, M, sei eine Funktion f: M — R
gegeben. Dann ist f genau dann iiber M integrabel, wenn f iiber
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jedem M, integrabel ist und die Folge (fM |fldp) konvergiert. Ist
das der Fall, so ist

/ fdy = lim | fdu.

M néooMn
Beweis: Ist f iiber M integrabel, so auch f und |f| iiber jedem
M,,, und alle Integrale sind durch [ s |fldu beschrinkt, also kon-
vergiert ([ M, |f] di). Nun zur interessanten Umkehrung: Die Folgen
(xm, - f) und (xar, - |f]) konvergieren punktweise gegen xas - f bzw.
X - |f]. Wenn nun die Folge der Integrale (an |f|dp) beschrankt
bleibt, ist nach dem Satz {iber monotone Konvergenz xas - | f| inte-
grabel und nach dem Satz iiber dominierte Konvergenz auch xus - f,
und die Integralformel gilt. |

(4.5) Beispiel. Ist f: (a,b) — R integrabel auf jedem kompakten
Teilintervall (z.B. stetig), so ist f genau dann Lebesgue-integrabel,
wenn das uneigentliche Integral ff |f(z)|dx konvergiert.

Zum Beweis schopfe man (a,b) durch die M; = [a+1/j,b—1/]
aus. O

Das uneigentliche Integral ist hier wie fiir das Riemannintegral
definiert.

Hat man ein Integral fiir Funktionen f : X — R, so kann man
damit das Integral fiir Abbildungen

f=0U1,.,fn): X—>R"

einfach komponentenweise erklaren:

(4.6) /fdu - (/fldu,...,/fndu> € R".
X X X

Dies ist mit linearen Abbildungen

AR - R™, ye— Ay, (Ay)i =) aiy;,
J
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vertraglich, also
A[fan = [agdn
X X

denn das Integral ist linear; es steht ja da:
> ay /fj dp = /Z%‘f]‘ dp.
i x Y J

Daher ist mit (4.6) das Integral auch wohldefiniert fiir Abbildungen
f + X — V in einen endlichdimensionalen Vektorraum V. Man
fiihrt Basen ein, das Ergebnis ist davon unabhéngig. Das hilft zum
Beispiel fir V' = C. Tatsédchlich sind aber die zentralen Beweise
bisher so gefafit, da V auch ein Banachraum sein darf, oder noch
Allgemeineres — aber wir wollens nicht iibertreiben. Der Satz iiber
monotone Konvergenz setzt natiirlich die Anordnung in R voraus;

er ist nur fir Funktionen mit Werten in R sinnvoll.

Konvergensatze sind Stetigkeitssatze, sie fithren zu Aussagen iiber
Parameterabhéngigkeit von Integralen, die wesentlich starker sind, als
unsere fritheren vorlaufigen Feststellungen.

(4.7) Satz (iiber Parameterabhangigkeit von Integralen). Sei X ein
MafBraum und p ein Punkt in einer offenen Menge U in R". Es sei
eine Funktion

f: XxU—-=R

gegeben, und fiir jedes uw € U sei die Funktion
fu: X >R, z+ f(z,u)

integrabel. Das Integral definiert die Funktion
g:U— R, u»—>/fudu =: /f(x,u)d:):.
X X

(i) Angenommen alle Funktionen u — f(z,u), x € X, sind stetig
bei p, und es existiert eine integrable Funktion h : X — R mit

|f(x,u)| < h(z) firalle (z,u)e X xU.
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Dann ist g stetig bei p.

(ii) Angenommen alle Funktionen u — f(x,u), v € X haben
stetige partielle Ableitungen D, f(x,w) nach der j-ten Koordi-
nate in R"™ und es existiert eine integrable Funktion h : X — R
mit

|D; f(x,u)| < h(z) fiiralle (z,u)e X xU.

Dann existiert D;g, ist stetig, und
Digl) = [ Dif(a.p)
X

Beweis: (i) folgt unmittelbar aus dem Satz iiber dominierte Kon-
vergenz, weil in U Stetigkeit dasselbe wie Folgenstetigkeit ist.
(ii) folgt mit dem Mittelwertsatz:

9(p+te;) —g(p) _ /Djf(x,p + Ote;) da.
X

t

Die rechte Seite konvergiert fiir ¢ — 0 nach (i) gegen [ D; f(x,p) dz.
(]

So lang der Satz ist, er ist in dieser Form in vielen typischen Fallen
der Analysis noch gar nicht anwendbar. Man verlangt ja in (i), dal
fiir jede Folge (u,) — p in U die Folge der Funktionen (f(x,un))
auf X punktweise gegen f(z,p) konvergiert. Es geniigt, dafl das fast
iiberall gilt, aulerhalb einer von der Folge abhdngenden Nullmenge in
X . Wir wollen nicht versuchen, allen Eventualitdten in einem noch
langeren Satz zu geniigen, es kommt nur darauf an zu verstehen, was
die Konvergenzsétze leisten.

8 5. Das Integral nichtnegativer Funktionen

In diesem Abschnitt betrachten wir einen Mafiraum (X, M, ),
und alle betrachteten Funktionen sind mefibare Funktionen

f:X —10,00].
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Diesen Funktionen kann man stets sinnvoll ein Integral

[fan € 10,00

zuordnen. Es geht nur darum, in angemessener Weise mit dem Wert
oo umzugehen. Ist zunéichst ¢ : X — [0, 00| eine Stufenfunktion, so

/wdu:Zc~u{¢=C}7

X ceR

setzen wir

wie es naheliegt; dies ist eine endliche Summe.
Fiir beliebige mefibare Funktionen f: X — [0, 00] ist dann

6.0 [rdw = sw{ [edulo<e<s} e .00l
X

X

wobei das Supremum iiber alle Stufenfunktionen unter f gebildet
wird. Diese Erklarung erlaubt ganz allgemein, Mafle durch Integrale
zu erklaren:
WO0) = [xardn,
X
und darin liegt ihr Nutzen. Die Regeln (3.6), soweit sinnvoll, lassen
sich tibertragen.

Man kann in (5.1) eine Folge (¢,,) von Stufenfunktionen wéhlen,

soda 0 < ¢, < f und
dim oy dp = / fdp,

und zwar eine aufsteigende Folge, ¢, < @41, ersetze nur ,, durch
max{®1,...,on}. Auch kann man die Folge (¢,) so wihlen, dafl
sie punktweise gegen f konvergiert: Wéahle nach (III, 1.4) eine auf-
steigende Folge (¢,,) von Stufenfunktionen, die punktweise gegen f
konvergiert, und ersetze ¢, durch max{y,,¥,}.

(5.2) Bemerkung. Das Integral (5.1) ist genau dann endlich, wenn
f fast tiberall endlich und nach § 3 dort integrabel ist, und in diesem
Fall stimmen beide Integrale iiberein.
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Beweis: Ist f nach §3 integrabel, so sind die Stufenfunktionen ¢,
der eben beschriebenen Folge alle Treppenfunktionen, und nach dem
Satz {iber monotone Konvergenz gilt [ ¢, du — [ fdp € R, also gilt
die Behauptung. Ist umgekehrt das Integral (5.1) endlich, so ist ins-
besondere f fast iiberall endlich, und wir diirfen annehmen, iiberall.
Dann sind wieder alle ¢,, Treppenfunktionen, und die Behauptung
folgt nach dem Satz iiber monotone Konvergenz. O

Der Satz iiber monotone Konvergenz iibertragt sich wie folgt:

(5.3) Satz. Sei f, : X — [0,00] eine aufsteigende Folge mefibarer
Funktionen mit Supremum f, dann ist

s [ 1o —/fdu

Beweis: Ist die linke Seite endlich, so sind alle f,, nach eventueller
Abénderung auf einer Nullmenge endlich, und die Behauptung folgt
nach dem Satz {iber monotone Konvergenz. Ist aber die Folge [ f, du
unbeschrénkt, so ist ja [ fdu > [ fu,dp fir jedes n, also ist
[ fdp=o0. O

Nach wie vor heifit auch eine nicht negative Funktion nur dann
integrabel, wenn ihr Integral endlich ist.

Man kann den Zugang zur Integralkonstruktion wie in diesem Ab-
schnitt nehmen, indem man eine beliebige reelle Funktion kanonisch
in nicht negative zerlegt:

f=17—7f.

Aber eigentlich ist das eher ein Hintereingang. Allemal ist die In-
tegralkonstruktion erst mit dem Normkonvergenzsatz am Ziel. FEr
zeigt, da das Lebesgueintegral nicht nur gut ist, und besser als zum
Beispiel das Riemannintegral, sondern vollendet: Der Raum L!(u)
ist vollstandig.



