Kapitel IV
Das euklidische Lebesgueintegral

Voran, voran! nur immer im Lauf,

voran, als woll es thn holen!

Vor seinem Fufle brodelt es auf,

es pfeift thm unter den Sohlen.
Annette

Hier kehren wir aus allgemeinen Mafigefilden zurtick zum euklidi-
schen Raum. Ein Abschnitt iiber Produktmafle fiihrt insbesondere
von R zu R™ mit dem Lebesguemafl. Integrale sind als iterierte Inte-
grale einer Variablen mit Gliick wirklich zu berechnen. Ein Haupter-
gebnis ist die Transformationsformel, und damit fithren wir die Inte-
gralrechnung zum selben Punkt, wo wir mit der Differentialrechnung
aufgehort haben: Wir stehen am Ende, wo die globale Analysis be-
ginnen kann.

§ 1. Produkte von Mafiraumen

In diesem Abschnitt konstruieren wir aus zwei o-endlichen Maf3-
raumen (X, A, ) und (Y, B,v) einen Produktraum

(X XY, A®B,pu@v).

Induktiv entsteht so aus R mit dem eindimensionalen Lebesguemafl
dann R"™ mit dem n-dimensionalen Lebesguemaf.
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Auf dem cartesischen Produkt X x Y der gegebenen Mafirdume
betrachten wir die Algebra A x B der sémtlichen endlichen disjunkten
Vereinigungen von Rechtecken A x B mit A € A und B € B.

Y

Mit zwei Mengen M, N € A x B sind auch M NN und das Komple-
ment CM in A x B, wie man leicht nachpriift. Es sei A ® B die von
Ax B auf X xY erzeugte o-Algebra.

Sind z.B. A und B die Borelalgebren topologischer Teilraume X
und Y eines R", so ist A ® B die Borelalgebra des topologischen
Produkts X xY . Eigentlich benutzt man hier nur, daf die betrachte-
ten topologischen Réume eine abzidhlbare Basis der Topologie haben.
Darauf werden wir in (Bd.3, IV, §1) genauer eingehen.

Wir wollen aus o-endlichen Maflen p auf A und v auf B ein o-
endliches Produktmafl p®@v auf A®B konstruieren, das fiir Rechtecke
das Naheliegende liefert:

(1©v)(Ax B) = u(A)-v(B).
Bevor wir uns dem zuwenden, miissen wir nun doch etwas genauer
hinsehen, wie die erzeugte o-Algebra aus einer gegebenen Algebra
entsteht. Wir gehen von einer Situation aus, wie wir sie hier vorge-
funden haben: Gegeben sei eine Menge Z mit einer Algebra R von
Teilmengen von Z, fiir die gilt:

A BER = ANB, und (4 € R.
Ein System M von Teilmengen von Z heifit monoton, wenn gilt:
(i) Sind Y3 C Y5 C -+ alle in M, so auch |, V,.
(ii) Sind ¥3 DY, D -+ allein M, so auch (),—, Y,.
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(1.1) Lemma (iiber monotone Klassen). Sei R eine Mengenalge-
bra auf Z wie oben, und sei M das kleinste monotone System von
Teilmengen von Z, das R enthélt. Dann ist M die von R erzeugte
o-Algebra.

Beweis: Das System M’ = {Y € M | Y € M} und ebenso fiir
jedes B € M das System Mg ={Y € M |YNB € M} sind wieder
monoton. Ist nun A € R, so auch CA € R, also A € M’. Das zeigt
R C M, also M' = M, und das heifit: Mit Y ist auch CY in M.

Sind aber A,B € R, soist ANB € R, und das sagt A € Mp.
Weil das fiir alle A € R gilt, folgt R C Mp, also M = Mp fir
alle B € R. Das wiederum sagt: Ist Y € M und B € R, so ist
Y NB e M. Das heifit B € My, und weil das fiir alle B € R gilt,
folgt M = My, und das bedeutet: Mit Y, Z ist auch Y N Z in M.
Damit ist M eine o-Algebra. |

Auf unser Ziel zuriickzukommen: Die Algebra A ® B entsteht
also aus A x B als kleinstes monotones System von Teilmengen von
X xY,das A x B enthilt.

Weil die Mafle p,v auf X und Y in diesem Abschnitt ein fiir
allemal gegeben sind, werden wir in den zugehorigen Integralen im

folgenden oft
dx,dy statt du,dv

schreiben. Auch p(dz) ist sonst iiblich. Wir setzen im folgenden
voraus, dafl beide Mafiraume o-endlich, also jeweils die Vereinigung
einer Folge von Teilmengen von endlichem Maf} sind. Der Konstruk-
tion des Produktmafles und des zugehorigen Integrals dient folgendes

(1.2) Lemma. Sei f: XxY — [0,00] eine A®B-meBbare Funktion.
Dann gilt:
(i) Jede Funktion f,:Y — [0,00], y — f(z,y), ist B-meBbar.
(ii) Durch = — [, fodv =: [, f(x,y)dy wird eine A-meBbare
Funktion auf X definiert.
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Beweis: Wir nehmen zunéchst an, dafi v(Y) endlich ist, und be-
trachten charakteristische Funktionen f = xas. Sei

M={Me A®B| f = erfiillt (i) und (ii)}.

Dieses System von Teilmengen M C A ® B enthélt alle Rechtecke,
also A x B C M, und es ist monoton: Sind M; C M, C --- alle
in M, so auch (J;2; M,,, denn das Supremum einer Folge mefibarer
Funktionen ist mefibar, und das Integral ist mit Grenzwerten auf-
steigender Folgen vertauschbar (Hier ist das Integral nach III, §5 in

[0, 00] zu nehmen). Ebenso wenn M; D My D -+ alle in M sind, so
auch (2, M, . Hier bleiben die Integrale [ xar, (z,y)dy alle durch

v(Y) beschrinkt, und wir kénnen den Satz iiber dominierte Konver-
genz anwenden. Somit ist M = A® B, jedenfalls wenn v(Y) endlich
ist.

Ist dies nicht der Fall, so wéhle eine steigende Folge Y7 C Y5 C - --
in Y mit v(Y,) < oo fiir alle n und |J,—, ¥, =Y. Setzt man dann
M, =Mn(X xY,),soist My C My C --- und alle M,, € M, nach
dem schon Gezeigten. Also | Jo~, M,, = M € M, wieder nach dem-
selben Argument {iber monotone Konvergenz. Damit ist M = AR B,
also das Lemma gilt fiir alle charakteristischen Funktionen mefbarer
Mengen in X x Y, damit auch fiir alle Stufenfunktionen, und wieder
nach dem Satz iiber monotone Konvergenz, und weil Mebarkeit sich
auf Grenzfunktionen vererbt, gilt das Lemma allgemein. ]

(1.3) Cavalieris Prinzip. Esgibt auf X XY genau ein Produktmafl
pev: A B — [0,00]
mit der Eigenschaft: Fiir Rechtecke A x B € A X B ist
(L@ V)(Ax B) = pu(A)-v(B).

Fiir eine mefibare Menge M € A® B ist

(@) (M) = /(/XM(x,y)dy) dv = /(/XM($7ZU)CZ$) dy.

X Y Y X



110 IV. DAS EUKLIDISCHE LEBESGUEINTEGRAL

M,

Setzen wir
My = {J}GX | (.’E,y) EM},

soist [y xar(x,y)de = p(M,), und die Formel besagt:

(1.4) (o)) = [(,)dy.
Y

Beweis: Nach (1.2), mit vertauschten Faktoren auf y,s fiir f
angewendet, wird durch die rechte Seite von (1.4) eine additive Men-
genfunktion auf A ® B definiert, die nach dem Satz (III, 5.3) {iber
monotone Konvergenz auch o-additiv ist, und sie hat den behaupte-
ten Wert auf Rechtecken. Die Eindeutigkeit folgt nach der Ein-
deutigkeitsaussage im Satz von Hahn (III, 2.6). Natiirlich folgt die
andere Integralformel fiir ;4 ® v aus Symmetrie der Voraussetzungen.

|

Dies erlaubt nun eine neue Beschreibung des Integrals. Sei nidm-
lich X ein o-endlicher Mafiraum, den wir uns fiir sein Maf} p vervoll-
standigt, also um die Nullmengen erweitert denken. Dann ist auch
X x R ein Mafiraum, der Produktraum von X mit R, wobei R das
Lebesguemafl A\ tragt. Sei p ® A das Produktmafl auf X x R.

(1.5) Bemerkung. Ist f : X — R eine meBbare nie negative Funk-
tion, so ist die Menge

MT = {(z,t) |t < f(z)} C X x[0,00)
meBbar in X x [0,00), und ihr Ma# ist
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Beweis: Die Funktion (z,t) — f(z) —t ist meBbar, daher ist M/
mefibar, und nach Cavalieri ist

(poN)(MT) = //\(Mj)dx = /f(x)dx. O
X

X

Jetzt betrachten wir zwei o-endliche Mafiraume X und Y und zei-
gen, dafl man das Integral einer Funktion f: X xY — R als iterier-
tes Integral [, ( Jx flz,y) dx) dy berechnen kann (wenn iiberhaupt).
Das entsprechende gilt natiirlich in umgekehrter Reihenfolge.

(1.6) Satz von Fubini. Seien X und Y zwei o-endliche Mafiraume,
und sei X xY ihr Produkt mit dem Produktma8. Sei f : X xY — R
integrabel. Dann ist fiir fast jedes y € Y auch die Funktion

X—-R, z~ f(z,y)

integrabel. Die damit fast iiberall definierte Funktion

Y — R, yH/f(x,y)dx
X

ist integrabel, und es gilt:

[ 1= ([ t@yaz)ay

XxXY Y X
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Die analoge Aussage und Formel hat man natiirlich aus Symmetrie
der Voraussetzungen fiir die Integration in umgekehrter Reihenfolge,

und man schreibt:

/f(x,y)dxdy = //f(%y)dydx.
X v

XxY

Beweis: Ist f meflbar und nie negativ, so ist die Integralformel
ein Spezialfall von Cavalieris Prinzip, angewandt auf M7 wie in der
Bemerkung (1.5), denn

[ @ yde = o) wd [ £=@peven).
X

XxXY

Ist dabei f integrabel, also das Integral endlich, so mufl auch die
Funktion y — [ « f(z,y) dx fast iiberall endlich sein, damit ihr In-
tegral endlich bleibt. Das zeigt die Behauptung in diesem Fall und
durch Zerlegung f = fy — f_ dann fiir beliebige me3bare Funktio-
nen f. Das sind alle integrablen bis auf eine Nullmenge. Ist aber
N C X xY meBbar vom Mafl Null, so ist auch N, C X mefibar,
und muf} nach Cavalieris Prinzip fiir fast jedes y das Mafl Null ha-
ben, weil [, u(Ny)dy = 0. Ersetzt man f also auf so einer Menge
durch 0, so dndert sich nirgends im Satz die Integrabilitdt oder das
Integral. (I

Auf dem euklidischen Raum R"™ = Rx---x R haben wir jetzt das
n-dimensionale Lebesguemafl )\,, als Produktmaf} auf der Borel-
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algebra, das dadurch bestimmt ist, dafl es fiir ein achsenparalleles
Quader das elementare Volumen liefert:

)\n([al,bl] X oo X [an,an = (bl —al) e (bn —an).

Das Integral einer Funktion f : R™ — R ist als iteriertes Integral
iiber eine Variable zu berechnen:

/f(x)dx _ /~-~/f(:v1,...,xn)dx1-~-dxn.

Bildet man Quader mit beliebigen endlichen aber nicht notwendig
abgeschlossenen Intervallen, so bilden die sdmtlichen endlichen dis-
junkten Vereinigungen von Quadern eine Mengenalgebra Q, und das
Lebesguemafl stimmt auf dieser Algebra mit dem elementaren Volu-
men iiberein. Allgemein entsteht es aus diesem elementaren Maf auf
Q dann durch Erweiterung nach dem Hahnschen Erweiterungssatz,
denn Q erzeugt als o-Algebra die Borelalgebra. Das Lebesguemafl
A(A) = A (A) einer beliebigen meBbaren Menge A C R"™ ist folglich
das mit A|Q gebildete duflere Mafl

(1.7) AA) = inf Y MQy),
j=1

wo das Infimum iiber alle Folgen von Quadern ¢; mit A C U;il Q;
gebildet wird. Weil jedes Quader @ zu jedem e > 0 in einer Vereini-
gung von Wiirfeln Wy, mit Y, A(W) < A(Q) + ¢ liegt, erhélt man
mit einem &/27-Schlu, dal man statt Quadern bei der Bildung des
duferen Mafles auch immer nur Wiirfel nehmen kann. Man entnimmt
daraus, daf} das Lebesguemaf} durch seinen Wert auf abgeschlossenen
Wiirfeln bestimmt ist.

(1.8) Invarianz des Integrals. Sei A C R" eine Lebesgue-mef-
bare Menge.
(i) Translationsinvarianz: Fiir v € R™ ist A(A) = A(A +v), also

[i@ds = [16+v)a
J

R™
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(ii) Homogenitéat: Fiir t € R ist A(tA) = [t|"A(A), fiir t # 0 also

[t|™ /f(tm)dx = /f(x) dx.
R® R®

Beweis: Die Aussage iiber die Mafle gilt fiir Wiirfel, also allgemein.
Daraus folgt die Aussage tiber die Integrale zunéchst fiir charakteri-
stische Funktionen. Beachte y;a(x) = xa(t~12). Dann folgt sie fiir
Treppenfunktionen, also allgemein. ([

Man kann mit dieser Bemerkung und Cavalieris Prinzip das Volumen
hinreichend regelméafliger Korper ausrechnen. Sei zum Beispiel ¢,
das Volumen der n-dimensionalen Kugel D" = {z € R" | |z| < 1}.
Der Durchschnitt von D™ mit der Hyperebene R"™* x {s} ist dann
(m D”_l) x {s} fir —1 < s <1, und daher ist

1

Cn = /(\/ 1= sg)n_lcn_l ds.

-1

s
(

1

R

Mit der Substitution s = sint erhélt man die Rekursion
/2
(1.9) Cn = Cpn_1 / cos" tdt.
—7/2
Das Integral werden wir spater weiter untersuchen, siehe (4.11).

Der Schnellweg von Cavalieris Prinzip zum Satz von Fubini, den
wir hier beschritten haben, ware fiir Funktionen mit Werten in einem
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Banachraum so nicht mehr gangbar, man miifite da etwas aufwendi-
ger mit dem Normkonvergenzsatz argumentieren.

§ 2. Die Transformationsformel

FEin wesentliches Hilfsmittel zur Berechnung eindimensionaler In-
tegrale ist die Transformationsformel: Ist ¢ : [a,b] — [¢(a), ()]
eine stetig differenzierbare Parametertransformation, so ist

b (b)
[roet)-sat = [ f)a
a v(a)
Fiir uns bedeutet das:
[Gooyva = [ jwa
[a,b] [e(a),e(b)]

Hat man eine orientierungsumkehrende Transformation

p: I = [a,b] — [p(b),(a)] = @I, ¢ <0,
so ergibt sich:
b @(b) #(a)

Jtoww = [oore = [1=-[r=-]r

I a ©(a) #(b) el
also fiir eine Transformation ¢ mit ¢’ # 0 allgemein:
(21) [towrild = [ 1) da.

1 oI

Dies ist die Transformationsformel im Eindimensionalen, und die ent-
sprechende Aussage fiir das Lebesgueintegral im Hoherdimensionalen
lautet wie folgt:

(2.2) Transformationsformel. Sei U offen in R" und ¢ : U — V
ein C'-Diffeomorphismus mit einer offenen Menge V in R". Dann
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ist eine Funktion f:V — R genau dann integrabel, wenn die Funk-
tion (f o) |det Dp|: U — R integrabel ist. Und es gilt:

/f(y) dy = /fga(a:)o|detD<p(:c)|dx.
Vv U

Als Rezept zur Transformation hat man also bei der Transforma-
tion

y=¢(x), dy=|detDy(r)|dx
einzusetzen. Man schreibt daher auch

d d(y1, . .-

7y _ (yla 7yn) — detDcp.

dx d(x1,...,Tn)
Die Transformation ¢ ist ja ein Hom6omorphismus und induziert
daher einen Isomorphismus ¢ : A — pA der Borelalgebren. Nimmt
man fiir f die charakteristische Funktion einer mefibaren Menge

@A C V, und bezeichnet A das Lebesguemaf, so besagt der Satz:

(2.3) Mafitransformation. Unter den Voraussetzungen von (2.2)
ist fiir jede mefibare Menge A in U

Ap4) = /|detDcp(x)|dac.
A

Beachte, dafl dies eine Gleichung von MafBen auf U ist.

Zunachst wollen wir uns anschaulich machen, was der Satz eigent-
lich bedeutet. Denken wir uns A als kleinen Wiirfel um z, so ist ¢|A
nahezu affin, mit linearem Anteil Dp(z), und Dp(z)- A ist ein Spat
vom Volumen |det Dyo(x)| - A(A).

Wem aus der Linearen Algebra die Deutung der Determinante als
orientiertes Volumen des Bildspats des Einheitswiirfels nicht vertraut
ist, der sollte sich darauf besinnen, daf} die definierenden Eigenschaf-
ten der Determinante naheliegende Forderungen an so ein Volumen
aussprechen.
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Graph(f)

Graph(f o p) ///
ET

Beweis der Transformationsformel in sechs Schritten (i) - (vi):
(i) Gilt (2.3) fiir ¢ : U — V, so gilt (2.2) fiir dasselbe ¢.

Ist f eine Treppenfunktion so folgt aus (2.3) und Linearitit so-
fort, dal (f o ¢) - |det Dy| integrabel ist, und die Formel gilt. Da-
raus erhalt man diese Richtung allgemein zum Beispiel mit dem
Normkonvergenzsatz. Ist umgekehrt (f o) -|det Dy| integrabel, so
transformiere mit ¢! zuriick, und nach dem schon Gesagten folgt,

dafl f integrabel ist, und die Formel gilt. (Hd

(ii) Es gentigt, folgende lokale Aussage zu zeigen: Jeder Punkt p € U
hat eine offene Umgebung W, sodafl die Behauptung (2.3) fiir die
Transformation @|W : W — oW gilt.

Man hat dann namlich eine abzihlbare Uberdeckung (W; | j € N)
von U mit solchen offenen Mengen W, etwa Kugeln mit rationalem
Radius und Mittelpunkt. Dann zerlegt man A disjunkt in Teile
A; € W; und bemerkt, da8 beide Seiten von (2.3) fiir solche Zer-
legungen o-additiv sind. (i)d

(iil) (2.3) gilt, wenn ¢ eine Permutation von Koordinaten ist. (iii)J

(iv) (2.3) gilt fiir n =1, also U C R.

Die MaBe A — A(pA) und A+ [, |¢'|de auf U stimmen (nach
(2.1) mit f =1) fiir Intervalle A iiberein, also auch fiir endliche dis-
junkte Vereinigungen von Intervallen, und sie haben endlichen Wert
fir kompakte Intervalle, also U ist fiir beide Mafle o-endlich. Daher
stimmen sie nach dem Satz von Hahn (III, 2.6) iiberein. (iv)Od
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(v) Gilt (2.3) und damit (2.2) fiir die Transformationen ¢ : U — W
und fir p : W — V, so gilt (2.2) und damit (2.3) auch fiir die
Zusammensetzung po : U — V.

Dies folgt fiir (2.2) aus det(D(pot)) = det(Dp) - det(Dw). (v)O

(vi) Beweis der lokalen Aussage (ii) durch Induktion nach n. Der An-
fang ist (iv). Fiir den Induktionsschritt betrachte ¢ : U — V C R"
lokal um einen Punkt p € U und ¢(p) € V. Weil Dy # 0, diirfen
wir nach Permutation der Koordinaten in U und V' annehmen:

0p1/0x1(p) # 0.

Dann zerlege ¢ lokal um p wie folgt:

U——5—V

©
N /:mb’l
w

15(1?1, s 73377«) = (@1(1’),1‘27. . wrn)a P(y) = (ylaPZ(y)a s 7pn(y))

Dies 1 ist in der Tat lokal um p invertierbar, denn die Jacobische ist

Op1/0x1 J ?
1

1 (weifle Stellen sind Null).

Die Zerlegung des Diagramms lehrt mit (v): Man darf annehmen,
dal ¢ eine Koordinate festlaBt, und dann nach Permutation der
Koordinaten wieder ohne Beschrankung der Allgemeinheit die erste.
Also:

e (t,2) = (o)),
@2 Up == Un{xy =t} — {t} x R"™' c R™
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Dann hat die Jacobische von ¢ die Gestalt

Dy =

? D
ot det Do(t,x) = det Depy.
In diesem Fall hilft natiirlich die Induktionsannahme und der Satz

von Fubini:

An(pA) = /)\n,l(goA)t dt (Cavalieri)
R
:/)\n—l(SDtAt)dt
R
= /(/|det(D<pt)|d)\n_1) dt (Induktionsannahme)
R A
:/( / xa, | det Dp(t, ) [ d, 1 )
R Rr-1
= / Xa - |det Dol dA, (Fubini). O
RTL
R R

RnAI

Wenden wir die Transformationsformel auf eine affine Transformation
p:x—D-z+v, DeAut(R"), ve R"”
an, so ist Dy = D, also wenn A\ das Lebesguemaf} bezeichnet, ist

(2.4) A(pA) = | det(D)] - A(4)
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fur jede meBbare Teilmenge A von R"™. Dies gibt die geometrische
Deutung der Determinante wieder, von der wir bei der Einfithrung
der Transformationsformel ausgegangen sind. Wenn W ein Wiirfel
der Kantenlénge 1 ist, ist danach A\(D-W +v) = | det(D)|. Das Vor-
zeichen der Determinante beschreibt die Orientierung der Abbildung.
Das geht uns hier verloren, aber es wird auch in der Analysis wieder
erscheinen, wenn es darum geht, den Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung im Hoherdimensionalen zu formulieren.

Eine Bewegung ist eine affine Abbildung, deren linearer Anteil
D orthogonal ist. Dann ist | det D| = 1, also sagt die Transforma-
tionsformel:

(2.5) Bewegungsinvarianz des Integrals. Ist ¢ : R" — R" eine
Bewegung, so ist

A(pA) = AA)

fiir jede mef3bare Teilmenge A von R™, und allgemein

/f(l’) de = /fga(a:)dm. 0
pA A

Es gibt natiirlich noch viele andere Diffeomorphismen mit Jaco-
bideterminante 1. In der Theorie der Differentialgleichungen werden
uns solche als divergenzfreie Fliisse begegnen. Immerhin zeigt sich
hier, daf§ das Lebesgueintegral auf einem endlichdimensionalen eu-
klidischen Raum wohldefiniert, und unabhéngig von der Wahl eines
euklidischen Koordinatensystems ist.

§ 3. Nullmengen

In geometrischen Untersuchungen treten mafitheoretische Argu-
mente oft nur in der Form auf, dafl gewisse Ausnahmemengen als
Nullmengen zu erweisen sind. Dafiir braucht es weiter keine Maflthe-
orie. Eine Nullmenge nennt man auch diinn; sie hat das duflere Mafl
Null, und das heifit nach (1.6):
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(3.1) Erinnerung. Eine Teilmenge A von R" ist genau dann diinn,
wenn es zu jedem € > 0 eine Folge von Wiirfeln (W;) in R" gibt,

mit

Dabei ist hier A(W) das Produkt der Kantenlangen. Statt Wiir-
feln kann man auch achsenparallele Wiirfel, Quader oder auch Kugeln
nehmen, denn jeder Wiirfel vom Durchmesser 27 liegt in einer Kugel
vom Radius r und jede Kugel vom Radius 7 in einem Whirfel der
Kantenlange 2r, sodafl man immer ein Volumen bis auf eine Kon-

stante durch das andere abschéitzen kann.

(3.2) Satz. Ist A eine Nullmenge in R" und f: A — R" Lipschitz-
stetig, so ist auch f(A) eine Nullmenge in R".

Beweis: Sei (W; | j € N) eine Wiirfeliitberdeckung von A mit
Z;i1 AW;) < e. Jeder Wiirfel W; enthalte einen Punkt a; € A.
Hat W; die Kantenlénge s, so ist A(W;) = s" und |z —a;| < /n-s
fir z € W;. Ist dann |f(z) — f(y)| < Llz — y| fur alle z,y, so
insbesondere |f(z) — f(a;)] < Ly/ns fir x € W; N A. Daher liegt
f(W; N A) in einem Wiirfel der Kantenldnge 2L\/n s mit dem Vo-
lumen k- s" = k- A(W;), wo k = (2L/n)" eine vom Wiirfel un-
abhéngige Konstante ist. Also liegt f(A) in der Vereinigung einer
Folge von Wiirfeln mit Volumensumme hochstens & - . (|

(3.3) Folgerung. Ist A eine Nullmenge in R" und f: U — R"
stetig differenzierbar in einer offenen Umgebung U von A, so ist auch
f(A) eine Nullmenge in R".

Beweis: Man muf nur zeigen, dafl f lokal einer Lipschitzbedingung
geniigt. Das folgt aus dem Mittelwertsatz

1

fla+h)— f(z) = /Df(:c+th)dt-h,

0

wenn man L so wahlt, dal |[Df| < L. Vergleiche (II, 1.5). O



122 IV. DAS EUKLIDISCHE LEBESGUEINTEGRAL

Demnach sind zum Beispiel differenzierbare Untermannigfaltigkei-
ten M C R™ kleinerer Dimension diinn in R™, weil die Einbettung
ja lokal iiber R* mit k < n faktorisiert. Eine dhnliche Quelle diinner
Mengen bietet die

(3.4) Bemerkung. Ist A meBbar in R" und f: A — R mefbar,
so ist der Graph {(a, f(a)) | a € A} diinn in R™.

Beweis: Es genligt, dies fir A = R" zu zeigen, setze f durch 0
auferhalb A fort. Der Graph {(z,y) | y — f(x) = 0} ist jedenfalls
mefibar, und schneidet jede Gerade {x = const} in genau einem
Punkt, also in einer Nullmenge. Die Behauptung folgt daher nach
Cavalieri. O

Die Behauptung (3.2) gilt nicht fiir beliebige stetige Abbildun-
gen, denn eine stetige Kurve kann einen Wiirfel ausfiillen. Es gibt
auch HomGomorphismen der Ebene auf sich, die eine Strecke auf eine
Menge von positivem Maf} abbilden.

§ 4. Polar- und Zylinderkoordinaten

Wenn die Mengen oder Funktionen, die man messen oder inte-
grieren will, besondere Symmetrien aufweisen, wird man die Koor-
dinaten entsprechend symmetrisch wéhlen. Dafiir bringen wir einige
wichtige Beispiele.

(4.1) Polarkoordinaten der Ebene. Dies ist die Transformation
P :[0,00) x [0,27] = C = R?,  (r,9) — 7€' = r(cos g, sin p).
Die Jacobimatrix von P ist

DP:[CQSQD —7“sm$0}7 det(DP) = r.
sing  rcose
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dazdy = r drdy

0 =

Die Transformation ist zwar am Ursprung singuléar und hat fiir ¢ =0
und ¢ = 27 den gleichen Wert, aber fiir die Integralrechnung macht
das nichts, weil die Mengen, die man im Bild- und Urbildraum heraus-
nehmen muf}, damit die Voraussetzungen der Transformationsformel
erfillt werden, das Mafl Null haben. Das gilt ebenso fiir die folgenden
Koordinatensysteme.

Im Hoherdimensionalen kann man zunéchst die weiteren Koordi-
naten unverindert lassen. So erhilt man fiir R? die

(4.2) Zylinderkoordinaten.
(r,p,2) — (reosy, rsing, z)
mit Jacobi-Determinante r.
Polarkoordinaten gehen aus Koordinaten fiir die Sphére bis auf

eine Nullmenge hervor. Von der Sphire ™! kommt man dann zum
R™ durch die Transformation

(4.3) R, x S" 1 — R*"~ {0}, (r,&)—r-E.

Koordinaten fiir die Sphére entstehen induktiv durch die Transfor-

mation
(4.4) S x [0,71] — S™, (£,9) — (sin® - £, cos®d),

die den Rand S"~! x {0,7} auf den Nord- und Siidpol (0,+1) von
S™ abbildet und im iibrigen regular ist.
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So erhélt man, von den ebenen Polarkoordinaten ausgehend, auf dem
euklidischen Raum R® die

(4.5) Kugelkoordinaten.
D (r,p,19) — r(sin® cos p,sin¥sin ¢, cosd),
firr>0,0<p<27r,0<9<n7
det D® = —r?sin 1.
So geht es induktiv weiter, und fiir R™ hat man die

(4.6) Polarkoordinaten fiir R".

D, (r, 0,01, ..., Un_2)

= (sin¥p—2 - Ppo1(r, 0, V1,...,0n_3),7cosVp_2),
firr>0,0<p <27, 0<9; <.

Die Jacobimatrix hat die Gestalt

sint, _2D®,, cos Py _o®P,,_
Do, — 2 1 2 1

cos¥y,_2,0,...,0 —rsind,,_s
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Fir die Funktionaldeterminante d,, von ®,, entnimmt man daraus
durch Entwicklung nach der letzten Zeile unter Beriicksichtigung von
rd/0r ®,_1 = ®,_; die Rekursionsformel:

dp = —(cos ¥y _2)*r(sintd,_2)" 2dp_1 — r(sind,_o)"d,_1

= —r(sin?,_2)" 2d,_1, also

(4.7 dp = (=)"r" " -sind; - (sind)? - ... (sindd, )" 2.

Wir wollen uns den Nutzen solcher Transformation in einigen An-
wendungen vor Augen filhren. Zylinderkoordinaten sind angebracht,
wenn die zu integrierende Funktion rotationssymmetrisch um die z-
Achse ist. Betrachten wir zum Beispiel eine mefibare Menge in der
positiven Halbebene:

A C Ry = {(r,2)|r>0}.
Durch Rotation um die z-Achse entsteht daraus der Rotationskorper

V = {(rcosg,rsing,z)|(r,z) € A, 0 < p <27}

Das Volumen von V ist

A(V) = /XA(r,z)rdrdzdgo = 27r/rdrdz.
A
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Fiir eine Menge A C R™ heifit der Punkt

S = ! ~/xdx€R"

A

der Schwerpunkt von A. Beachte, dafl dieser Punkt invariant unter
affinen Koordinatentransformationen ist. Bei unserem Ergebnis fiir
A3(V) ist also das Integral

1
R = rdrdz
A2(A) A/

der Abstand vom Schwerpunkt von A zur z-Achse. Die Rechnung

hat damit ergeben:

(4.8) Guldinsche Regel.  A3(V) = 27R- X2(A),
R = Abstand des Schwerpunkts von A zur Rotationsachse. O

Als Anwendung der Polarkoordinaten fiir die Ebene berechnen wir
ein wichtiges uneigentliches Integral auf dem Weg iibers Zweidimen-

sionale:

o0
(4.9) /efmzdx = 7.
Beweis:

(jie‘mzdx)z = (7Ze_r2dx>~<jie_y2dy) = Hg;e_(zuyZ)dxdy

x oo
-

e’ crdpdr = 7rf2re”“2dr = 7([7642]0 = 7. O
0

oy

Das Integral ist uns schon im ersten Semester begegnet. Die
Transformation 22 = t, 2z dx = dt, zeigt:

o0 o0 oo

/e*ﬁd:r = 2/679:2611' = /til/ze*tdt =T(3)

—o00 0 0
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Schauen wir mal, was derselbe Gedanke allgemeiner tiber die Gam-
mafunktion lehrt: Aus

o0

I(u) = /m“_le_””dx

0

wird durch die Transformation x = s2/2, dx = sds:

oo

D(u) = 21*“/32“*Iexp(752/2) ds.
0

Das Produkt T'(u) - '(v) ist also

~

I'(u)D(v) = 227%7°

/szu*ltzvflexp(f(s2 +t2)/2) dsdt =
0

[ w/2
22_"_”/7“2("+”)_1exp(—r2/2) dr /(cos ©)?* L (sin )2 " de.
0 0

Das erste Integral im letzten Term ist 24tV ~!T'(u+wv), und man setzt
/2

B(u,v) = 2 /(coscp)%*l(sincp)%*ldgo.
0

Dies ist die Eulersche Betafunktion. Wir haben gefunden:

(4.10) B(u,v) = ————. O
Fir v = v = 1/2 ergibt sich B(u,v) = 2f07r/2d<p = m, also

I'(1/2)? = 7l(1) = 7 wie in (4.9). Aber auch an ein anderes noch

loses Ende kénnen wir jetzt ankniipfen: Fiir das Volumen ¢, des
n-Balls vom Radius 1 hatten wir in (1.9) die Rekursionsformel

w/2 /2

Cn = Cp—1 / cos tdt cn_1-2/cos"tdt
—m/2 0
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gefunden. Der Faktor nach ¢, _1 ist B("T'H, %), also:

2
Cn = Cp—1-
EERYCESY
Auchist ¢; =2, und mit I'(3) = /7, T(z+1) = 2I'(z), erhélt man
induktiv:
n/2
(4.11) R —

(n/2)T(n/2) -

Fiir gerades n = 2k ist I'(n/24+ 1) =T(k + 1) = k!, also:
Cor — Wk/k! .

Fiir ungerades n = 2k + 1 erhalt man entsprechend:

2k+lﬂk
1-3-...-(2k+1)°

Cok+1 =

Aus beidem zusammen ergibt sich die auf den ersten Blick verwun-
derliche Feststellung, dafl das Volumen des n-Balls vom Radius 1 fiir
n — oo gegen Null geht. Beim U'bergang vom n-Dimensionalen zum
(n 4+ 1)-Dimensionalen wird eben jedesmal vom Zylinder iiber dem
n-Ball etwas weggeschnitten, um zum (n + 1)-Ball zu kommen, und
wie sich zeigt, bleibt so auf die Dauer nichts tibrig.

Die Kugel vom Radius  in R™ hat nach (IV, 1.8) das Volumen
r"c, , und es liegt nahe, in der Ableitung dieses Volumens nach r das
(n — 1)-dimensionale Volumen der Randsphire r-S™"~! zu sehen. So
erhalten wir

(4.12) vol(r-S™ 1 = n.r"le,

fir diese Grofle. Wir werden darauf in der globalen Integrationstheo-
rie zuriickkommen (vergl. Bd. 3, VI, 5.7).



