Kapitel V
Integration auf Mannigfaltigkeiten

Nicht heller Sonnenaufgang vermag
Dir zu verkiinden hellen Tag,
Doch wenn sie geht in Wolken auf
Und mahlich dann sich klart im Lauf,
Wird sie am Mittag ganz
Entfalten vollen Glanz.

Riickert

Wir entwickeln den Kalkiil der alternierenden Differentialformen auf Mannigfaltigkeiten.
Es beginnt mit einem kurzen Abrifl der zugehorigen Linearen Algebra. Diese wird dann
iiber die Tangentialblindel auf Mannigfaltigkeiten iibertragen. Wir erklaren das Integral
von Differentialformen, wir filhren berandetete Mannigfaltigkeiten mit ihrer Randorien-

tierung durch die aulere Normale ein, und wir erklaren die &uflere Ableitung alternierender
Differentialformen.

§ 1. Algebra alternierender Formen

[ foetaenel= [ 1
U oU

zeigt, dafl einer Koordinatentransformation ¢ : U — V mit det Dy > 0 die Transforma-
tion

Die Transformationsformel

f e (foyp)-det Dy
des Integranden zugeordnet ist, und — wenn wir es in der Denkweise der Physiker sagen —
nur einer Grofle, die ein solches Transformationsverhalten hat, konnen wir auf koordinaten-
invariante Weise ein Integral zuordnen. Wir betrachten aber nicht nur n-dimensionale

Volumina, sondern auch solche kleinerer Dimension, und beginnen damit, die zugehorige
Lineare Algebra zu erklaren.

Sei V' ein n-dimensionaler reeller Vektorraum. Spater wird V = T, M sein. Sei

VE=V XV x--xV={(vg,...,0) |vj; € V}
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das k-fache Produkt von V mit sich selbst. Eine k-Form oder Multilinearform vom
Grad k auf V ist eine multilineare Abbildung

a:VF - R, (U17"'7Uk) HO‘(Ul""’v"?)'

Dafl a multilinear ist heif3t: « ist linear in jeder Komponente bei festen iibrigen.
Beispiel. Ein Skalarprodukt ist eine 2-Form V xV — V| (v,w) — (v, w).

Die Menge aller k-Formen auf V' bildet einen reellen Vektorraum, Teilraum des Raumes
aller Funktionen V* — R. Es ist auch leicht, eine Basis dieses Vektorraumes zu finden. Ist
(e1,...,6,) eine Basis von V', so ist eine k-Form festgelegt, wenn man ihren Wert auf allen
k-Tupeln von Basisvektoren kennt, und diese Werte kann man willkiirlich festsetzen. Der
Raum QFV aller k-Formen auf V ist also isomorph zum Raum der Dimension n* aller
Funktionen auf der Menge der k-Tupel der n Basisvektoren. Wir setzen noch Q°V := R,
und erinnern daran, dafl Q'V = V* der Dualraum von V ist. Man hat ein Produkt von
Formen

QV x QV — Q"V, (a,p) - B,
a-B(v,. . vk, W, . we) = Vg, .., vE) - B(wr, . we).

Es bezeichne S(k) die k-te symmetrische Gruppe, also die Gruppe aller Permutationen
der Menge {1,...,k}. Auf dieser Menge operiert S(k) nach unserer Notation von links,

also o7 = 0 o 7 ist die Zusammensetzung der Abbildungen ¢ und 7.

Eine k-Form « auf V heifit alternierend, wenn fiir alle o € S(k) gilt

a(vi,...,v) = sig(o) - a(vy(1)s - - - Vo)),

wobei sig(o) das Signum der Permutation o ist, also

. 11—

o) = s —oy
Natiirlich héatte es geniigt zu fordern, dal a den Faktor —1 aufnimmt, wenn man zwei
nebeneinanderstehende Komponenten v; vertauscht. Es geniigt auch zu fordern, dafl «
stets verschwindet, wenn zwei Komponenten gleich sind: Eine alternierende Form erfiillt
das, denn man darf — bis aufs Vorzeichen — annehmen, daf§ die gleichen Komponenten
nebeneinander stehen. Beim Vertauschen nimmt die Form den Faktor —1 auf, ist aber
ungeandert, also Null. Umgekehrt schliefft man, indem man die linke Seite der Gleichung

(v, ..., Vi, U+ Vig1, Vi + Vi1, Vig2, ..., V) =0

multilinear ausrechnet. Die Menge aller alternierenden k-Formen, die man auch duflere
k-Formen nennt, ist ein Unterraum Alt*V C QFV ., und offenbar ist Alt°V = R und
Alt'V =V*. Ist V = R", so ist

det : V" — R
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eine alternierende n-Form.

Aus obiger Betrachtung folgt die

(1.1) Bemerkung. Ist a € Alt*V, so ist a(vy,...,v;) = 0 falls die (vq,...,vs) linear
abhangig sind, und daher
APV =0 fiir k> dim V.

Beweis: Istetwa vy =), 4 \ivi, 50 a(v1,...,0) = D ;51 Aa(Vi, V2, ..., 4. .., 0g) = 0.

0

Wir definieren eine Linksoperation der Gruppe S(k) auf dem Raum der k-Formen
QFV durch

oa(vy,...,vg) = sig(o)a(vVe(1), -, Vo(r)), 0 € S(k), a € orv.
Eine k-Form « ist genau dann alternierend, wenn
ca=a firalle o€ S(k).

Also bei unserer Festsetzung der Operation von S(k) auf QFV besteht AltFV ¢ QFV
gerade aus den unter der Operation von S(k) invarianten Elementen. Wir definieren die

Projektion
a: QFV — Alt*V, o AltPV =1d,
durch
1
(1.2) aci= -~ > oa,
)

und wir nennen aa den Alternator der k-Form «. Also aa ist der Mittelwert der
Transformierten oa, o € S(k), und es ist daher ziemlich klar, dal a eine Projektion ist:
Ist o« € AIt*V, so ist oa = « fiir alle o, also aa = «, und ist a beliebig, so ist fiir
T e S(k)

1
7 Y Toa = aa,

denn mit o durchlduft auch 7o die Gruppe S(k). Also aa bleibt fest bei allen 7 € S(k),
ist also alternierend.

T(aa) =

Jetzt definieren wir das Auflere Produkt (Dachprodukt)

A ARV x AV — ARV, (o, B) — a A B,

(1.3)
anBi=(k0)-ala-8), (ko) = %
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Uber den Vorfaktor (k,£) herrscht in der Literatur nicht allgemeine Einigkeit, wenngleich
das Richtige auf dem Vormarsch ist. Es kommt auch vor, dal im Zuge der Anpassung
und Verbesserung Unstimmigkeiten innerhalb eines Lehrbuches entstehen. Man kann die
Definition so verstehen: Die Form « - 3 ist ja nicht alternierend, aber sie bleibt schon fest

unter der Operation der Untergruppe
S(k) x S(¢) c S(k+¢),

deren Faktoren S(k) und S(¢) die Permutationsgruppen der ersten k und der letzten ¢
Indexe sind. Die Formel (1.3) lduft nun darauf hinaus, daf§ man die Summe

aANB=> o(a-p)

bildet, wo o ein Représentantensystem von Rechtsnebenklassen o - (S(k) x S(¢)) dieser
Untergruppe in S(k + ¢) durchlauft.

(1.4) Eigenschaften des dufleren Produkts. Das duflere Produkt ist
(i) bilinear, also linear in jedem Faktor bei festem anderen;
(ii) graduiert antikommutativ, das heift ist o € AltFV, 3 € AIt'V | so ist

anf= ()" Bra
(iii) assoziativ, ndmlich fiir o € AItFV | g e AIt'V, v € AIt"V ist

(k+£+r)!

e fe)

(anB)Ay=an(BAy) =

(iv) das Produkt ist natiirlich.

Letztere Bedingung bedeutet folgendes: Eine lineare Abbildung f : V. — W von
Vektorraumen induziert die lineare Abbildung

FVESWE (o) = (P ) Fn)
und damit die lineare Abbildung
Qff: Q"W — QFV, aw ao fF,

und diese Abbildung induziert durch Beschrankung eine Abbildung

(1.5) f* = AltFf . ALFW — ARV



§1. ALGEBRA ALTERNIERENDER FORMEN 125

Ist nimlich oo = « fiir alle o € S(k), so insbesondere o(a o f*) = ao fF. Alle diese
induzierten Abbildungen sind funktoriell, also

id" =id, (fog)"=g"of",

namlich (fog)*a =ao(fog)" =ao ffogh = g*(f*a). DaB nun das duBere Produkt fiir
diese induzierten Abbildungen natiirlich ist, heif3t:

frlanpg)=fanfp

Beweis von (1.4):
(i) ist klar, « - 3 ist bilinear, und a ist linear.
(ii) Sei 7 € S(k + ) die Vertauschung der ersten k& mit den letzten ¢ Indexe, dann ist
o+ B =sig(r) - 7(B-a) = (—)r(3- ), also
k.l
o n = (k Oaa- ) = )

(k+10)
RN
=) E(/iw))!;“(ﬁ'

(iv) ist klar wie gesagt, und fiir (iii) berechnen wir (a A 8) Ay. Es ist

Sofa-) = (G Sar(3-a)

!
a) = (—)k'fﬁ A a.

@npy Ay =P a gy ny = EEEE R oaa- ),
a(a(a ) 7)) = —— ! S Y o 8)).

(k+ L+t (k+0)! 5esiitosr) restre

Wir fassen S(k+/¢) als die Untergruppe von S(k+/¢+7) auf, die nur die ersten k+ /¢
Indexe bewegt, dann steht da:

1 1
alala- ) = (k+0)! TES%+€) (k+L+7)! UGS(§r€+r) or(a-5:7)
1
= mg(%@a(a'ﬁ'v) =a(a-B-7).

Das ist das Behauptete und die Rechnung fiir aA(GA~) fithrt aus Symmetriegriinden

zum selben Ziel.
O

Das Ergebnis der letzten Rechnung kann man auch so sehen: Es ist
aNBAy=2o(a-B-7),

wo o ein Reprisentantensystem von Rechtsnebenklassen von S(k) x S(¢) x S(r) in der
Gruppe S(k + £+ r) durchlauft.
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Das Assoziativgesetz berechtigt uns, einfach oy A as A --- A ap zu schreiben, und man
erhélt sofort durch Induktion:

ey 4+ k)]
(16) 061/\"'/\0622(1+ + g)a(al-..uag),
kil kgl

wenn «; den Grad k; hat.

(1.7) Folgerung. Ist o; € AIt'V fiir i =1,...,¢, so ist
ap A ANag(vr, ..., v0) = det(oy(vj)).

Beweis:
ayg A ANagp(v, .. v0) =0 alag - oo ap) (v, .., vp)

= > sig(o) - a1(veq)) - (Vo)) = det(a;(vy)).
oceS(¥)

Man nennt die direkte Summe

ALtV = @ Alt*V, n =dimV,
k=0

die duBlere Algebra von V. Die Multiplikation in dieser Algebra ist durch das Dach-
produkt induziert. Wir haben also einen Funktor Alt von der Kategorie der reellen Vek-
torraume in die Kategorie der reellen Algebren definiert, der einem Homomorphismus
f:V — W von Vektorraumen den induzierten Homomorphismus

[P =Alt(f) : Alk(W) — Alg(V)

von Algebren zuordnet.
Wir wollen Alt V und Alt*V in Basen explizit beschreiben. Sei also jetzt (e, ...,e,)
eine Basis von V und (e1,...,e,) die duale Basis von V* also

eilej) = 0y
Eine Form o e Alt*V ist dann offenbar bestimmt durch die Werte auf allen k-Tupeln
(€iys-rnseiy), 0<iy <ig<---<ip<n,von Basisvektoren.

(1.8) Satz. Die Elemente €;, A\ ---Ne;,, 0 <iy < --- < i < n, bilden eine Basis von
AIt*V | also dim AItFV = (Z), dim Alt V =2".

Beweis: Sei 0<ij;---<ip <nund 0<j; <--- < jr <n,dann ist

(511 ARRRNAN 5ik)(ej17 ceey ejk:) = det(giu (eju))
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gleich 0 falls (i1,...,7%) # (j1,---,Jk) und 1 sonst, woraus folgt, daf§ die angegebenen Ele-
mente linear unabhéngig sind, und daf der von ihnen erzeugte Raum auf den (e;, ,...,¢€;,)

alle Werte annimmt. O

Insbesondere ist dim Alt"V =1 und Alt"V wird von der Form
e N--Neg, =det : V' — R

erzeugt; die Determinante ist hier als die alternierende n-Form definiert, die auf der

gewihlten Basis den Wert 1 annimmt. Die Basiselemente g;, A --- A g;, von AltFV
entsprechen gerade den stets nach der Grofle geordneten Teilmengen S = {iy,..., ik}
von genau k Elementen, |S| = k, und wir bezeichnen diese Elemente kurz mit ¢g und
setzen entsprechend (e;,,...,e; ) = eg, so daf
1 falls S=T,
eser) =dsr =
0 sonst.

Bezeichnen wir mit Vg das Erzeugnis der Basisvektoren eg in V', so haben wir die Inklu-
sion und Projektion

Vs — V — Vg, ps oig = id,
is Ps

und wenden wir hierauf Alt* mit |S| = k an, so erhalten wir
Alt"Vs «— AUFV «— Alth Vg, i oph = id.
is Ps
Also pj ist eine Inklusion mit zugehériger Projektion i%. Das Erzeugende e5 von Alt*Vg
wird dabei auf €5 € Alt*V abgebildet, und der Satz sagt demnach:

(1.9) APV = @ Alt*Vs, a— (a(es) - es),
1S|=k
und Alt*Vy ist von g erzeugt. Also der Koeffizient von « fiir die Basis der eg ist a(eg),
weil eg(er) = dsr-
Auch die induzierten Abbildungen f* = Alt f konnen wir in Koordinaten angeben. Ist
zunédchst f eine lineare Abbildung, gegeben durch eine Matrix

f=1(ay): R" = R",
so 1ist
ffler N Nep)ler,....en) =1 A+~ ANen(fer,..., fe,) = det(f) = det(aij;),
also
fr=det f: AIt"R" — Alt" R".

Im allgemeinen ist eine lineare Abbildung nach Einfithren von Basen durch eine (m x n)-
Matrix gegeben:
f:(aij)ZV: R"™ — Rm:I/V’
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und die induzierte Abbildung
f AW = @ AW — @ AtV = APV
|S|=k T |=k

ist dann durch eine ((}) x (7'))-Matrix (f}g) beschrieben, mit den Koeffizienten

frs =det(fsr), fsr:Vr —V —W — W;s.
i

f ps

Das heifit fiir die gegebene Matrix von f:
(1.10) frs = det(aij)ics, jer

Um dasselbe noch einmal in Komponenten direkt auszurechnen, f*eg hat bei ep den
Koeffizienten

frs = fesler) =es(fFer) = det(ei(fe;))ies,jer = det(ag)ies, jer.
Eine kleine Anwendung: Wir betrachten eine Zusammensetzung linearer Abbildungen
R 4 R B R A= (ay), B=(by).
Sie induziert
det(BA) : Alt"R™ 255 Alm R™™ = | G\B Al R AL AL R,
S|=n
und

B* = ((Bis)")|s)1=n, A" = ((psA)")|s|=k-

Dabei soll man A* als Zeile und B* als Spalte lesen. Es ergibt sich also

(1.11) det(BA) = 3 det(psA) - det(Big)
|S|=n

= Z det(aij)ieg-det(bij)jes.
|S|=n

Die Determinanten in der Summe gehéren zu (n X n)-Untermatrizen, mit erstem be-
ziehungsweise zweitem Index in der gleichen Menge S'.

Die Formen a3 A---Aay, a; € Alt'V heilen iibrigens zerlegbar. Nicht jede Form in
Alt*V ist zerlegbar, aber die zerlegbaren Formen erzeugen AltFV .

Eine n-Form auf einem n-dimensionalen Raum ordnet jedem n-Tupel von Vektoren
ein orientiertes Volumen zu. Transformiert man den Raum, so wird die n-Form mit der
Determinante der Transformation transformiert, das ist eben die geometrische Bedeutung
der Determinante einer linearen Abbildung.

Kommen wir zur Analysis zuriick, so werden wir nicht einfach Funktionen auf einer
Mannigfaltigkeit integrieren kénnen, wohl aber Abbildungen, die jedem Punkt p € M ein
infinitesimales Volumen, ein Element aus Alt"7T,M zuordnen. Natiirlich hat Alt"7T,M

die Dimension 1, aber es ist nicht auf irgendeine kanonische Weise isomorph zu R. Zwar
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induziert eine Karte einen Isomorphismus mit R, aber ein Kartenwechsel ¢ induziert die
Transformation mit det Dy. Das ist nun gerade was wir brauchen, um koordinatenun-
abhéngig zu integrieren — nur nicht ganz. Wir miifiten haben, dafl die Determinante
positiv ist, und hier ist eine weitere kleine Erinnerung notwendig, bevor wir uns wieder

der Analysis zuwenden.

Bisher war alles reine Algebra, und statt R hatten wir auch z.B. den Kérper C wahlen
konnen. Jetzt aber kommt es auf die Anordnung von R an. Sei also V' ein n-dimensionaler
reeller Vektorraum. Eine Form 0 # o € Alt"V definiert eine Orientierung von V. Eine
Basis (v1,...,v,) heiit (beziiglich o) positiv orientiert, wenn «a(vq,...,v,) > 0, und

sonst negativ orientiert.

Die Menge aller Basen zerféllt in zwei Orientierungsklassen; zwei Basen sind genau
dann in der gleichen Klasse (gleich orientiert), wenn die Basistransformation zwischen
ihnen positive Determinante hat. Dies ist offenbar unabhangig von «, und o bestimmt

nur, welche Klasse positiv heiflen soll.

Es gibt demnach zwei Orientierungen von V', definiert durch @ und —a, und A«
definiert dieselbe Orientierung wie o, genau wenn A > 0. Aquivalent kann man sagen:
Eine Orientierung ist eine Auswahl einer der genannten Klassen von Basen. Ist dann
(e1,...,6en) in der positiv orientierten Klasse, so ist A -e; A --- Ae,, A > 0 eine die

Orientierung definierende n-Form.

Dies liefert auch die richtige Definition fiir den 0-dimensionalen Raum R = {0}. Hier
ist AIt'R? := R, und man hat zwei Orientierungen, bezeichnet durch die reprasentierenden
Formen 1 und —1.

Das #uflere Produkt Alt°V x AltFV — AltkV ist das gewShnliche Produkt (a, @) — a-a.

Physiker erklaren die Orientierung gern mit Hilfe von Handschuhen und Schrauben.
Das betrifft jedoch nicht die mathematische Orientierung des R®, sondern dient dazu,
eine Orientierung im Raum der Erfahrung und des Experiments auszuzeichnen, was etwas

ganz anderes ist.

Sind V und W von gleicher Dimension, orientiert durch a beziehungsweise 3, so heifit
ein linearer Isomorphismus f : V — W orientierungserhaltend, wenn f*3 = \-«a mit
A > 0, und orientierungsumkehrend, falls A < 0. Um wieder auf die Analysis zu
deuten: Konnten wir uns auf Kartenwechsel ¢ beschranken, so dal Dy orientierungser-
haltend ist, so hiefle das det Dy = |det Dy|, und dann sind wir auf dem rechten Weg.
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§ 2. Integration alternierender Differentialformen

Der letzte Abschnitt hat uns darauf aufmerksam gemacht, dafl wir uns mit der Orien-

tierung befassen miissen.

Sei M eine Mannigfaltigkeit. Ein differenzierbarer Atlas auf M heiflt orientiert, wenn
alle seine Kartenwechsel orientierungserhaltend sind, also fiir alle Kartenwechsel ¢ ist an
jeder Stelle det Dy > 0. Eine orientierte differenzierbare Mannigfaltigkeit ist eine
Mannigfaltigkeit mit einem (unter den orientierten) maximalen orientierten differenzier-
baren Atlas.

Das geht nun alles gerade wie mit den differenzierbaren Strukturen, nur fragt man sich,
ob die Orientierung ernstlich zusatzliche Voraussetzungen verlangt, oder ob man fiir eine
differenzierbare Mannigfaltigkeit immer einen orientierten differenzierbaren Atlas — eine
Orientierung — finden kann. Ist jede differenzierbare Mannigfaltigkeit orientierbar?

Die Antwort ist: Nein. Ein Beispiel ist das Mdbiusband

Es fehlt in keinem Buch iiber unseren Gegenstand, und man koénnte es fiir ein sehr
kiinstliches Gebilde halten, das nur dazu gut ist, als Gegenbeispiel zu figurieren, aber
auch die projektive Ebene RP? ist nicht orientierbar, weil sie nimlich ein Mobiusband als
offene Teilmenge enthalt.

CKDy 7

/ Identifikation

RP? als Quotient der Kreisscheibe

Wir werden vorerst nur orientierte Mannigfaltigkeiten betrachten, und werden bald se-
hen, dal die Untermannigfaltigkeiten des R", die als Nullstellenmengen eines reguléren
Gleichungssystems entstehen, stets eine Orientierung besitzen.

Nun zur linearen Algebra des vorigen Abschnitts. Der Dualraum des Tangentialraums
heifft der Kotangentialraum

T*M := (T,M)* = Hom(T}, M, R).
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Hier mufl man wirklich zwischen dem Vektorraum 7}, M und seinem Dualraum 77 M un-
terscheiden. Sie sind zwar isomorph, aber es gibt keinen ausgezeichneten Isomorphismus,
iiberhaupt keinen, den man frei von Auswahlen ein fiir allemal fiir alle Mannigfaltigkeiten
und Punkte angeben konnte.

Eine lokal um p € M definierte differenzierbare Funktion ¢ : (M,p) — R definiert

eine Linearform, das Differential von ¢ in p
(2.1) dpp € Ty M, dyp-v:=Typ(v) € Ty, R=R.

Eine lokal um ¢ € N definierte differenzierbare Abbildung, oder wie wir auch zu sagen
gelernt haben, ein differenzierbarer Keim f : (N, q) — (M, p) induziert

Tyf - TyN — T,M, also T, f:T;M — T N,
und dabei wird unser Differential so transformiert:
(2:2) T, f(dp) = d(po f),
denn T™ f(dp) -v=dp - Tf(v) =TpoT[f(v) =T(pf)(v) =d(ef) v.
Ist U' ¢ R", so hat T,.U’ = T,,R"™ die Basis (0/0x1,...,0/0z,), die Koordinaten-

funktionen z; haben Differentiale dx;, und die Gleichung

0 _ 0z

8l’j o al'j
zeigt: Die Differentiale dz;, i = 1,...,n bilden die zu (9/0x1,...,0/0x,) duale Basis von

TxR"™ =T U’'. Wo in unserer Darstellung der Linearen Algebra im vorigen Abschnitt die
Basen (eq,...,e,) und dual (eq,...,&,) auftraten, da stehen also hier (0/0x1,...,0/0z,)

diE’i = 5ij

und (dzy,...,dz,). Ist ¢ : (R" r) — R ein differenzierbarer Funktionskeim, so ist
Oy Oy

2.3 dp = —d coo o+ ——dxy,

(2.3) © Py 1+ -+ . T

weil nach Definition dp(9/0x;) = 0p/0x; .

Nun zu den alternierenden Formen. Wir setzen
(2.4) ALt M = AW*T, M
und nennen die Familie von Vektorraumen

AWM = (ALt M | p € M)

das Biindel der alternierenden Formen auf M. FEine differenzierbare Abbildung
f:(M,p) — (N,q) induziert die Abbildung

fr= (T f)* + AWEN — AltEM,
und fiir eine differenzierbare Abbildung f : M — N erhalten wir so eine Familie

fr o Alth )N — AltS M, pe M,
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von linearen Abbildungen.

Fihren wir eine Karte, also lokale Koordinaten
z:U—-U cR™
in einem Gebiet U C M™ ein, so bilden die Differentiale
dr;, 1=1,...,m

an jeder Stelle p € U eine Basis des Kotangentialraumes. Daher schreibt sich eine al-
ternierende k-Form w, € Alt’;M fiir p € U eindeutig in der Form

wp= ., asdrs = Y, a;. . dxry N---Ndz,.
|S|:k 1< <ig

Eine differenzierbare Transformation y = g(z) induziert dy; = >_; gi? drj =), gg? dxj,
J J

und dies hat man fiir dy;, einzusetzen, um
zu transformieren. Das Ergebnis ist nach (1.10)

a<yl1aayz;€)
ga= 3 Yo iy dei A ANdz, .
J1<<Jg 11<--<ig " Zka<xj17 ‘7xjk) o "

Oder in anderer Schreibweise: Ist a = Z| )=k asdys und y = g(x), so ist

0
Y5 .— det(Qy;/0x;)ics jer-

(2.6) ga= > as%me, o

s|=T)=k  O%T

Definition. Fine Differentialform vom Grad k auf M ist ein Schnitt des Biindels
AIt* M, also eine Abbildung, die jedem Punkt p € M eine alternierende Form «,, € Altl;M

zuordnet.

Lokal im Gebiet einer Karte x : U — U’ C R™ schreibt sich eine Differentialform
demnach eindeutig in der Form
(2.7) ap= >, as(p)drs.

|S|=k

Die Differentialform heifit (fast iiberall) stetig, differenzierbar, C*,... wenn die Funk-
tionen ag : U — R in (2.7) die entsprechende Eigenschaft haben. Dies ist unabhéngig
von der Wahl der Karte, denn bei Kartenwechsel werden diese Funktionen nach (2.6) C'*°-
differenzierbar transformiert. Die samtlichen Differentialformen vom Grad k auf M bilden

einen reellen Vektorraum

QF M,
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und es ist Q°M der Raum von Funktionen auf M, denn Alt" = R, und QFM = 0 falls
k > dim M. In dieser Bezeichnung sind die Stetigkeits- oder Differenzierbarkeitseigen-
schaften nicht genannt.

Eine differenzierbare Abbildung f : M — N induziert die Abbildung
(2.8) =08 OFN = QFM, (), = frasm).

Dadurch wird Q% ein Funktor von der Kategorie der differenzierbaren Mannigfaltigkeiten
in die Kategorie der reellen Vektorraume. In Koordinaten ist die induzierte Abbildung
gegeben durch

Y astdys e Y as(7(0) 25 (0)der.

IS=k |S|=[T|=k Oz

Das Dachprodukt induziert ein fiir diese induzierten Abbildungen natiirliches Produkt

(2.9) A QFM x Q°'M — QFM, (anB)y = ap A By

Fir k£ = 0 ist dies die gewohnliche Multiplikation von ¢-Formen mit Funktionen, und
QM wird dadurch zu einem Modul iiber dem Ring Q°M , also jedenfalls iiber dem Ring
C>° (M) aller C*°-Funktionen auf der Mannigfaltigkeit. Die Sequenz

Q= (QF | k € Ny)

definiert damit einen Funktor von der Kategorie der differenzierbaren Mannigfaltigkeiten in
die Kategorie der graduierten Algebren, eigentlich einen Funktor von Algebrengarben iiber

dem Funktor Q° von Ringgarben — aber wir wollen uns nicht im Allgemeinen verlieren.

Beispiel. Ist ¢ : M — R eine C!'-Funktion, so ist dp € Q'M. Das Differential
definiert also eine Differentialform vom Grad 1. Differentialformen vom Grad 1 heiflen
auch Pfaffsche Formen. Lokal, also etwa im R™, schreiben sie sich in der Form

m

> ai(z)dx;,

i=1

und
dpp = dz;.
4 z; Ox; (m) *

Wie wir wissen, ist nicht jede Pfaffsche Form ein Differential. Sind die a; stetig differenzier-

bar, so ist da;/0x; = Oa;/0x; eine notwendige (und lokal auch hinreichende) Bedingung.
Darauf werden wir noch kommen (V, §3).

Sei nun M eine orientierte m-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit. Wir wol-
len m-Formen w € Q™M integrieren, also Funktionen, die jedem Punkt ein infinitesimales
Volumen zuordnen. Betrachte zundchst den Spezialfall, da} M = U C R™ offen ist. Sei
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Q.(U) der Raum der integrablen Differentialformen auf U vom Grad m mit kompaktem

Trager. Das sind also die Differentialformen
f-dx, dr:=dxy N---Ndr,,

deren definierende Funktion f : U — R integrabel ist und auerhalb einer kompakten
Teilmenge von U verschwindet. Wir definieren die lineare Abbildung

/:QZ“U—> R, w:f~dx:f-d:v1/\--~/\dwmH/w::/f(x)dacl...dxm
U U

mit folgenden

(2.10) Eigenschaften des lokalen Integrals.
(i) Ist (v; | i € N) eine integrable Partition der Eins auf U, so ist

/w:ié vire

(ii) Ist auch V'.C R™ offen und g : V — U ein orientierungserhaltender Diffeomorphis-
/ w= / g w.
U v

Beweis: (i) folgt leicht, weil die Summe endlich ist, und (ii) ist die Transformationsformel,

mus, also det Dg > 0, so ist

denn rechts steht

/g*w :Z/fog-g*(d:c):/fog-det(Dg)dx. O
\4 1%

%

Im allgemeinen heifle jetzt eine Differentialform w € Q™M auf der orientierten Man-
nigfaltigkeit M positiv, wenn fiir jede Karte x : U — U’ des zugehorigen Atlanten

Diese Bedingung ist nicht abhangig vom Koordinatensystem, weil die Jacobideterminanten
der Kartenwechsel hier stets positiv sind. Auch hat man die kanonische Zerlegung als
Differenz positiver Formen

W=wy —w_,

namlich, wenn lokal w = fdx ist, so ist wy = fidxr, w_ = f_dxr. Entsprechend setzen

ol

falls die rechte Seite existiert, und fiir eine positive Form w € Q™M™ erklaren wir das

wir

Integral [ w auf die folgende naheliegende Weise:
M
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Wir wahlen eine integrable Partition der Eins (¢; | i € N), das heifit, die ¢; haben
kompakten Trager im Gebiet einer Karte h; : U; — U/ C R"™ und seien etwa fast tiberall

o0
/w:z Oi W
M Z_lM

falls die rechte Seite existiert, und

/%'WIZ/SOi‘w:/(hil)*%‘w

M U; U,

stetig. Dann setzen wir

Dies héangt bei fester Partition der Eins nicht von den Karten h; ab, denn ist g ein
Kartenwechsel, so ist [(gh)™!]* = (h1g71)* = (¢71)*(h~1)* und man benutzt die Trans-
formationsinvarianz (2.10, ii).

Wé&hlt man eine andere Partition ( % ) mit Karten (k;,V}), so ist nach (2.10, i)
[y

=y [ e = X [ (6 e = 5 / (k7YY e,
,JUi wvj’ J 7

was die Unabhéangigkeit von allen Auswahlen zeigt. O

Natiirlich kann man das Integral auch unter schwécheren Voraussetzungen an die Dif-
ferentialform erklaren. Fiir positive Formen gentigt, daf in der lokalen Koordinatendarstel-
lung w, = f(p)dz die Koeflizientenfunktionen f Lebesgue-integrabel sind. Aber darauf
wollen wir jetzt nicht unsere Aufmerksamkeit richten.

§ 3. Erlauterungen zur Integration und Orientierung

Nacheinander sei das im vorigen Abschnitt Erklarte naher betrachtet. Zunéachst zur
Rolle der Partitionen der Eins.

Wie integriert man eine Differentialform a € Q" M™? Wir definieren, wie es naheliegt,
den Trager einer Differentialform « als

Tr o := Abschlu {z | a; # 0}.

1. Fall. Sei M = R" und Tr o kompakt. Dann ist a, = a(x) - dxy A -+ A dz, fir eine

Funktion a : R" — R, und
/ o= / Ydxy ...dz,,
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falls die rechte Seite existiert.

2. Fall. Sei Tr a kompakt und im Gebiet einer orientierten, zum orientierten Atlanten
gehorigen Karte h : U — R" enthalten. Dann ist

/a = /a = /(h_l)*a, Fall 1.
M U R™

Oder expliziter in Koordinaten: «, = a o h(p)dhy A --- A dh,, und

/ah(p) dhy A - Ndhy, = /a(m) dxy ...dzy,.
U R™

3. Fall. Sei a eine beliebig vorgegebene positive Form. Wir zerlegen M als disjunkte
Vereinigung einer Folge von Teilmengen (A; | i € N), so da8 A; kompakt ist und im
Gebiet einer orientierungserhaltenden Karte h; : U; — R™ liegt. Die Familie (A; |i € N)
sei lokal endlich. Dann sei y; die charakteristische Funktion von A;, und

/a:z/xz--a, (Fall 2), und /04::2 a,
A, I =1

M A;
falls die rechte Seite existiert.

In der Tat ist in diesem Fall (x; | ¢ € N) eine Partition der Eins, wie wir sie fiir
die Definition des Integrals [ ) @ brauchen. Eine Zerlegung M = U2, Ai, wie sie hier
gefordert ist, ist leicht zu schaffen. Man wéhlt eine lokal endliche Uberdeckung von M
mit kompakten Kugeln

Ki=h; {z | |o| <ri}
und setzt
Al = K17
AZ'+1 == KZ'+1 AN (Kl U---u KZ>

Ist M kompakt, so kann man aus jeder Uberdeckung mit Kugeln IO{ i eine endliche
auswahlen.

Soviel zum “Zerstiickeln” der Form in Teile, die sich iiber Karten integrieren lassen.
Als néchstes zur Orientierung.

(3.1) Satz. Genau dann besitzt die differenzierbare Mannigfaltigkeit M™ einen orien-
tierten Atlas (ist M orientierbar ), wenn es auf M"™ eine nirgends verschwindende (stetige
oder) beliebig oft stetig differenzierbare Differentialform vom Grad n gibt. Eine solche
Form heifit eine Volumenform auf M .

Beweis: Besitze M eine Volumenform w € Q"M . Ist dann y : U — U’ eine Karte
von M und U’ eine offene Kugel, so ist w, = a(y)dy; A --- A dy,, und weil a(y) stets
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ungleich Null ist, konnen wir allenfalls 7, durch —y; ersetzen und a > 0 erreichen. Die
so konstruierten Karten bilden einen orientierten Atlas, der durch die Form w festgelegt

ist: Eine Karte y ist orientierungserhaltend, genau wenn
w=a-dyi A---Ndy,, mit a>0.
Ist y = g(z) ein Kartenwechsel solcher Karten, so ist ndmlich
w=a-dyy N---Ndy, =aog-det Dg-dxy A---Ndz,,

also
aog-det Dg >0 und daher detDg > 0.

Hat man umgekehrt einen orientierten Atlas A = {(Ux, hy),\ € A} auf M, so hat man
lokal, namlich im Gebiet jeder Karte Uy, die Volumenform wy := dhx, A--- Adhy,, und
zwei solche Formen unterscheiden sich auf ihrem gemeinsamen Definitionsgebiet Uy N U,
durch eine positive Funktion det(Dhy,) o hy. Wir wéhlen eine C*°-Partition der Eins
(¢i | i € N), die der Uberdeckung (Uy | A € A) untergeordnet ist, so dafl Tr ¢; C Ux(i) s
und setzen

W= Qi Wai), Mt @i wyg) =0 wo p; =0 ist.

Dann ist w # 0 {iberall, denn in jedem z € M ist ¢;(x) > 0 fiir mindestens ein i, und alle
lokalen Volumenformen wy ;) unterscheiden sich an der Stelle x um positive Faktoren.
O

FEine Volumenform auf M bestimmt eine Orientierung von M, und zwei Volumenfor-

men w; und wsy bestimmen genau dann die gleiche Orientierung, wenn
w1 = Aws, fiir eine Funktion A: M — R, A >0.

Hat man eine Volumenform w auf M gewéhlt, so schreibt sich jede andere Differentialform
vom Grad n in der Form
a=fw, f:M—R.

Ist auch « eine Volumenform, so ist stets f # 0, und wenn M zusammenhéngt, ist
entweder f > 0 oder f < 0. Im ersten Fall definiert o die gleiche Orientierung wie w, im
zweiten die gleiche wie —w, also haben wir die

(3.2) Bemerkung. Eine zusammenhingende differenzierbare Mannigfaltigkeit besitzt
entweder keine oder zwei Orientierungen, definiert durch eine Volumenform w und —w.[]

Die Volumenform w versieht die Mannigfaltigkeit M mit einer zusétzlichen Struktur:
Einem infinitesimalen Volumenmaf . Ist eine solche Struktur w € Q"M einmal gewahlt,
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so kann man auch Funktionen integrieren, durch

e

WEeil jede Differentialform vom Grad n sich als a = f - w schreibt, lauft das Integrieren
von Funktionen und von Differentialformen auf dasselbe hinaus, wenn man w gewahlt hat.
Mit anderen Worten, eine Volumenform w auf M definiert ein Mafl auf M durch

wenn man das Integral fiir im Lebesgue-Sinne integrable alternierende n-Formen erklart.
Hier wiirde genitigen, dafl w auf den Teilmengen A; der obigen Zerlegung von M stetig ist,
und das kann man immer durch w|A; = dh; erreichen, aber im folgenden wird es gerade
auf die Differenzierbarkeit der Differentialformen ankommen, und auf die Orientierung.

Wir betrachten zwei durch Volumenformen « und S orientierte differenzierbare Man-
nigfaltigkeiten M und N und eine differenzierbare Abbildung f : M — N, iiberall vom

Rang
rg,f =dim M = dim N.

Dann ist

f*6=X-a fir eine Funktion A: M — R,

und f heiflt orientierungserhaltend, wenn A > 0 ist und orientierungsumkehrend
fiir A <O0.

(3.3) Bemerkung. Ist f : M — N ein orientierungserhaltender Diffeomorphismus, so

/Nﬁ N /M I

Ist f ein orientierungsumkehrender Diffeomorphismus, so ist
[o=-[ rs
N M

Beweis: Ist {(Ux,hy) | A € A} ein orientierter Atlas auf N, soist {(Ux,hxof) | A € A}
ein orientierter Atlas auf M, und

()8 =[(haf) ] f*B

so daf} die erste Behauptung direkt aus der Definition des Integrals folgt. Ist nun f ori-

ist

entierungsumkehrend, so ist f orientierungserhaltend, wenn man die Orientierung von

N durch ihre negative ersetzt (die Volumenform durch ihre negative ersetzt). Ist aber
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(U, h) orientierungserhaltend fiir die Orientierung w, so ist (U, (—hq,ho,...,h,)) orien-
tierungserhaltend fir —w, und [(h™1)*8 = — [[(—=h1, he,..., h,) "' |*3, daher die zweite
Behauptung. ([l

Daf3 es viele orientierte Mannigfaltigkeiten gibt, zeigt der

(3.4) Satz. Sei f: R""* — R" eine C>°-Abbildung, und 0 ein regulirer Wert von f,
dann besitzt M™ := f~1{0} eine durch f bestimmte Volumenform und damit Orien-

tierung.

Beweis: Der R"* besitzt die Volumenform dz = dxy A -+ NdT,4, die Determinante.

Nun hat man die von der Inklusion M — R™* induzierte Inklusion T,M — T, R™TF —

R™™*  und wir wissen

Tp,M = {v ] (grad fi(p),v) =0 fir i=1,...,k}.
Daher kann man auf M eine Volumenform w definieren durch

w(vy,...,vy,) = det(grad fi,...,grad fi,vi,...,0,). O

Beispiele: Der euklidische Raum R"™ ist orientiert durch dx, also die Basis (eq,...,e,)
von R"™ =T, R" ist positiv orientiert. Die Involution

7:R"—= R", 2+ —=x

ist orientierungserhaltend wenn n gerade ist, und sonst umkehrend. Man hat die induzierte

Antipodenabbildung
oSt L8l s
der (n — 1)-dimensionalen Sphire, und S™~! ist orientiert durch die Form w™~1, mit
W' Ny, .. o) = det(z, v, .., Vp_1).
Offenbar ist
(T*w™ De(vr, .. vn1) =W (1, —Un1) = (5) W™ (v, U ).

Also 7: 8™ — S™ ist orientierungserhaltend genau wenn n ungerade ist. Nach Definition
ist der projektive Raum RP™ = S™ /7, und man hat das kommutative Diagramm

L.

4
LY
AN
5
=
I
L
b |
Il
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(3.5) Satz. Ist n ungerade, so gibt es genau eine Orientierung von RP™, so daff die
Projektion m : S™ — RP™ orientierungserhaltend ist. Ist n gerade, so ist RP™ nicht

orientierbar.

Beweis: Sei n ungerade, also 7*w = w fiir die Volumenform w auf S™. Dann bestimme
eine Volumenform « auf RP"™ so: Ist w(x) =y, so ist

-1

ay(vy,...,0p) = wWo(Tpm ™oy, .. T o) = wrg (Trem o1, ..o Tram oy,

Dies ist eine (wohldefinierte) Volumenform, also RP™ ist orientierbar. Ist n gerade, so

ist auf S” jetzt 7w = —w. Angenommen a wére eine Volumenform auf RP™, so ware
m™a = Aw und oBdA XA > 0. Also \w =7*a = (m7)*a=7"1*a =7 Aw = —(Ao7T) - w,
also 0 < Ao717 = —X <0, ein Widerspruch. 0

Mit anderen Worten: Der projektive Raum RP™ ist genau dann orientierbar, wenn
die Antipodenabbildung 7 : 8™ — S™ der zugehorigen Sphére orientierungserhaltend ist.
Man kann sich das auch direkt mit Argumenten iiber orientierte Atlanten tiberlegen.

§ 4. Berandete Mannigfaltigkeiten

Der euklidische Halbraum R" = {z € R" | z; < 0} hat den Rand OR" = R""! =
{z € R"| 21 =0}.

7%

/R” 7.
// &
//5//

Eine Funktion f: R"™ — R heifit (k-mal stetig, ... ) differenzierbar im Punkte = € R" |
wenn es eine Umgebung U von z in R" und eine k-mal stetig differenzierbare Funktion
f:U — R gibt,sodaB f | (R"NU) = f | (R"NU). Die partiellen Ableitungen beliebiger
Ordnung von f sind dann offenbar durch f bestimmt, so da D fiir la] < k auch auf
OR"™ wohldefiniert ist. Eine Funktion f : R"™ — R heifit (k-mal stetig) differenzierbar,
wenn sie dies in jedem Punkt ist, und mit einer Partition der Eins sieht man leicht, dafl
dies bedeutet: Es gibt eine (k-mal stetig) differenzierbare Funktion f: R™ — R, so daf

f=fIR".

Wie der euklidische Raum das lokale Modell fiir Mannigfaltigkeiten ist — sie sind lokal
euklidisch — so ist der Halbraum das lokale Modell fiir berandete Mannigfaltigkeiten.
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FEine topologische n-dimensionale berandete Mannigfaltigkeit ist ein Hausdorffraum
M mit abzihlbarer Basis der Topologie, der eine offene Uberdeckung (Uy | A € A) zulift,
mit Karten h, : Uy — U { C R", wobei Uj offen im Halbraum ist (in der induzierten
Topologie des Halbraums). Eine solche Familie von Karten {(hx,Ux) | A € A} heifit ein
Atlas von M . Ein Atlas heifit C'°°-differenzierbar, wenn dies von allen seinen Karten-
wechseln gilt, und eine differenzierbare Struktur auf M ist ein maximaler differen-
zierbarer Atlas. Eine differenzierbare berandete Mannigfaltigkeit ist eine berandete
Mannigfaltigkeit mit einer differenzierbaren Struktur. Hier ist mit “differenzierbar” wie
frither “C*°” gemeint. Das geht alles ebenso wie fiir Mannigfaltigkeiten.

Beispiele entstehen so: Sei N eine n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit ohne
Rand. Sei ¢ : N — R eine C*°-differenzierbare Funktion und a € R ein regularer Wert
von ¢, dann ist M := ¢~!(—00,a] C N eine berandete Mannigfaltigkeit.

In der offenen Menge ¢~ !(—o00,a) sind die Karten von N, deren Gebiet in dieser Menge
liegt, auch Karten von M, und in einem Punkt auf ¢~'{a} kann man ¢ — a als erste
Koordinate einer Karte wéhlen. So ist die Kugel

D" ={z e R"||z| <1}

eine berandete Mannigfaltigkeit.

Ein Diffeomorphismus ¢ : U — V offener Mengen in R™ bildet Umgebungen von p € U
auf Umgebungen von ¢(p) ab, also ein Diffeomorphismus offener Mengen des Halbraumes

R™ bildet Randpunkte p € 9R" wieder auf Randpunkte ab. Sonst miifite ja der inverse

! einen inneren Punkt ¢ auf einen Randpunkt g~ !(q) =: p € OR"

1

Diffeomorphismus ¢~
abbilden, und dann wiirde noch eine Umgebung des Punktes p in R" im Bild von g~
liegen. Diese Uberlegung rechtfertigt die Definition:

Sei M eine berandete differenzierbare Mannigfaltigkeit, dann heifit p € M ein Rand-
punkt, wenn fiir eine (und damit jede) Karte h um p gilt h(p) € OR" . Die Menge der
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Randpunkte von M ist OM und M ~. OM heiit das Innere von M .

oM

Mit allgemeinen rein topologischen Erklarungen der Worter “Rand” und “Inneres” kann

dies kollidieren, aber es wird nie zweifelhaft sein, wovon die Rede ist.

In unserem Beispiel ist IM = ¢~!{a}, und allgemein versehen die Karten von M den
Rand OM mit der Struktur einer (n — 1)-dimensionalen unberandeten Mannigfaltigkeit,

00M = @,
deren Karten durch Einschrankung der Karten von M gegeben sind,
hlOM : U NOM — R™ 1.

[e]
Die offene Teilmenge M ~OM =: M, das Innere von M , ist eine n-dimensionale unberan-
dete Mannigfaltigkeit.

Mannigfaltigkeiten ohne weiteres sollen auch fortan unberandet sein, sonst reden wir
von berandeten Mannigfaltigkeiten. Eine geschlossene Mannigfaltigkeit ist eine kom-
pakte unberandete Mannigfaltigkeit.

Eine berandete Mannigfaltigkeit hat in jedem Punkt p € M einen Tangentialraum,
den man wie fiir unberandete Mannigfaltigkeiten definiert, und zwar so, daf§ 7, M auch in
Randpunkten ein voller n-dimensionaler Vektorraum und nicht etwa ein Halbraum ist.

Die Definition des Geometers ist hier nicht so praktisch, aber die Definition des Physikers
ist wortlich anzuwenden: Beziiglich einer Karte ist 7, M = R". Bei Kartenwechsel wird
mit der Jacobischen des Kartenwechsels transformiert.
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Wissen wir nun, was Vektoren sind, so kann auch von 777 M, von AltFM und QFM die
Rede sein, und wir kénnen Differentialformen vom Grad n integrieren. Auch Partitionen
der Eins verschafft man sich wie frither. Es schadet nichts, wenn man liberhaupt stets
annimmt, daf} die berandete Mannigfaltigkeit wie oben durch

M = ' (—c0,a]C N

definiert ist. Dann entstehen alle Formen, Partitionen und Integrale einfach durch Ein-
schrankung von N auf die Teilmenge M . Die berandete Mannigfaltigkeit M™, n > 1, sei
orientiert, also wir haben einen Atlas, dessen Kartenwechsel positive Jacobi-Determinante
haben, und wir haben eine Volumenform w € Q"M . Dann besitzt auch der Rand oM

eine kanonische Orientierung durch die duflere Normale.
Sie ist so erklart: Zunéchst ist R™ und damit R" orientiert durch die Volumenform
de =dx1 N\--- Ndz,,
und R~ = 9R" ist durch dzg A - - - A dx,, orientiert.
Ist nun {(hx,Uyx) | A € A} der gegebene orientierte Atlas von M, so schréankt man ihn

auf OM ein, und {(h\|Ux NOM, UxNOM) | A € A} ist der Atlas, der die Orientierung

von OM definiert. Ist er auch wirklich orientiert?

Die Kartenwechsel entstehen durch Einschrdnkung der Kartenwechsel hy,,, also durch

Einschrankung eines lokalen Diffeomorphismus mit positiver Funktionaldeterminante
g9:(R”,p) = (R, q)

auf den Rand OR"™ . Aber g bildet OR" nach 9R" ab, also ¢1(0,z2,...,2,) = 0, und

daher hat die Jacobische in einem Randpunkt die Form

891/61‘1‘0 0

Dg =
? D(g|R")

Dabei ist g|R™™' = (g2(0,...),...,9n(0,...)) ein Kartenwechsel des betrachteten At-

lanten von OM . Aber
g1(h,xa, ... zp)

h Y

891/6x1 = }Lli%

und wahlen wir stets h < 0, also den Punkt aus R" , so liegt auch der Bildpunkt in R" ,
also g1 < 0. Folglich ist 0g;/0z1 > 0, also det D(g|R"™*) > 0, weil det Dg > 0. Das war
Zu zeigen. 0
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Auf der Ebene entspricht dies der gewohnten Orientierung der Kurve M “gegen den

Uhrzeiger-Sinn”.

Allgemein ist e; = (1,0,...,0) der “4ufere Normalvektor” in p € R""" = 9R" , und das
(n — 1)-Tupel (vy,...,v,) von Vektoren in R™™! = T,0R™ ist positiv orientiert, genau
wenn

det(ey,va,...,v,) > 0.

In einer eindimensionalen berandeten orientierten Mannigfaltigkeit hat man eine ent-
sprechende Orientierung des Randes, die wir extra angeben, weil die Orientierung einer
nulldimensionalen Mannigfaltigkeit immer etwas Verwirrendes hat: Hier lassen wir um
einen Randpunkt Karten

h:(M,p) — (R_,0) und Fk:(M,p)— (R4,0)

zu, und erteilen dem Punkt p € OM die Orientierung (41), wenn die erste Karte h
orientierungserhaltend ist (zum gewihlten orientierten Atlas von M gehort), und (—1),

wenn die zweite Karte orientierungserhaltend ist.

(=1) 5 (+1)

Orientierung
von M

Eine eindimensionale Mannigfaltigkeit ist {ibrigens immer orientierbar, und bis auf Diffeo-
morphismus sind

R, R,, [0,1], S!

samtliche nicht leeren zusammenhéngenden (berandeten) eindimensionalen Mannigfaltig-

keiten — es ist nur etwas fummelig, sich das zu tiberlegen.

Allerdings geht in berandeten Mannigfaltigkeiten nicht alles wie in unberandeten: Das
kartesische Produkt berandeter differenzierbarer Mannigfaltigkeiten ist nicht auf kano-
nische Weise eine berandete differenzierbare Mannigfaltigkeit, es hat “Ecken”, die man
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erst aufbiegen miifite. Insbesondere ein Produkt von Intervallen ist ein Rechteck
B=laibi], a;<b;.
Sein Rand ist definiert als die Vereinizg;ng der Seiten
NB={reB|z=a;}, 0°B={xcB|x;=0b}

Ganz analog, wie fiir berandete Mannigfaltigkeiten, orientieren wir die Seiten 98B, 0°B
durch die Volumenformen

(=)idzi A ANdzi A Adzn bzw. (=) Tz A Adzi A A dan,

~

wobei hier und fortan die Tarnkappe  iiber einem Zeichen bedeutet, daf§ dieses Zeichen

~—

oy B

wegzulassen ist.

o, B

Eine (n — 1)-Form auf B schreibt sich

n —
a=> aj(x)dxy N---Ndx; A+ ANdzy,
i=1

und wir definieren, wie es dann naheliegt, das Integral iiber den orientierten Rand von B
durch die Formel

a= i(—)i[/ai(m)dml...@i...dxn —/ai(m)dxl...@i...da:n].
oB I o
Beachten wir, daf fiir eine Form o € Q7'M einer berandeten orientierten Mannigfaltig-
keit M das Integral [ « wohldefiniert ist, und daf unsere Erklarungen fiir das Rechteck

ganz analog Verallgeranj\ginernd sind. Das Rechteck, wenn auch nicht so glatt, ist natiirlich
doch so einfach, dafl man es mal zur Anleitung und um etwas auszurechnen betrachten
mochte. In der Tat, 1a3t man aus B die niederdimensionalen Seiten weg, also alles, was
im Durchschnitt von mindestens zwei der oben definierten Seiten liegt, so erhalt man
die orientierte differenzierbare berandete Mannigfaltigkeit B’, und was wir erklart haben

bedeutet
/ Q= / Q.
0B

oB’
Ist tibrigens dim M = 0, so ist eine Nullform eine Funktion o : M — R; jeder Punkt
p € M ist mit einer Orientierung ¢, € {1, —1} versehen, und

Jorm % ot

peM
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§ 5. Die auflere Ableitung

Den Hauptsatz der Differentialrechnung einer Variablen kann man folgendermaflen for-
mulieren: Sei « : [a,b] — R eine stetig differenzierbare Nullform, also eine C*-Funktion.
Wir ordnen ihr die Differentialform da := o' - dr vom Grad 1 zu. Dann ist

[ da= | a

[a,b] Ola,b]
Das Integral {iber die zwei Punkte O[a,b] = {a,b} und ihre Orientierung sind gerade so
erklart, dal auf der rechten Seite richtig a(b) — a(a) herauskommt. Wir mochten eine
Ableitung

d: QF M — QF M

von Differentialformen auf natiirliche Weise so erklaren, daf fiir jede orientierte k-dimen-
sionale Untermannigfaltigkeit B C M mit Rand gilt

(+) [a=[da
OB B
fiir & € Q*~1M oder gleich allgemeiner (oder speziell M = B) fiir a € QF"'B.

Hier beachte: Ist o € QFM und hat man eine Untermannigfaltigkeit mit Inklusion
i: B < M, soist i*a =: /B € Q¥B, und wir schreiben fast immer wieder kurz «

fir a|B.

Ist M eine Mannigfaltigkeit mit Rand und i : OM — M die Inklusion des Randes, so
hat man die ganz entsprechende Einschrankung von a € QFM auf den Rand. Sie ist in
lokalen Karten h : (M,p) — R" festgelegt durch

i* tdhy — 0, dhj—dh; fir j> 1.

Es zeigt sich nun, dafl man eine Ableitung d im wesentlichen nur auf eine Weise so

definieren kann, dal die Formel (x) richtig wird. Die Definition sprechen wir aus in dem

(5.1) Satz (iiber die &ulere Ableitung). Sei M eine berandete differenzierbare Man-
nigfaltigkeit und Q¥M jeweils der Modul der C"-Differentialformen vom Grad k auf M.
Dann gibt es genau eine Abbildung, die dulere Ableitung
d:QFM — QFt M, r> 1,

mit folgenden Figenschaften:

(i) dlaApB)=(da) NG+ (=)°aNdB fir o € Q°M.

(ii) d ist R-linear.

(iii) Ist ¢ € C"M = Q%M , so ist dyp das Differential von .
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(iv) dd =0 fiir r > 2.
Fiir die dufere Ableitung gilt dariiber hinaus:
(v) Natiirlichkeit. Ist h: M — N eine C"-differenzierbare Abbildung, so ist
h*od=doh*.
(vi) Auf einer offenen Menge des R" ist d gegeben durch

d(p-dxy, N---Ndxg,) =de Ndzy, N+ Ndxg,,, i1 <--- <.

Beweis: Eindeutigkeit. Verschwindet « in einer Umgebung U von p, so folgt aus (i)
— (iii) jedenfalls (da), = 0. Man kann némlich eine C*°-Funktion ¢ auf M finden, so
daBl ¢(p) =0 und ¢ =1 auBerhalb U, dann ist a = ¢-«, also da = d(p-a) = d(pNa) =
dp Na+ ¢ -da =0 im Punkt p.

Pl U

Lokal um einen Punkt p € M stimmt aber eine Form o € Q*M iiberein mit einer Summe
zerlegbarer Formen
Y-dag A~ Adog

fir gewisse auf ganz M definierte C'°°-Funktionen «;, die man zum Beispiel so wahlen
kann, dal «; lokal um p die j-te Koordinatenfunktion einer Karte ist. Dann ist da
offenbar durch (i) — (iv) bestimmt, und zwar folgt durch Induktion nach &k mit (iv) sofort
d(dog A --- Nday) =0, also

At -day A\ -+ Ndayg) = dip Adag A -+ N dog

nach (iii). Das zeigt die Eindeutigkeit und zugleich, daf} (vi) aus (i) — (iv) folgt.

Existenz. Auf offenen Mengen in R” definieren wir d durch (vi), und weisen (i) — (v)
fiir offene Mengen in R”™ nach. Durch Wahl einer Karte wird dann mit (v) die Abbildung
d lokal um einen Punkt in M definiert, und dies ist unabhangig von h. Ist namlich fir
einen Kartenwechsel g lokal

w=h"a=(gh)"B="h"g"B
mit g*( = «a, so ist

dw = dh*a := h*da = h*dg* 3 =() h*g"dB = (gh)"dB =: dw.
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Nun zu dem Beweis von (i) — (v) aus (vi) fiir offene Mengen in R" . Die Eigenschaften
(ii), (iii) sind trivial. Zu (i) sei S = {i1,...,is}, T ={j1,...,J¢} und
a=pdrg, [B=vdrpr, also aAB=¢- Y- -drgAdxr

mit den Bezeichnungen von (2.7).

Dann diirfen wir S N'T = @ annehmen, weil sonst in (i) beide Seiten verschwinden.
Wir erhalten

dla N p) =d(epdrs ANdzr) := d(pp) A (deg ANdzr) = (Vde + pdip) ANdxg A dxr
=dp Ndxg N\ (Ydzr)+ (=) (pdrs) A (dp ANdxr) :==da N B+ (—)°aAdS.
Fiir (iv) betrachten wir eine Form o = pdzrg, was wegen der Linearitdt von d geniigt.
Dann ist dda = d(de A dzg), und nach der Produktregel (i), die wir eben gezeigt haben,
geniigt es ddiy = 0 fiir eine C?-Funktion ¢ zu zeigen. Aber dy = Y. (0¢/0x;) dx;,
also ddy = 3, (0% /dx;0x;) dxi A dx; = 0, weil 9%/dx;0x; symmetrisch und dz; A da;
antisymmetrisch in ¢ und j ist.

Schliefllich zur Natiirlichkeit (v) der dufleren Ableitung: Fiir eine Funktion ¢ e Q°
gilt offenbar
h*de = d(p o h) =: d(h*¢).
Ist nun a = dp und ¢ eine C2-Funktion, so ist

h*da = h*ddp =0 und dh*a = ddh*p = 0.

Allgemein schreibt sich « lokal als Summe von Produkten von Formen dieser beiden Typen,

und es geniigt zu zeigen:
h*da = dh*a und h*df =dh*f = h*d(a A () = dh*(a A ),
und das ist leicht:
h*d(a A B) =h*(da A B+ (=) °’aANdB) =h*da ARG+ (=)°h*a A R*dS
=dh*a ANR* B+ (=)°h*aNdh*B =d(h*a ANh*(F) = dh"(a A ().
UJ

Nun haben wir bisher die duflere Ableitung nur mit Amtsautoritat vorgestellt, aber
noch nicht gezeigt, daf§ sie erfiillt, worauf wir eigentlich hinauswollen. Das aber sagt der
sogenannte

(5.2) Satz von Stokes (fiir ein Rechteck). Sei B ein n-dimensionales Rechteck und «
eine stetig differenzierbare Differentialform vom Grad n — 1 auf B, dann ist

/a:/da.
oB B
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Beweis: Wir diirfen annehmen o, = ¢(x)-dxa A- - Adz,, denn jedes « ist eine Summe
von Formen dieser Art, und beide Seiten der Formel sind linear in «. Dann schreiben wir

— [a,b] x B, mit entsprechender Zerlegung der Koordinaten z = (z1, %), und

[o- fiwa-sos= | [ Ein= o
oB 5

[a,b] B B

denn do = dp/0z1 - dxy A+ ANdx,. O

Diese einfachste Version des Satzes von Stokes liefert zugleich eine geometrische Deu-
tung der dufleren Ableitung. Sei ndmlich 3 eine Differentialform vom Grad k auf einer
offenen Menge — sagen wir um den Ursprung — in R". Wir kennen [y, wenn wir fiir
jeden k-dimensionalen Teilraum R* ¢ R™ die Einschrankung (3| R")o kennen. Es geniigt
also, do fiir eine lokal um 0 definierte (k — 1)-Form a auf R* zu deuten. Fiir 0 < ¢ < 1
sei t: RF — R die Abbildung z — tz. Dann sagt der Satz von Stokes, wenn B ein
Rechteck mit Mittelpunkt 0 ist und “vol” das k-dimensionale Volumen bezeichnet:

/ o= / do,  also / a/vol(tB) = / do/vol(tB).

8(tB) tB a(tB) B

Aber wenn da stetig ist, was wir ja voraussetzen, und wir
da = a(x)dzy A--- Adxy

schreiben, konvergiert die rechte Seite offenbar gegen a(0). Also gilt auf dem k-dimensio-
nalen Wiirfel B mit Mittelpunkt 0
a(0) = 711_111(1) a/vol(tB).
a(tB)

Und das macht dann auch klar, da} wir letztlich den Satz von Stokes herausbekommen,
weil die dulere Ableitung so definiert ist, dal der Satz infinitesimal gilt. Das schmaélert
nicht die Bedeutung des Satzes. Die mathematische Einsicht und Errungenschaft liegt
eben darin, dafl man den richtigen infinitesimalen Kalkiil der alternierenden Differential-
formen gefunden hat, in dem der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung im
Hoherdimensionalen seine vollkommene natiirliche Formulierung findet.

Ist @ € QFM, so heifit die Form da € QFf'M auch der Korand von «, und die
Form « heiit geschlossen, wenn da = 0. Jeder stetig differenzierbare Korand ist
geschlossen, denn dd = 0. Auch jede stetig differenzierbare Differentialform vom Grad
n auf einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit ist geschlossen, denn ist o € Q2" M™, so ist
da € Q"FIM™ = 0.

In der Funktionentheorie integriert man Differentialformen o = f(2)dz mit holomor-
phem f iiber Kurven in C . Es ist

do=d(fdz) =0f/0z-dzNdz+0f/0Z-dZ Ndz = 0f/0Z-dzZ N dz.
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Also eine Form f dz ist geschlossen genau wenn 0f/0z = 0, also wenn f holomorph ist.
Um das in unsere Begriffe einzuordnen, mufl man die komplexen Differentialformen nach

Real- und Imaginéarteil zerlegen und als Paare reeller Differentialformen lesen.



