Kapitel VI

Die klassischen Integralsatze

felicitas enim est perfecta
humani intellectus operatio.
Thomas

Wir beginnen mit dem Hauptsatz der Infinitesimalrechnung im Mehrdimensionalen.
Er stiftet eine enge Beziehung zwischen Geometrie und Analysis, die erst bei geniigend
allgemeiner und abstrakter Formulierung so einfach und natiirlich hervortritt, daff man
sie zum Beweis geometrischer Satze unmittelbar benutzen kann. Dann erklaren wir die
Wirkung von Homotopien auf den Komplex der Differentialformen und das Integral, wir
fiihren Riemannsche Metriken ein und formulieren den Hauptsatz fiir Riemannsche Man-
nigfaltigkeiten als Divergenzsatz. Schliefllich bringen wir die Spezialisierung der allge-

meinen Theorie als Vektoranalysis im Dreidimensionalen.

§ 1. Der Hauptsatz

Obwohl er vielleicht verdiente, nach Gauf3, und nach manchem sonst zu heiflen, nennt

man ihn nach einem klassischen Spezialfall auch den

(1.1) Satz von Stokes. Sei M eine orientierte berandete n-dimensionale differenzierbare
Mannigfaltigkeit und « eine stetig differenzierbare Differentialform vom Grad n — 1 auf

[a=[aa

oM M

M mit kompaktem Trager. Dann ist

Beweis: Waihle einen orientierten Atlas, dessen Karten orientierungserhaltende Diffeo-
morphismen Ay : Uy = R™ bzw. R” bzw. R’ sind, wobei in den beiden letzten Fallen
jeweils hy(Ux NOM) = OR” bzw. OR!] sind. Weil es um jeden Punkt von M eine
solche Karte gibt, ist das moglich. Sei (p\|A € M) eine dem Atlas untergeordnete glatte
Partition der Eins und sei a) = ¢, - «, dann ist ay = 0 aufler fiir endlich viele X\, weil
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a kompakten Triager hat. Es geniigt offenbar, den Satz fiir jedes «\ zu zeigen, also man
darf annehmen, dafl Tr o in einem der obigen Kartengebiete U, liegt. Weil aber das Inte-
gral transformationsinvariant und die &uflere Ableitung natiirlich ist (V, 5.1, v), darf man
annehmen, dal M = R" bzw. R” bzw. R, jeweils mit der Standardorientierung ist.
In diesem Fall nun folgt der Satz geradeso wie fiir das Rechteck, Beweis von (V, 5.2). In
der Tat fithrt man diesen Fall leicht auf den des Rechtecks zuriick. Kurz zusammengefafit:
Mit einer Partition der Eins fithrt man den Satz auf den Fall zuriick, dal M = R" bzw.
M = R” oder M = R ist, und da fiihrt der Satz von Fubini den Beweis auf den Fall
der Dimension 1 zuriick. 0

Es ist nicht tiberfliissig vorauszusetzen, dafl a kompakten Trager hat, denn das Integral
ist nicht mit beliebigen lokal endlichen Summen vertauschbar. In der Tat, sei n > 0 und
M eine beschrankte offene Teilmenge von R", also OM = @&, und sei a € Q" R". Dann
ist a = dp fiir ein B € Q"' R", wie man leicht iiberlegt. Wihlt man eine lokal endliche

Zerlegung (B|M = X3y in Formen 3y € Q" 'M mit kompakten Trigern, so ist

/dmzaémzo

M

/Exd@:/dzﬁ\ﬁ)\:/a,

M M M

weil OM = @, aber

und dieses Integral existiert bei unseren Annahmen und kann beliebige Werte annehmen.
Die Formen df, sind eben im allgemeinen nicht positiv, auch wenn « positiv ist.

Folgerung. Unter den Voraussetzungen des Satzes von Stokes gilt: Ist M unberandet,

/da:O.

M

S0 ist

Der Hauptsatz, wie sein Name sagt, ist von grundlegender Bedeutung fiir die Analysis.
Man kann zwar mit der Formulierung, die wir jetzt gefunden haben, noch nicht zufrieden

sein, denn zum Beispiel der Satz fiir das Rechteck und fiir eine Mannigfaltigkeit stehen
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noch unverbunden nebeneinander und sollten eine gemeinsame Verallgemeinerung fiir
Réaume haben, die bis auf nicht zu grofie Singularititen Mannigfaltigkeiten sind. Aber
darauf soll es uns jetzt nicht so sehr ankommen, wie darauf, den Satz durch seine Anwen-
dungen und Deutungen in Spezialfillen zu interpretieren.

Die einfache Formel des Hauptsatzes, suggestiv durch eine sinnreiche Bezeichnung, stellt
eine Beziehung her zwischen etwas Geometrischem, dem Rand OM , und etwas Analytis-
chem, der dufleren (oder “orientierten”) Ableitung. Und so fiihrt der Satz dazu, dal man
aus geometrischen Aussagen analytische erhélt, wie schon in der letzten Folgerung, aber
auch aus analytischen Aussagen geometrische. Dafiir ein Beispiel:

(1.2) Satz. Sei M eine kompakte berandete orientierte differenzierbare Mannigfaltigkeit.
Dann gibt es keine stetig differenzierbare Abbildung

r:M — oM, rloM =id,

also, wie man sagt, keine Retraktion von M auf den Rand.

In Wahrheit braucht man nicht vorauszusetzen, dafl M orientiert und dafl r differen-

zierbar ist, aber wir benutzen es hier.

Beweis: Wir finden sicher eine C'*°-Differentialform o vom Grad (n—1) auf OM , deren
Integral iiber M nicht verschwindet. Zum Beispiel sei a eine Volumenform, welche die
Orientierung von OM definiert. Aber wenn es die Retraktion r : M — OM , r|OoM = id
gabe, ware damit

O%/a:/r*a:/dr*a:/r*da:/O:O. Y
oM oM M

M M
Weil namlich dimOM = n — 1, verschwindet Q"9M , also insbesondere ist da = 0. 0J

Aus dieser Anwendung folgt der beriithmte

(1.3) Fixpunktsatz von Brouwer. Sei D" = {|z| < 1} der kompakte n-Ball in R",
und sei f: D™ — R" eine stetig differenzierbare Abbildung, die den Rand S™~! = 0D"
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nach D™ abbildet. Dann besitzt f einen Fixpunkt, es gibt also ein p € D", so daf3
fp)=p.

Beweis: Andernfalls erhielte man eine Retraktion

riD" = 8" w et () u(e), ue) = (2 - f(@)/|z - f2)],

r(z)

wobei man 7 so bestimmt, daf |r(x)| =1 ist, also

7= —(z,u) + /1 —[z[> + (z,u)2.

Der Radikant ist stets grofler als Null; es ist ja |z|? < 1, und falls |z| = 1, ist {z,u) # 0,
denn am Rand von D™ kann u nicht senkrecht zu x sein. Also ist 7 stetig differenzierbar
von x abhéngig, also r ist stetig differenzierbar, ein Widerspruch zu (1.2). O

Hier sieht man leicht, daf3 es auch keine stetige fixpunktfreie Abbildung derselben Art
gibt. Hétte man eine stetige, so da |f(x) —z| > d > 0 auf D™, so miiB te man sie nur
genligend gut glatt approximieren, und man hatte auch eine glatte.

In der Funktionentheorie liefert der Satz von Stokes eine Version von Cauchys Integral-
satz. Ist M eine kompakte berandete differenzierbare Untermannigfaltigkeit von C , ein
glatt berandetes Gebiet, und ist f dz eine geschlossene Differentialform auf M, das heifit
mit anderen Worten, ist f holomorph, so gilt

/fdz:/d(fdz):/O:O.

oM M M

Die Mannigfaltigkeiten, die wir hier betrachten, sind stets orientiert. Ist M eine orien-
tierte Mannigfaltigkeit, etwa orientiert durch die Volumenform w, so wollen wir dieselbe
Mannigfaltigkeit mit der durch —w gegebenen inversen Orientierung mit —M bezeichnen.

A[a:__ﬂ/la.

Dann ist insbesondere



§2. DER MONODROMIESATZ 155

§ 2. Der Monodromiesatz

Sei M eine geschlossene orientierte differenzierbare Mannigfaltigkeit, also M sei kom-
pakt ohne Rand, und sei I = [0,1] das abgeschlossene Einheitsintervall. Der Zylin-
der iiber M ist die berandete Mannigfaltigkeit I x M. Die differenzierbare Struktur
des Zylinders kann man durch einen Atlas beschreiben, der zu jeder orientierten Karte
h:U — U C R" von M die folgenden beiden Karten hat:

[0,1) x U — (=1,0] x U' € RMFL (t,p) = (=, h(p)),
(0,1] x U — (=1,0] x U' ¢ R™™, (t,p) — (t — 1, h(p)).

Ist I durch die Volumenform dt orientiert, wie es naheliegt, und M durch eine Volu-
menform w, so ist I x M auf natiirliche Weise durch die Volumenform v = prjdt A pryw

orientiert, also wenn vy, ...,v, Tangentialvektoren in p € M sind, so ist
Y(0/Ot,v1, .. vn) = w(vr, ..., ).

Demnach ist von den beiden genannten Karten des Zylinders die erste orientierungsumkeh-
rend, die zweite orientierungserhaltend, und fiir die induzierten Orientierungen auf dem
Rande ist

8(I><M):M1—MO mit MV = {I/}XMgM, MI_MO 2:M1|_|(—M0).

Diese Erkldrungen dienen folgender Definition:

Seien fo, fi : M — N zwei C*-Abbildungen. Eine C*-Homotopie zwischen f; und
f1 ist eine C*-Abbbildung

F:IxM— N, (tp)— F(t,p)=: f:(p),
so daB F(0,p) = fo(p), F(1,p) = fi(p) fiir alle p € M. Zwei C*-Abbildungen heiBen

C*-homotop, wenn es zwischen ihnen eine C*-Homotopie gibt.

Es ist nicht schwer zu sehen, da$ “C*-homotop” eine Aquivalenzrelation ist. Man muf
eine kleine technische Schwierigkeit iiberwinden, weil beim Zusammensetzen von Homo-

topien die Differenzierbarkeit an der Naht verlorengehen kann. Aber das soll uns jetzt nicht
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kiimmern, wir gehen einfach zur erzeugten Aquivalenzrelation iiber. Tatséchlich sind zwei

C*-Abbildungen genau dann C*-homotop, wenn sie C°-homotop sind.

(2.1) Monodromiesatz. Sei M eine geschlossene orientierte differenzierbare Mannig-
faltigkeit der Dimension m und N eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Sei « eine
geschlossene C'-Differentialform vom Grad m auf N, dann héingt

[
M

nur von der C'-Homotopieklasse von f : M — N ab.

M

Beweis: Sei F: I x M — N eine C'-Homotopie zwischen fo und f;, dann ist

O:/O:/F*da:/dF*a: / F*a:M/ffa—M/f{fa.

IxM IxM IxM My — My

Die Voraussetzung, dafl « geschlossen (also da = 0) ist, ist jedenfalls erfiillt, wenn
dim N =m.

Auf dem Monodromiesatz beruhen viele geometrische Anwendungen der Analysis, er
liefert eine notwendige Bedingung dafiir, dafl zwei Abbildungen homotop sind.

(2.2) Beispiel. Die Identitdt M™ — M™ einer geschlossenen orientierten differenzierba-
ren Mannigfaltigkeit der Dimension n > 0 ist nicht homotop zur Projektion pr : M™ — {p}
auf einen Punkt, also M 1dBt sich nicht (stetig differenzierbar) in sich zusammenziehen.
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Beweis: Waihle eine Differentialform o vom Grad n auf M, deren Integral nicht ver-
schwindet, zum Beispiel die Volumenform, die die Orientierung von M definiert. Wiére

die Identitat von M homotop zur Projektion auf p, so ware

0%/a:/id*a:/pr*a:/020, X
M M

M M
weil die Tangentialabbildung der Projektion pr verschwindet. 0

Um die Kraft des Monodromiesatzes, und damit natiirlich eigentlich des Satzes von

Stokes zu zeigen, geben wir als Anwendung einen Beweis fiir den

(2.3) Fundamentalsatz der Algebra. Jedes nicht konstante komplexe Polynom besitzt
eine komplexe Nullstelle.

Beweis: Das Polynom sei g(z) = 2" + a12" ! +--- 4+ a,, und es sei angenommen, daf}
g auf C keine Nullstelle besitzt. Dann hatte man eine wohldefinierte Abbildung

0:C — Sz g(2)/lg9(2)],

und die Homotopie (¢, 2) — @(t-2), 0 <t < 1 zeigt, dal ¢|S! homotop zur Projektion auf
den Punkt a,/|a,| € St ist. Andererseits hat man auch die Homotopie (¢,2) — @(t712),
0 <t<1. Es ist namlich

1 2"+ ta 2"+ o+ tay,
p(t™ 2) =

|27 + tarzn 1 + -+ tay|
auch in t = 0 wohldefiniert, mit dem Wert 2" fiir z € S!. Demnach wiirde also folgen, daf3
die Abbildung f: S' — S!, 2z — 2™ homotop zu ¢|S* und diese homotop zur Projektion

auf einen Punkt ist. Wegen letzterem wére [ f*a = 0 fir jede Differentialform « vom
S1
Grad 1 auf S'. Aber das ist offenbar falsch, vielmehr ist

!f*a:n/a,

Sl
weil die Einschrankung von f auf jeden Winkelbereich

{z=e>"|k/n<d<(k+1)/n} — S' {1}

orientierungserhaltend diffeomorph ist. Und man kann « leicht so wahlen, dafl die rechte
Seite nicht verschwindet. O

Der Student wird im Laufe seines Studiums viele Beweise des Fundamentalsatzes der
Algebra kennenlernen. Die funktionstheoretischen sind dem hier vorgefiihrten in Wahrheit
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eng verwandt, denn Cauchys Integralsatz ist ein Korollar des Satzes von Stokes. Ware es
nur um das Ergebnis zu tun, so wiirde man ein elementares Argument vorziehen, aber hier

liegt eine allgemeine Methode zugrunde: Das Integral liefert eine Homotopieinvariante.

Auch die Antipodenabbildung 7 : S™ — S™, x — —x bietet sich zur Untersuchung an.

(2.4) Satz (vom Igel). Die Antipodenabbildung 7 : S™ — S™ ist genau dann homotop
zur Identitit, wenn n ungerade ist und genau dann gibt es auch auf S™ ein C*-Vektorfeld
ohne Nullstellen.

Beweis: Wir orientieren S™ durch die schon friher betrachtete kanonische Volumen-
form w? = det(z,v1,...,v,), indem wir T,S™ als den Teilraum {v|(z,v) = 0} ¢ R"**

auffassen. Ist 7 homotop zur Identitét, so ist
07&/w:/7*w:(—)”+1/w,
Sn sn sn
also n ungerade. Ist m ungerade, so ist n = 2m — 1 und S?™~! C C™; wir zerlegen

dementsprechend Vektoren in Real- und Imaginarteil x = u + iv, und haben folglich ein
C*°-Vektorfeld ohne Nullstellen

r—i-x=—-v+iu e T,S".

Hat man schlieBlich auf S™ ein C*-Vektorfeld ohne Nullstellen x — w(x) € T,S™, so darf
man annehmen |w| = 1, man dividiere nur durch |w|. Also hétte man eine C'-Abbildung
w:S™ — 8™, mit (x,w(x)) =0. Dann erhilt man eine Homotopie

or: ST —= 8" po=id, 1 =7, @)= (cosnt) x+ (sinnt) - w(z).

Geometrisch bedeutet das: Die Homotopie bewegt = auf dem GroBkreis durch = und w(x)

nach —z. O

Der Satz sagt insbesondere, dafl man dem Igel seinen Stachelpelz nur kdmmen kann,
wenn er mindestens einen Glatzpunkt hat.
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§ 3. Das Lemma von Poincaré.

Sei M eine n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit. Wir ordnen ihr die Se-

quenz von Vektorraumen
0-R-QM - QM — ... Q"M —0
4 g -

zu. Dabei fassen wir R als den Raum der konstanten Funktionen auf M auf. Die Inklusion
R C QM sei auch mit d bezeichnet. Die betrachteten Differentialformen seien beliebig
oft stetig differenzierbar.

Wir wissen dod = 0, und man nennt eine solche Sequenz von Moduln und Homomor-
phismen, so dafl d o d = 0, einen Kettenkomplex. Dieser spezielle Kettenkomplex heifit
der (reduzierte) de Rham-Komplex von M.

Wir haben im vorigen Abschnitt etwas iiber die Wirkung von Homotopien auf Integrale
erfahren, und wollen dies jetzt etwas genauer studieren: Wie wirkt eine Homotopie auf
Differentialformen oder — nehmt alles nur in allem — was bewirkt eine Homotopie auf
dem de Rham-Komplex?

(3.1) Kettenhomotopie-Lemma. Es seien
ig, 11: M —-IxM, zw— (ryx), v=0,1,

die Inklusionen einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit in Boden und Deckel des Zylinders.
Dann existiert eine Sequenz von linearen Abbildungen

K :QF(I x M) — QF M,

so dafl3
dK + Kd =i — 1.

Die Abbildungen stellen wir noch einmal in einem Diagramm vor.
0 — R L QU xM) 4 QY IxM) % QFIx M) — ---

< |l L

0 » R = QM —# SR8 Ll S V4 e = QRN ——ay i

Beweis: Der Tangentialraum des Zylinders I x M in (7,p) zerlegt sich als T-1 & T, M .
Im ersten Summanden haben wir den Vektor 0/0t, représentiert durch die Kurve ¢ — 7+t¢.
Jeder Vektor v € T, M definiert den ebenso bezeichneten Vektor v = (0,v) € T-1 & T,M
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im zweiten Summanden. Ist nun o € QF(I x M), so setzen wir Ka = 0 fiir k = 0, und

sonst

1
Ka(vy,...,vx_1) ::/a(@/@t,vl,...,vk_l)dt.
0

Das ist jedenfalls eine wohldefinierte alternierende Differentialform. Die Behauptung tiber
diese Abbildung K ist nun in M lokal nachzupriifen. Wir betrachten « also auf einem
Gebiet I xU, wo U ein Kartengebiet von M mit Koordinaten (z1,...,z,) ist. Auf I xU
haben wir dann die Koordinaten (¢,z) und der Integrand in der Definition von K ist
durch Funktionen dieser Variablen gegeben. Wir erhalten explizit:

1
Ka=0 firaeQ, K(pdrs)=0 und K(pdtAdrg) = (/cpdt)d:cg.
0

An der Stelle £ = —1 erhalten wir also Kd = dK = 0 und i = ] = idg. Fir £ =0
ergibt sich dK = 0 weil K = 0, und Kdp = [, dp/dtdt = (if — if)p. Fiir k > 0
haben wir die folgenden beiden Fille zu betrachten: o = ¢ - dxg, dann ist dKa = 0 und
Kda = K(dp Ndzg) = (fol Op/otdt) des = (i] —if)a. Im anderen Fall: a = ¢dt Adxg,
also i = iJa =0 weil i}, dt =0, und

1
dKa = Z(/ 0p/0x, dt)dx, Ndzxg,

v
0

1
Kda = —Z(/ 0p/0x, dt)dz, Ndzxg,

v
0
denn in Kda wird dz, mit dt vertauscht, bevor das Integral berechnet wird. Damit ist

der Satz vollstandig bewiesen. OJ

Wir haben ja schon im Monodromiesatz eine Beziehung zwischen Homotopien und
Integralen gefunden. Das Lemma nun ist die technische Vorstufe zu dem folgenden Satz,
der genauer ausspricht, wie sich Homotopien auf Differentialformen, oder genauer gesagt
auf den de Rham-Komplex auswirken.

(3.2) Kettenhomotopie-Satz. Die Abbildungen fy, fi : M — N seien (stetig differen-
zierbar) homotop. Dann gibt es eine Sequenz von linearen Abbildungen,

K: Q"N — Q'M,
eine sogenannte Kettenhomotopie zwischen f; und f{, so da83

fi—fr=dK + Kd.
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Beweis: Die Homotopie sei F : I x M — N, sei K die Abbildung in (3.1) und
K::f(oF*,dannist

fi—fi = (Fih)* — (Fio)* = (it — i) F* = (dK + Kd) o F* = dK + Kd. O

Eine Form a € QFN heit geschlossen oder ein Kozykel, wenn da = 0, und sie
heiflit exakt oder ein Korand, wenn a = df fiir ein # € Q¥ 'N. Jeder Korand ist ein
Kozykel, denn dd3 = 0. Nicht jeder Kozykel ist ein Korand, nicht jede geschlossene Form
ist exakt, denn ist a = df und M eine geschlossene k-dimensionale Mannigfaltigkeit, und

f:M — N, soist
/faz/fdﬁzﬂldfﬁzaéfﬁzo

M M
weil OM = @. Aber es gibt geschlossene Formen mit nicht trivialem Integral, zum Beispiel

in Q"N™, wenn N kompakt ist.
Ist o € QFN geschlossen, und wie oben f, homotop zu fi, so ist

fia—fla=dKa+ Kda = dKa,

weil da = 0. Also fija und fa unterscheiden sich um einen Korand — und darum eben
unterscheidet sich ihr Integral iiber eine geschlossene Mannigfaltigkeit nicht.

Fine differenzierbare Mannigfaltigkeit M heiffit zusammenziehbar, wenn die Identitat
idy; homotop zur Projektion auf einen Punkt ist. Angenommen zum Beispiel M ist eine
offene Menge in R"™ und M ist sternformig bezliglich p € M, also fir alle x € M ist
auch

tp+(1—t)x e M fir 0<t<1.

Dann ist M zusammenziehbar, die Homotopie ist eben (¢,z) — tp+ (1 — t)x. O

(3.3) Lemma von Poincaré. In einer zusammenziehbaren differenzierbaren Mannigfal-
tigkeit ist jede geschlossene Differentialform exakt.

Beweis: Sei 7 : M — {p} die Projektion, dann gilt: Ist da = 0, so ist a = id*«a =
(id* — 7*)a = dKa. Hier ist 7*a = 0 also a € Q¥M, k > 0, vorausgesetzt. Fiir k = 0
folgt aus da = 0 offenbar, dafl a konstant ist, weil M zusammenhéangt. O
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Fiir eine zusammenziehbare Mannigfaltigkeit ist also der de Rham-Komplex
0—-R—-QOM —-Q'M— .- Q"M —0
d d d d

eine exakte Sequenz von Vektorrdumen.

Ein bifichen von dieser Exaktheit ist uns schon verschleiert begegnet: Eine Pfaffsche
Form
a=ay(x)dry + - + an(x)dzy,

ist nur dann ein Differential, wenn 0da;/0x; = Oa;/0x;, und das heifit gerade do = 0.
Diese Bedingung ist hinreichend in einer zusammenziehbaren offenen Menge. Dort besitzt
jede geschlossene Pfaffsche Form ein Potential, eine Funktion ¢, so dal a = dp. Auf
R? \. {0} gibt es jedoch die geschlossene nicht exakte Pfaffsche Form
xdy — ydx
=2 p

oder in Polarkoordinaten (r, ) einleuchtender o = dyp.

Man konnte glauben, die Darstellung o = dp zeige, dafl « exakt ist. Aber das tauscht,
@ ist ja als Funktion nicht wohldefiniert. Jedoch sehen wir jetzt, daBl ¢ auf einer zusam-
menziehbaren offenen Teilmenge der gelochten Ebene stets wohl zu definieren ist. Dafl dy
nicht Differential einer Funktion ist, folgt sofort aus |, g1 dp =21 #0.

Auf R"™ ~\ {0} erhalten wir nach demselben Muster eine geschlossene nicht exakte
(n — 1)-Form, ndmlich wir haben die Abbildung
f:R" {0} — S" ! za/|n|,

und auf S”~! die kanonische Volumenform w”~1, deren Integral iiber S”~! jedenfalls echt
positiv ist, wir werden es bald berechnen (5.7). Dann ist f*w™~! auf R"~ {0} geschlossen,
weil dw™™ ! = 0, aber nicht exakt.

Ich beschliele diesen Abschnitt mit einer esoterischen Betrachtung, die iiber den Gegen-
stand einer Anfangervorlesung hinausweist: In einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit M

sei

ZPM = ker(d : Q¥ M — QFT1 M) = Vektorraum der k-Kozykel.
BEM = dQ* ' M = Vektorraum der k-Korander.

Dann ist
HYM = Z*M/B* M

die reduzierte k-te de Rham-Kohomologie.

Eine C*°-Abbildung f: M — N induziert eine Abbildung der de Rham-Komplexe
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0 > R 4 QM -4 OIM — ... — QM 4, QkHipg ...
]f. If. LF. Tr I"
0 — R—7 ON —/ QN — ... — QN =3 QN — e

mit f*od = do f*. Daherist f*Z*N C Z*M und f*B*N C B*M , und man erhilt eine
auch mit f* bezeichnete induzierte Abbildung

f*: H*N — H*M,
welche natiirlich funktoriell ist, also
id*=id und (fog)*=g"of".

Die Nutzanwendung unserer Betrachtungen iiber Homotopie ist der

(3.4) Satz. Sind fo, f1: M — N zwei C*°-homotope Abbildungen, so ist

fo=f: H'N — H"M.

Beweis: Fiir die Abbildungen der de Rham-Komplexe gilt
dK + Kd = f; — f§.

Ist also o ein Kozykel, so ist Kda = 0 und daher f{ = fja +dKa, also fja und ffa
sind gleich modulo Korandern. 0

Die de Rham-Kohomologie liefert also Homotopie-Invarianten. Das Studium dieser
Kohomologiegruppen ist Gegenstand der algebraischen Topologie, und hier ist eine Stelle,
wo man unmittelbar anschaut, wie sich in der Mathematik der Gegenwart die verschiedenen
Gebiete verbinden: Geometrie, Analysis und Algebra.

§ 4. Riemannsche Mannigfaltigkeiten

Ist M™ ¢ R"™" eine differenzierbare Untermannigfaltigkeit, so ist fiir jeden Punkt
p € M auch T,M C T, R™T* — R™™* und man hat daher ein euklidisches Skalarprodukt
von Vektoren aus 7, M und die daher kommende euklidische Norm und Langenmessung.
Sie bringt eine zusatzliche Struktur auf die Mannigfaltigkeit, die wir allgemein folgen-

dermafien erklaren:
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FEine Riemannsche Mannigfaltigkeit ist eine differenzierbare Mannigfaltigkeit M
mit einer Riemannschen Metrik. Eine Riemannsche Metrik auf M ordnet jedem Punkt
p € M eine symmetrische, positiv definite bilineare Abbildung (ein euklidisches Skalarpro-
dukt)

T,M xT,M — R, (v,w)— (v,w),

zu, und zwar beliebig oft differenzierbar von p abhingend. Das heifit folgendes:
Fiithren wir lokale Koordinaten

M>U—U cCR"
h
ein, so erhélt fir p € U der Tangentialraum 7,M die Basis der Vektoren
3/8h1 = (Tph)_la/axi,

welche durch die Wege t — h™1(h(p) +t - ;) reprisentiert sind. Das Skalarprodukt ist
bestimmt durch die symmetrische Matrix mit Koeffizienten

9i5(p) := (0/0hi,d/Ohy)p.

Die Matrix (g;;) heit auch metrischer Fundamentaltensor. Die Differenzierbarkeits-
forderung lautet: Die Abbildung U — R™™, p— (gi;(p)) ist C*-differenzierbar.

Die Physiker sind gezwungen, statt euklidischer Skalarprodukte auch symmetrische
nicht ausgeartete Bilinearformen zu betrachten, die nicht positiv definit sind, deren zu-
gehdrige Matrix (g;;(p)) vielmehr die reelle Normalform

1

—1

hat, mit der Bilinearform

((z1,y1,21,t1), (2,9, 2,1)) = 221 + YY1 + 221 — tty.

Diese sogenannte Minkowski-Metrik auf R* kommt aus der Relativititstheorie, und
das meiste, was wir im folgenden sagen, gilt fiir solche Metriken ganz analog, aber wir
wollen uns doch immer an den Fall einer positiv definiten Metrik halten.

Beachte, dafl man zwar durch einen linearen Koordinatenwechsel erreichen kann, dafl
die Matrix (g;;) in einem vorgegebenen Punkt p € M die Normalform hat, welche die
lineare Algebra herstellt, jedoch kann man dieses nicht zugleich in einer ganzen Koordi-

natenumgebung erreichen.

Beispiele Riemannscher Mannigfaltigkeiten sind wie gesagt alle Untermannigfaltigkeiten
eines euklidischen Raumes, und es ist nicht schwer, mit einer Partition der Eins auf einer
beliebigen differenzierbaren Mannigfaltigkeit eine Riemannsche Metrik einzufiihren.
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Auf einer orientierten Riemannschen Mannigfaltigkeit M hat man eine kanonische
Volumenform
w=uwy € Q"M.

Sie ist dadurch bestimmt, daf sie einer positiv orientierten Orthonormalbasis (vi,...,v,)
von T, M den Wert 1 zuordnet. Diese Bestimmung ist jedenfalls unabhangig von der Wahl
der Basis, denn von einer zur anderen transformiert man mit einer orthonormalen Matrix

mit Determinante 1.

Wie berechnet man wjy; in lokalen Koordinaten? Eine reine Frage der linearen Algebra,
namlich was ist wps(by,...,b,) fir eine beliebige positiv orientierte Basis (by,...,b,) von
T,M? Sei (vy,...,v,) eine positiv orientierte Orthonormalbasis, dann ist

b, = Zk:ﬁkzwk, also (b, b;) = %@iﬁé;‘(vk,vd = %5&151@

Setzen wir also (g;;) = ((b;,b;)) und B = (f;;), so ist
war(by,. .., by) =det B, und (det B)? =det 'B- B = det(g,;).
Wir erhalten daher:

(4.1) Satz. Ist h : (M,p) — R" eine orientierte Karte einer Riemannschen Mannigfal-
tigkeit, und

(9i3) = ((0/0hs,0/0hy;)),  det(gi;) = g,
ihr metrischer Fundamentaltensor, so ist die kanonische Volumenform gegeben durch

wr(0/0hq,...,0/0hy,) = /g, oder wy = /g -dhi A---A\dh,.

Auf einer orientierten Riemannschen Mannigfaltigkeit M kann man jetzt auch das
Integral einer Funktion erklaren durch

/f::/f‘WMa
M M

und dieses ist gemeint, wenn man zum Beispiel von [ gn J oder sonst von Integralen einer
Funktion iiber Untermannigfaltigkeiten des R" redet.

In der Tat ist die Orientierung hier auch nicht nétig. Mit einer Partition der Eins
zieht man sich immer auf den Fall zuriick, wo der Triger von f im Gebiet einer Karte
h:U — R" liegt. Jetzt kann man jedenfalls die offene Menge U so orientieren, dafl h
orientierungserhaltend wird. Dann ist die Volumenform wy auf U definiert, und

A[f:/f'wUZ/(f-\/ﬁ)oh_ldxl...dxn.

U R™
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Dieses Integral ist unabhéngig von der Wahl der Karte h, und zwar bleibt es auch invariant,
wenn man h mit ¢ orientierungsumkehrend transformiert, denn dann wird auch —wy die
Volumenform, fiir die die transformierte Karte k = ph orientierungserhaltend ist. So hat
man auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten ein kanonisches Integral von Funktionen oder
anders gesagt, ein kanonisches Mafl vol = voly,, das fiir orientierte Mannigfaltigkeiten
(also lokal) definiert ist durch

volys(A) :/wM = /XA-wM.

A M
Insbesondere kénnen wir die Funktion 1 iiber eine kompakte (berandete) Riemannsche
Mannigfaltigkeit integrieren, und es ist

vol(M) = / W
M
das Volumen der (berandeten) Riemannschen Mannigfaltigkeit M . Zum Beispiel ist das
Volumen der Sphére

vol(S™) = /w, we(V1,...,0,) = det(x,v1,...,0p),
Sn
wenn man wieder 7,S™ als Teilraum von R™! auffaft. Natiirlich kann uns jetzt nur
noch die Bequemlichkeit hindern, dieses Integral sogleich explizit auszurechnen, aber sie

hindert uns auch wirklich, das Integral wird uns bald zufallen (5.7).
Eine Isometrie Riemannscher Mannigfaltigkeiten ist ein Diffeomorphismus

po: M — N, sodall Typ:T,M — T, N

fiir alle p € M eine Isometrie von Vektorrdumen ist. Wie es naheliegt, gilt:

(4.2) Satz. Ist ¢ : M — N eine Isometrie Riemannscher Mannigfaltigkeiten, so ist

N/fzz\lfosa

Beweis: Mit einer Partition der Eins sieht man sich auf den Fall gefiihrt, wo der Trager
von f im Gebiet einer Karte liegt und darf also annehmen, dal M und N orientiert sind
und die kanonischen Volumenformen wj; und wy besitzen. Weil die Integrale von der
Wahl der Orientierung nicht abhangen, darf man annehmen, daf§ ¢ orientierungserhaltend
ist. Dann ist aber p*wy = wyr, und

Z[f:N/f-wN=AZf090-90*wN=M/foso-wM=Alf090- 0
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Zum Beispiel ist die Antipodenabbildung 7 : S™ — S eine Isometrie und daher

[ror=1
gn

Sn

Beim Integral von Differentialformen — wie frither gesagt — kommt hier ein Vorze-
ichen —1, wenn n gerade ist, aber hier wird auch die kanonische Volumenform durch ihr
Negatives ersetzt, das Integral von Funktionen bleibt invariant.

Meistens, wenn von Integralen die Rede ist, wird man wohl Funktionen auf Riemann-
schen Mannigfaltigkeiten integrieren. Hier kommt (im orientierten Fall, der lokal immer
vorliegt) alles darauf an, die kanonische Volumenform, also

V9, 9=1(9i), 9ij = (0/0h;,0h;)

fiir eine Karte h zu berechnen. Dazu wollen wir noch zwei Hinweise geben, die in expliziten
Rechnungen sehr niitzlich sind.
Sei M™ C R™* ecine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit, dann erbt M von R™*

eine Riemannsche Metrik, denn
+k _ mntk
T,M C T,R"™" = R"™",

und R™** trage die Standard-Metrik. Sind also (v1,...,v,) Vektoren von T,M, so
schreiben sich diese Vektoren als (n + k)-Tupel reeller Zahlen

n+k

v, = (v, o) e R (u,0,) = 3 vivi.
j=1

Bilden wir also die n x (n + k)-Matrix V' mit den Zeilen vy, ..., v,, so ist
((Uwvu)) =V tva
und daher, wie wir (V, 1.11) ausgerechnet haben (mit S = {i1,...,i,}, 1 <i3 < -+ <y

<n+k)

det((vy,vu)) = > det(v?);c s - det(v{b)jeg = > det(v,{)?es.
1S]=n 1S|=n
Ist also ¢ : (R",r) — (M,p) die lokal definierte Umkehrung einer Karte von M, so hat
T,M die Basis der Vektoren

v, =0p/0x,, v=1,...,n, mit Te(0/0zx,)=v,,

und daher berechnet sich die kanonische Volumenform wj,; von M in lokalen Koordinaten
¢ durch

(4.3) rw=1(> det(agoj/aﬂvl,)?es)l/2 ~dxy A\ ANdxy,.
|S|=n
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Ein Spezialfall entsteht aus einer C°°-Funktion f : U — R fiir eine offene Menge U C R".
Thr Graph ist namlich eine Mannigfaltigkeit

M = Graph(f) = {(z, f(2)) | x € U} C R" x R,

welche diffeomorph zu U, also durch eine Karte zu beschreiben ist, namlich die Projektion
pri|M : M — U, mit der Umkehrung

o:U— M, zw— (z,f(x)).
Wir erhalten in diesem Fall
vy, = 0p/0zx, = (0,...,0, 11/,0, ...,0,0f/0x,),
also
(vy,vy) =0y, +0f/0xy, - Of Oz,
Wir miissen die Determinante dieser Matrix ((v,,v,)) berechnen, oder allgemein, wenn
wir 0f /0x, = f, setzen und E die Einheitsmatrix ist

() g = det(E+ (fo - fu):

(4.4) Die kanonische Volumenform eines Graphen. Sei U eine offene Teilmenge von
R"™ und f:U — R eine C*°-Funktion, und sei ¢(z) = (z, f(z)). Dann ist die kanonische
Volumenform w des Graphen von f in Koordinaten ¢ gegeben durch

'w=[1+ i(@f/@xi)Q]l/del A Adxy,.
i=1

Beweis: Wir berechnen die Determinante der Matrix E+ (f, - f,), indem wir die Matrix
(f, - fu) auf Diagonalform transformieren. Bei der Transformation bleibt die Einheits-
matrix und die gesuchte Determinante unverandert. Nun ist (f, - f,) die Matrix der
Zusammensetzung

R™ R R™.
(fl:"'vfn) fl

frn
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Falls nicht sowieso alle f, verschwinden, hat diese Matrix den Rang 1, also einen Null-
raum der Dimension n — 1, und zur Diagonalisierung miissen wir nur einen nicht trivialen

Eigenwert finden. Hier ist der Eigenvektor:

o) = it fam (4 + ) (s fa).
Also A = f2+---+ f2 ist der gesuchte Eigenwert, und wir kénnen die Matrix E+ (f, - f,.)

in die Diagonalmatrix
14+ A

1

mit der Determinante g =1+ Y__, f2 transformieren. Daher der angegebene Ausdruck
fir /g. 0

Eine andere Situation, die wir oft betrachtet haben ist, dafl eine Mannigfaltigkeit als
Nullstellengebilde eines regularen Gleichungssystems vorliegt. Sei U offen in R™* und

f=0 1, fx):U— RF
eine C°-Abbildung. Sei 0 ein regulirer Wert von f und M = f~1{0}. Dann hat man
auf M die nirgends verschwindende Volumenform «, die durch
ap(vi, ..., v,) = det(grad, f1, ..., grad, fr, v1, ..., Un)

fir p € M und v; € T,M definiert ist. Wir haben sie schon zur Orientierung von M
benutzt, jedoch ist « noch nicht die kanonische Volumenform von M . Bildet (vq,...,v,)
ein positiv orientiertes Orthonormalsystem in 7}, M , so benutzen wir (grad, f;,v;) = 0 und
berechnen das Quadrat der Determinante in der Definition von «,,, indem wir die Matrix
mit ihrer Transponierten multiplizieren. Es ergibt sich

§ := det((grady, f;, grad, f;) )i j=1,... k-

Folglich ist wy; = \/ig -« die kanonische Volumenform von M .

1
(4.5) wp (v, ..o v,) = % -det(grad, fi, ..., grady, fx, v1, ..., vp).

Zum Beispiel haben wir (Bd. 2, IV, 4.7) die kanonische Volumenform des R"™ in Polarko-
ordinaten berechnet. Das Ergebnis ist in unserer jetzigen Schreibweise

w=(=)"r""1 . sind; - (sinvp)?...(sinVp_ )" 2dr Adp Addy A --- A d, _s.

Wiéhlen wir f = r — R fiir konstantes R > 0, so ist |grad(r — R)| = |0/0r| = 1. Die
Mannigfaltigkeit {f = 0} ist die Sphére vom Radius R. Die kanonische Volumenform der
Sphére R-S™ ¢ R™! ist also in Polarkoordinaten gegeben durch

(4.6) WR.gn = (—)"+1R” -sin; - (sin 192)2 s (sin®, )" tde AdIy A - A dy, .
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Schliellich kénnen wir an dieser Stelle verstehen, was das Integral ldngs einer Kurve

/f:/bf‘W(t) 15(t)| dt,

das wir in Band 2 zu Anfang betrachtet haben, mit dem Integral Pfaffscher Formen zu
tun hat. Ist v : [a,b] — R" eine Kurve und auch eine differenzierbare Einbettung, so ist
v[la,b] =T C R" eine eindimensionale (berandete) Mannigfaltigkeit, und sie wird (wenn
man pedantisch ist: bis auf die Randpunkte) durch die eine Karte v~! beschrieben. Hier
ist die kanonische Volumenform in Koordinaten v durch

Yiwr = |¥|dt

gegeben, also wir finden das altbekannte Kurvenintegral wieder:

b
[r=[rpa= [+
r a v
Auch dies 148t sich verallgemeinern auf den Fall, wo man statt R"™ eine Riemannsche
Mannigfaltigkeit M hat. Eine C'-Kurve v : [a,b] — M definiert fiir jedes 7 den Vektor
7(7—) = TT’Y(a/at) € Tfy(‘r)Ma

repréasentiert durch die Kurve ¢ — «(74t), und man definiert insbesondere die Bogenldnge
von 7 durch

b
s(7) = / Bldt Bl = VG

8§ 5. Der Divergenzsatz

Ein Vektorfeld v auf einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit M (mit Rand) ist ein
Schnitt des Tangentialbiindels, also eine Abbildung, die jedem Punkt p € M einen Tan-
gentialvektor v(p) € T,M zuordnet. Im Gebiet einer Karte h : U — R"™ von M hat der
Tangentialraum die Basis der Vektoren

8/8h1 = (Tph)_la/ﬁxi,

und daher ist

o(p) = ; vi(p)/Oh,

fiir gewisse wohlbestimmte Funktionen v; : U — R. Das Vektorfeld heifit stetig, glatt,
C*-differenzierbar, ... , wenn diese Funktionen v; die entsprechende Eigenschaft haben.
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Schon im ersten Kapitel haben wir Vektorfelder betrachtet, und sie als autonome Dif-
ferentialgleichungen gedeutet. Eine stetig differenzierbare Kurve a : (a,b) — M ist eine

Integralkurve von v, wenn fiir alle 7 € (a,b) gilt

a(7) = v(e(7)).

Dabei ist &(7) = Tra(0/0t) der durch t — «(7 + t) reprasentierte Tangentialvektor von

M. In lokalen Koordinaten — also in einer offenen Menge U C R" — bedeutet das
natiirlich:
T.U = R",
v(z) = (vi(z),...,v,(x)),
a=(a,...,0n),
di:vi(al,...,an), i:1,...,n.

Zu einem C*-Vektorfeld, k > 1, gehort wie erinnerlich ein lokaler FluB &, mit

(p,t) = v(®(p,t)), @(p,0)=p.

Wir wollen hier unsere Wissenschaft von Existenz und Eindeutigkeit der Losung einer
Differentialgleichung nicht wiederholen. Im Moment werden wir ohnehin nur den lokalen
Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir die Losung einer Differentialgleichung heranziehen,
bei dem ja nur euklidische Umgebungen zu betrachten sind.

Nun sei M eine berandete orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit, und w die ka-
nonische Volumenform auf M. Ist dann v ein Vektorfeld auf M, so erhilt man eine
Differentialform w jv vom Grad (n — 1) auf M, durch die Formel

(Wav)p(wi, ..., wp—1) = wp(v(p),wr,...,wp_1), w; € T,M.
Die Divergenz des Vektorfeldes v ist dann durch die Formel
(5.1) dlwov)=dive - w
als Funktion auf M definiert.

Der Satz von Stokes liefert unmittelbar:

(5.2) Divergenzsatz. Ist v ein stetig differenzierbares Vektorfeld mit kompaktem Tréger
auf der berandeten orientierten Riemannschen Mannigfaltigkeit M , so ist

/divvz/wﬂ). O

M oM

Wir wollen beide Seiten dieser Formel niaher betrachten. Zunachst die linke — es ware

ja nicht fair, einfach irgendetwas “Divergenz” zu nennen. Hier kommt es auf eine lokale
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Betrachtung an, wir denken uns Koordinaten eingefiihrt, also betrachten eine offene Menge
in R™. Die Riemannsche Metrik ist durch

(0/0x4,0/0xj) = gij, w=7v-deiA---Ndx,, v=4/9,

mit ihrer Volumenform ganz allgemein (und nicht etwa als die Standardmetrik) festgesetzt.

Das Vektorfeld hat die Gestalt
v(z) = Y vi(r)d/0x;,
i=1

und es gehort dazu ein lokaler Flufl | also in einer Umgebung U eines Punktes fiir ein
Zeitintervall (—e,¢) eine Abbildung

D:U x (—e,6) = R, &(x) := O(x,t), Pg=id, &, =vod,.

Wir berechnen die Ableitung der infinitesimalen Volumenausdehnung von &, nach der
Zeit fir t = 0 und behaupten:

(5.3) Deutung der Divergenz.

Piw —w

lim =divv - w.
t—0 t

Beweis: In unseren lokalen Koordinaten ist der Koeflizient von dxy A --- A dz,, auf der
linken Seite
d n Oy n Qu;

(%) %t:()[yo(j[)t(a:)~deth)t($))] :Z; 8—%Ui+"7'i; Ox;

Hier bedachten wir &y = id, also D®; = 1, und die Ableitung der Determinante haben
wir in (I, 2.6) schon berechnet, und die euklidische Divergenz Y ., dv;/dx; gefunden.

Berechnen wir nun andererseits die oben definierte Divergenz in denselben lokalen Ko-

ordinaten:
n . —
wav =S (=)My v dey Ao Adag A - Aday,
i=1
dwov) = Z;(a—;vz + - azZ)dajl A ANdxy, =:div o - w.
Also erhalten wir durch Vergleich mit der rechten Seite von (%) die Behauptung. O
Unsere Deutung der Divergenz besagt fiir Tangentialvektoren wy,...,w, € T,M:
d . )
— | Qiwp(wy,. .., wy) =divyv - wp(wr, ..., wy).

dt 4=
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Ersetzt man p durch ¢ = ®,(p) und w, durch 7,®,(w,), so besagt diese Deutung der

Divergenz dasselbe wie der

(5.4) Satz von Liouville. Sei v ein Vektorfeld auf M mit lokalem Fluff ® und w eine
Volumenform. Sei div(v) - w := d(w 1v). Dann geniigt ®jw der linearen Differentialglei-

chung
(Piw) = div(v) o @y - Pfw,

also explizit
d

at_\ D wy(w, ..., wy) =divy(v) - Plwy(wi, ..., wy), ¢q= P (p). O

Nunmehr wenden wir uns der rechten Seite des Divergenzsatzes zu. Was bedeutet die
Form (w 1v)|0M geometrisch? Um das zu sehen, ordnen wir jedem Randpunkt p € oM
den kanonischen Normalvektor n = n(p) € T,M zu, mit folgenden Eigenschaften:

(i) (n,w) =0 fiir alle w € T,,0M , also n ist orthogonal zu OM .
(ii)) |n| =1.
(iii) n zeigt nach auBen.

Letzteres heifit: Ist (wi,...,w,—1) eine positiv orientierte Basis von T,0M, so ist
wn,wy,...,wy—1) > 0 fiir die kanonische Volumenform w von M, also (n,ws,...,w,_1)
ist eine positiv orientierte Basis von T, M .

Mit diesen Festsetzungen gilt dann:

(5.5) Lemma. Seien wy; und wyys die kanonischen Volumenformen der Riemannschen
Mannigfaltigkeiten M und OM . Dann gilt:

(war o) | OM = (v,n) - wanr.

Beweis: Sei (wy,...,w,—1) eine positiv orientierte Orthonormalbasis von 7,0M . Dann
ist (n,wi,...,w,—1) eine positiv orientierte Orthonormalbasis von T,M . Wir stellen v
als Linearkombination dieser Basis dar und erhalten:
n—1
v={(v,n) -n+ Zl Aiwi,
im
(war 2V)(wr, .oy wp—1) = wpar(V, W, . Wh—1) = (v, M),

(v,n) - wonr (Wi, ..., Wnp_1) v, n).
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Als Folgerung und Zusammenfassung ergibt sich jetzt unmittelbar:

(5.6) Divergenzsatz von Gauf3 . Sei v ein stetig differenzierbares Vektorfeld mit kom-
paktem Trager auf der berandeten orientierten Riemannschen Mannigfaltigkeit M . Dann

ist
/divv: /(v,n).
M oM
Dabei ist n der kanonische Normalvektor auf OM . 0

Diese Integralformel hat tausend Anwendungen in der Analysis, aber es gibt auch kaum
ein Gebiet der Physik, wo sie nicht auftritt. Auf dem R" mit der euklidischen Metrik

erhélt man nach unseren Formeln den altvertrauten Ausdruck fiir die Divergenz
dive = )" 0v;/0z;.
i=1

Wir empfehlen den Divergenzsatz gleich durch eine Anwendung;:

(5.7) Berechnung des Volumens der Sphire. Das Volumen der n-Sphére ist

vol(S™) = (n 4 1) -vol(D"*1), mit D""' = {z e R""||z| <1}.

Beweis: Auf D"*! sei der Ortsvektor z als Vektorfeld genommen, dann ist div 2 = n+1,
und auf S™ = 0D"*! ist x =n. Also

(n+1) - vol(D"1) = / divx:/<x,n>:/1:vol(5”). O

Dn+1 Sn Sn

Das Volumen des Balls D" kennen wir ja (Bd. 2, IV, 4.11), und wir haben da schon
dieses Ergebnis angedeutet.

Wie der Satz von Stokes eine Deutung der dufleren Ableitung gibt, geht aus dem
Divergenzsatz auch eine geometrische Deutung der Divergenz hervor: Wir wéahlen eine
n-dimensionale berandete Untermannigfaltigkeit, zum Beispiel eine kleine Kugel D um

/divv - /(v,n>.

D oD

p € M und wissen
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Wir dividieren beide Seiten durch das Volumen vol(D) = [, 1 und erhalten

(/div v)/vol D = (/(v,n))/VOID.

D oD
Fallt jetzt D in ein Kartengebiet, so dafl man ohne weiteres vom Durchmesser |D| =
sup{[p — q| !p, q € D} reden kann, so ergibt sich leicht fiir p € D:

(5.8) divyo = Jim / (v,1))/vol D.

0D
Auf der linken Seite dieser Gleichung steht namlich in Koordinaten

(/ divv - y(z)dz; .. .dwn)//v(ac)dml o.dxy,
D D
was fiir |D| — 0 offenbar gegen div,v geht.

Wir stellen uns das Vektorfeld v durch seinen Fluf} vor. Das Integral | oplv,n) miBt,
wieviel pro Zeit iiber den Rand von D in Normalrichtung nach auflen stromt. Dies wird
infinitesimal pro Volumen genommen, so daf§ die Divergenz eine Quellstérke ist (oder eine
Sickerstérke, wenn sie negativ ausféllt). Der Divergenzsatz sagt also: Das Integral {iber
die Quellstérke ist gleich dem, was (senkrecht gemessen) iiber den Rand flief3t.

ey

=~ 9D

§ 6. Vektoranalysis

Tragt ein reeller Vektorraum V' eine symmetrische nicht entartete Bilinearform
VxV =R, (v,w)w (v,w),
so hat man einen induzierten Isomorphismus mit dem Dualraum
K:V =V v (v, ).
Sei jetzt (ey,...,e,) eine Basis von V und

(eir€5) = gij-
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Sei (¢!,...,e") die duale Basis von V*. (Hier befolgen wir ausnahmsweise die vielbeliebte
Konvention, durch die Position der Indexe die Varianz mitzuteilen. Im allgemeinen hatte
das Befolgen dieser Indexkonventionen aber in diesem Biichlein wie zumeist mehr Miihe
als Nutzen gebracht.) Dann ist

(6.1) K(ei) = 2 gije’

j
denn re;(ex) = (i, ex) = gik = (O gije’)(ex). Bezeichnen wir mit (¢%) die zu (g;;)
inverse Matrix, so ist entsprechend (6.1)

ket =3 g"e;.
J

Versieht man V* so mit einem Skalarprodukt, da8 x isometrisch wird, so ist (e¢,e7) = g/,

denn
(e, &) = (vl nTlel) = %gikgﬂ{ek, er) = X%g““gﬂgke =2 g™ =g,
k, i %

Wir denken natiirlich an Riemannsche Mannigfaltigkeiten. Die gegebene Metrik induziert
hier den Isomorphismus

k:T,M — T,M",
und dadurch haben wir eine Entsprechung von Differentialformen und Vektorfeldern auf
M . Es bezeichne I'M den C°°(M)-Modul der Vektorfelder auf M. Dann induziert x den

ebenso bezeichneten Isomorphismus
/{:FMinM, v (v, ),

der einem Vektorfeld v die Pfaffsche Form kv zuordnet, mit (kv),(w) = (v(p),w) fur
w € T, M . Insbesondere ist

kLdf = grad f
der Gradient von f. In lokalen Koordinaten (z',...,2") ist g;;(z) = (9/0z",0/027),

und
k- ldat = Zgij(a:)ﬁ/@xj,
also ]
(6.2) grad f = Zgij (x)0f /0x' (x) - 0/0x? .
Hat man naturlich auf R"™ die Stanci;rdmetrik Gij = 055, S0 ist

grad f = >"0f/0x? - 0/0x’
J

der Vektor mit den Komponenten df/0z7. So tritt es zumeist in R? auf. In R* jedoch
betrachtet man gern die Minkowski-Metrik

1

(9i) = L 1 , Diagonalmatrix,

-1
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welche durch die Relativitatstheorie begriindet ist. Hier ist dann

gradsf = (0f /0x,0f /0y,0f |0z, —0f | Ot),

fiir die Basis (8/0x,0/dy,d/dz,0/0t) des Tangentialraumes. Uberhaupt héngt der Gra-
dient von der Metrik ab, und ist “in allgemeinen Koordinaten” durch (6.2) zu berechnen.

Ist M eine orientierte n-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit mit der kanoni-

schen Volumenform w, so haben wir auch die Isomorphismen

(6.3) wi: M = Q" 'M, v wow,
w-: CC(M) — Q" M, frf-w.
In lokalen Koordinaten (x!,...,2™) ist der erste durch
(6.4) v= Zvja/ﬁxj SRR Z(—)j+1vjdx1 Ao Adxd A Adz”
j j

gegeben. Im Dreidimensionalen mit Koordinaten (x,y, z) schreibt man das so:
wav = /g (vidy Adz +vidz Adx +vide A dy).

In euklidischen Koordinaten ist /g = 1, und die drei Komponenten von v stehen wieder
so da wie zuvor.

Im Folgenden sei nun M eine dreidimensionale orientierte Riemannsche Man-
nigfaltigkeit. Wir benutzen die Isomorphismen s und w_J, um den Kalkiil der aufleren
Differentialformen als Kalkiil der klassischen Vektoranalysis neu zu interpretieren. Wir
gehen aus von dem kommutativen Diagramm:

0 — R oe—s QM —4+ M 4 02M 24 M — 0

1
{651 =T :I " -..'_J| .|J|
0 — R —— C®M I'M = 'M = C*=M — 0

grad ro iv

Die untere Zeile ist durch die Kommutativitdat des Diagramms und die obere definiert.
Was oben immer dieselbe Formel ist, erscheint unten in bunter Vielfalt. So wird aus
dod =0 durch Ubersetzung in die untere Zeile:

(6.6) rot grad f =0, divrot f=0.

Das Lemma von Poincaré sagt fiir eine zusammenziehbare Mannigfaltigkeit umgekehrt: Ist
rot v = 0, so ist v = grad f fiir eine Funktion f, also das Vektorfeld hat ein Potential,
und ist div v = 0, so ist v = rot w fiir ein Vektorfeld w. Die Verwandlung des Satzes von
Stokes zum Divergenzsatz von Gaufl

/divv: /(v,n>

M oM

haben wir schon besprochen.
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Sei N eine zweidimensionale berandete orientierte Untermannigfaltigkeit von M. Dann
sagt der Satz von Stokes fiir ein Vektorfeld v mit kompaktem Trager:

(6.7) /wM Jrot v = /Fw.

N AON
Ist t das Feld von Tangentialvektoren von 0N der Lénge 1 und positiver Orientierung, so
ist

kv | ON = (v,t) - wan,
denn kv(t) = (v,t), also beide Seiten stimmen auf dem Basisvektor t iiberein. Die linke
Seite von (6.6) haben wir schon fiir den Divergenzsatz gedeutet: Wir ordnen jedem p € N
einen kanonischen Normalvektor n(p) so zu, daf gilt:

(i) (n(p),w) =0 fir alle w € T,N.
(i) |n] =1.
(iii) Fir eine positiv orientierte Basis (wq,ws) von T, N ist w(n(p),w,ws) > 0.

Dann ist
(waw)|N = (n,w) - wy.

Setzen wir dies in (6.6) ein, so entsteht der klassische

(6.8) Rotationssatz. Sei N eine zweidimensionale orientierte kompakte berandete Un-
termannigfaltigkeit von M und v ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf M. Dann

/(rot v,n) = /@,t).

N ON
n = kanonische Normalfeld von N, t= positives Einheitstangentialfeld von ON. [

ist

Diese Versionen des Divergenz- und Rotationssatzes dienen vor allem der geometrischen
Deutung der Integralformeln. Fiir die Berechnung ist die urspriingliche Fassung (6.7) und
(5.2) besser geeignet. Die Integranden sind da unmittelbar in Koordinaten anzugeben, und
die Berechnung der Normal- und Tangentialfelder und der Volumenform wy ist iiberfliissig.
Nur wenn eine speziell gewahlte besonders einfache geometrische Situation all diese Grofien
unmittelbar abzulesen gestattet, empfiehlt sich auch zur Rechnung die letzte Version des
Rotationssatzes.

Das Diagramm (6.5) liefert Isomorphismen, die man mit einem * bezeichnet,
Q'MEPM und QM — QPM.
In euklidischen Koordinaten auf M = R ist

*61262/\63, *62263/\61, x e =gl N
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Sie heiflen Sternoperatoren. Wir nehmen sie als zusatzliche Struktur zum de Rham-
Komplex hinzu. Dann konnen wir die Formeln der klassischen Vektoranalysis durch

Ubersetzung aus dem Kalkiil der alternierenden Differentialformen gewinnen.

Man kann das Skalarprodukt von Vektorfeldern beschreiben durch
(6.9) (v,w) = *(k(v) A xK5(w)).

Beweis: Wiihle Orthonormalbasen (e1,es,e3) von T,M und (e!,£2,&3) dual so, daB
w = w'e;. Dann ergibt sich

#(k(V) A xk(w)) = *(k(v) Awow) = *x(w' - k(V) Ae? A ) = x(viw! - w) = viw! = (v, w).

O

Der Laplaceoperator ist in unserer Situation definiert durch
Af =div grad f = *d x df.
Man hat auch einen Laplaceoperator
A= (dsdx—xdxd): Q"M — Q'M

und definiert damit den vektoriellen Laplaceoperator

—

A=rtoAok:TM — T M.

Man rechnet unschwer nach, daf dieser in euklidischen Koordinaten auf R® dadurch
gegeben ist, dal man komponentenweise den Laplaceoperator anwendet.
Das Kreuzprodukt von Vektorfeldern ist durch die Kommutativitat des folgenden

Diagramms definiert:
QM x O'M —" Q2M

x| -

X

I'MxI'M ——— TI'M.
Einige Beispiele fiir die Ubersetzung: Fiir f € Q°M, o € Q' M-

(6.10) d(f-a)=df Nha+ f-da,
rot(f-v) =grad f x v+ f - rot v.

Und fiir f € Q°M, a € Q?>M liefert dieselbe Formel
(6.11) div(f -v) = (grad f,v) + f - div v.
Setzt man hier v = grad ¢ ein, so erhalt man

(6.12) div(f - grad g) = (grad f,grad g) + f - Ag.
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Vertauscht man hier f und ¢ und subtrahiert beide Gleichungen, so entsteht

div(f -grad g —g-grad f) = f - Ag—g- Af.

Aus dem Divergenzsatz folgt daher:

(6.13) Greensche Formel. Hat die Funktion f oder g kompakten Trager, so gilt:

/(f-Ag—g-Af)Z /(f-gradg—g-gradf,n% O

M oM

Ist zum Beispiel g eine Testfunktion, die auf dem Rand OM von zweiter Ordnung
verschwindet, also g|OM = dg|oM = 0, so ergibt sich

M/f-Angg-Af.

M

Erkliren wir allgemein ein Skalarprodukt auf dem Raum der C2-Funktionen auf M mit
kompaktem Trager im Inneren von M durch

(£, 9) :Zlf-g,

so liefert die Greensche Formel also

(f,Ag) = (g, Af).

Das besagt, dal A auf einem geeigneten Raum von Funktionen ein selbstadjungierter
Operator ist.
Weitere Ubersetzungen: Fiir Funktionen f und ¢ auf M hat man

(6.14) d(f-g)=g-df + f - dg,
grad(f-g) =g-grad f+ f - grad g.
Man wendet % an und leitet noch einmal ab, dann folgt
(6.15) dxd(f-g)=dgN=df +df Nxdg+g-dxdf + f-dxdg,
A(f-g) =2(grad f,grad g) +g- Af + f - Ag.
Ist @ =k(v) € Q'M, also da = *k(rot v), so ergibt sich
(6.16) dlaNp)=danp—aAdb,
div(v x w) = (rot v, w) — (v, rot w).

Die triviale Identitat
d(xd*) = (xd)(xd) + (d* d* — x d x d)
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verwandelt sich durch Transformation mit  in die edle Formel
(6.17) grad div v = rot rot v + Awv.

Den Sternoperator und damit den Laplaceoperator A = div grad hat man fiir orientierte
Riemannsche Mannigfaltigkeiten beliebiger Dimension. Die Metrik braucht auch nicht
definit zu sein, solange sie nur nicht entartet ist. Fiir die Minkowski-Metrik auf R* bleibt
die kanonische Volumenform ungeéndert die Standard-Determinante, aber der Gradient
andert sich, und

o*f 0%f 9%f O%*f

divy grady f = 02 + oy 022 Ot?

ist der Wellenoperator.

Man sieht, was alles im Komplex der alternierenden Differentialformen steckt. Die Ele-
ganz und Durchsichtigkeit des Kalkiils ist auch im Dreidimensionalen nicht durch Verlust
des klassischen Inhalts erkauft.

Gelegentlich hat man auch Anlaf} , die Vektoranalysis im Zweidimensionalen anzuwen-
den. Man gewinnt die notigen Aussagen aus dem fiir dreidimensionale Mannigfaltigkeiten
Vorgefiihrten folgendermaflen:

Sei N eine zweidimensionale orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit, eine Flache.
Dann triagt M := N x R als dreidimensionale Mannigfaltigkeit auch eine Riemannsche
Metrik, die Produktmetrik von N und R, denn es ist

T(th)M = T(p,t) (N X R) = TpN x Ty R.

Auch erweitern wir Funktionen f: N — R oder Vektorfelder auf N zu Funktionen und
Vektorfeldern auf N x R, die wir mit gleichem Buchstaben bezeichnen, durch

f(p,t) == f(p) wnd v(p,t) = (v(p),0).
Die Tangentialvektoren auf N x R sind dabei entsprechend obiger Produktzerlegung in
Komponenten aus T, N und T; R dargestellt.

So haben wir also kanonische Einbettungen
C*®(N) — C*(N x R), I'(N)—-T(N x R),

wenn wir mit I' wieder den jeweiligen Raum der Vektorfelder bezeichnen. Nun beachte
man, dal der Gradient von N x R bei diesen Konventionen sich zu einer Abbildung

C=2(N) e I'(N)

I [

C=(N x R) —3 T(N x R)
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einschrankt, und ganz analog durch Einschrankung entsprechender Operatoren auf N x R

erhalt man die Divergenz

div:T(N) — C*(N).

Die Rotation rot : I'(N x R) — I'(N x R) bildet den Unterraum I'(N) in den Raum
der Vektorfelder ab, deren N-Komponente verschwindet, die also nur eine allenfalls nicht
triviale R-Komponente haben. Einem Vektorfeld v € I'(N) entspricht ndmlich unter x
eine Pfaffsche Form pr*a, wenn pr: N x R — N die Projektion ist. Diese Form hat den
Korand pr*da = ¢ - prfwy = wpy 35(0,), mit M =N x R und ¢ € C>*(N).

Also rot(v) = (0,¢), wofiir man denn, wenn man von vornherein auf Flachen bleibt,
gleich rot(v) = ¢ schreibt. Somit liefert die Rotation durch Einschrénkung auf I'(N) hier
einen Operator

rot : I'(N) — C°°(N).

So wird der Leser miihelos aus dem Dreidimensionalen ins Zweidimensionale absteigen,
wie ja auch in physikalischen Anwendungen die betrachteten Flachen meist in den Raum
eingebettet sind.



