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Die Kapitel I - IV der Vorlesung enthielten Ausziige aus meinen Biichern
Analysis II und Analysis III, die man vollstdndig im Netz findet. Ich gebe
daher nur ein Skriptum von Kapitel V und Kapitel VI der Vorlesung fiir
Physiker.
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V. Kapitel

Globale Analysis

1. Alternierende Differentialformen auf G C R3

Transformiert man einen Integranden f : G — R durch Transformation des

Definitionsgebiets ¢ : U — G, so ist der Integrand durch

(1.1) fr=(fop)-det(Dyp)

zu ersetzen, ndmlich

/f = /(fw)'det(Dw),
G

U

falls det(Dy) > 0. Nun ist der Betrag | det(Dy)| algebraisch nicht gut zu
haben, und es ist im Folgenden wichtig, wie beim Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung im Eindimensionalen, die Orientierung mit zu beach-
ten und Groflen zu betrachten, die sich allgemein und fiir beliebiges ¢ nach
Formel (1.1) transformieren. Auch wollen wir in R? nachher nicht nur iiber
Gebiete G integrieren, sondern auch iiber Flichen und Kurven. Wir wollen
also auch Groflen erkléiren, die man etwa als eine Flussdichte interpretieren
kann, und deren Integral iiber eine Fliche jeweils sagt, wieviel pro Zeit-
einheit durch die Fliche in , positiver Richtung* flieit. Solche Gréflen sind
Differentialformen. Das wollen wir jetzt erkléren:

Sei G offen in R3. Wir haben auf G die drei Koordinaten z1, x5, x3 und ihre
Differentiale dx1, dxo, dzs. Wir bilden damit formale Linearkombinationen

(1.2) a = ai(z)dr; + az(x) dre + az(x) dzs

mit geniigend oft differenzierbaren Funktionen a; auf G. Ein solcher Aus-
druck heisst eine Pfaffsche Form.

Beispiel: Fiir f : G — Rist df = ), 0f /0xi(x) dx; eine Pfaffsche Form, das
Differential von f, aber nicht jede Pfaffsche Form ist ein Differential, wie
wir bald sehen. Wir schreiben formal a = (a1, ag,a3) als Zeilenvektor und
ds = Y(dx1, dwy, drs) als Spalte, dann ist a = a - ds.
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Jetzt bilden wir fiir Pfaffsche Formen
a = a-ds, 0 = d-ds

ein Dachprodukt aAJ, von dem wir fordern, dass es bilinear fiir die Funk-
tionenkoeffizienten und alternierend ist, also dx; A dv; = —dx; A dx;. Es
ergibt sich, eine leichte Rechnung: a A § = (agds — deag) dxa A dxs + (agdy —
dsay) dzs A dzy 4 (a1de — diag) dzy A dxy. Wir fassen auch diese Ausdriicke
dx; Ndx; zu einer Spalte und die Koeffizienten zu einer Zeile zusammen und
haben:

b :(bl,bQ,bg):aXd und
(13) dxo A dxg
dFf = | dxsNdx1 |, aNnd=0b-dF.
dx1 N dxo

So ein Ausdruck b - dF allgemein heisst eine alternierende Zweiform.
Schliefflich kénnen wir auch das Produkt a A § A p mit p = r| dxy + 1o dze +
rydrs = r - ds bilden, mit der Mafigabe, dass das Produkt linear in den
drei Faktoren (an jeder Stelle x € G) und alternierend sein soll, und dann
erhélt man unmittelbar aus der Definition der Determinante oder durch
Nachrechnen:

(1.4) aNdAp = det(a,d,r) - dx; Adxe A dzs.

Wir setzen dri A dxos A dxs =: dV und haben einen Ausdruck der Form
v = g(x) - dV, und sowas heisst eine alternierende 3-Form auf G. Die
Dachprodukte der dz; bleiben dabei vorerst formale Buchstabenfolgen, die
wir erst nach und nach interpretieren, aber jedenfalls ist in Rechnungen stets
dr; Ndxj = —dz; Ndx; zu setzen. Ubrigens, wenn 3 = b-dF und p = r-ds, so
BAp = (b,r)dV, was jafiir § = aAp= (axd)dF mit (axd, p) = det(a,d, p)
zusammenstimmt. Wir haben also folgende Differentialformen

(1.5)
Grad Name
0 f:G—-R Funktion
1 a=a-ds=ai;dry+ asdrs + azdrs PfaffscheForm
2 B =b-dF = by dry Adxs + by dx3 N\ dri + by dri Adry Zweiform
3 v=g-dV = g(x)dx; Ndxy A dzs Dreiform

Und wir haben fiir solche Formen das Dachprodukt ¢ A1) vom Grad i+ 5 falls
i = Grad(yp), j = Grad(¢)). In der Dimension 2, also fiir G C R?, entfallen
schon die 3-Formen, weil ja in dz; Adx; Adxy, ein Index doppelt auftritt, und
dann ergibt sich 0 wegen dx; A dr; = —dx; A dx;. In der Dimension 1 gibt
es nur noch Pfaffsche Formen, ndmlich a(t) dt, wenn die einzige Koordinate
t heisst.
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Es bezeichne (¥ = /(G) den Vektorraum der alternierenden j-Formen, d.h.
Differentialformen vom Grad j nach Tabelle (1.5). Dabei sei G C R? oder
R? oder R offen. Man hat dann die

(1.6) Aussere Ableitung d: QY (G) — PTHE).

Sie wird gebildet, indem man die Koeffizientenfunktionen f,a;,b;, g in (1.5)
jeweils durch

Z@aj/&nk cdxp N ...
k

also ihr Differential ersetzt, und das entstehende Dachprodukt dann wie
gehabt ausrechnet.

Hinreichende Differenzierbarkeit der Funktionen wollen wir immer voraus-
setzen. Explizit: So entsteht aus der obigen Pfaffschen Form a = a - ds die
2-Form

da = > g%i dxy A dxj, und aus 8
(1.7) Ko _
dg = (%ﬁ)dwl/\dxg/\dxgzdlvbd‘/
Ordnet man in do wieder durch dx; A dxj = —dx; A dz; nach Komponenten

von dF', so findet man

8&3/81‘2 — 8a2/8x3 dzo N dxsg
doo = | 0a1/0x3 —0az/O0x1 | - | drs ANdxy | =: rot(a)-dF
Gag/&vl — 8@1/8302 dxy N dxo

Die Ableitung einer Funktion (0-Form) f ist df = ), 0f/0x}, dxy, das Dif-
ferential, und die Ableitung einer 3-Form ist 0.

(1.8) Lemma. dod=0.

Beweis. Beim Ableiten liefert ein Koeffizient b(x) einer Form zunéchst den
Faktor

>.;0b/O0xjdz; A ... und leitet man nochmal ab, so erhdlt man daraus
Zj’k %dmk Adz; A . ... Weil aber 9%b/0z;0z), = 0%b/0x10x; und dxy A
dx; = —dz; N dxy, ist das Ergebnis 0. U

Bezeichnen wir noch mit R die konstanten Funktionen in Q°, und mit I den
Raum der Vektorfelder jeweils auf GG, so haben wir

0— R 04 ot 4 2 4 g3,
(1.9) | | 1= 1= =

0— Re o84 prxt pdv oo,
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Mit den Isomorphismen: a + ta-ds, b+ tb-dF, g+ g-dV. Also sagt (1.8):
(1.10) rotograd = 0, divorot = 0.

Man kann nicht allgemein zuriickschlieflen: Aus dy = 0 folgt nicht allgemein
p = di fiir eine Form . Ist df = 0, so muss f nur konstant sein, wenn das
Gebiet zusammenhiingt. In (R? — 0) x R = 0 hat man den Winkel ¢ der
Zylinderkoordinaten. Er ist keine wohldefinierte Funktion, nur bis auf eine
additive Konstante 27n, aber die Pfaffsche Form dp = « ist wohldefiniert
mit da = 0. Sie ist ungleich df fiir Funktionen f, wie wir auch am Integral
noch sehen werden. Ist aber das Gebiet sternférmig, so ist der Schluss
dy = 0 = ¢ = dv richtig. G heisst sternférmig mit Zentrum z € G wenn
fiir jedes u € G die Strecke {tz + (1 —t)u | 0 <t <1} ganz in G liegt.

Ist G C R" sternférmig mit oBdA Zentrum 0 und f : G — R eine C?-
Funktion mit f(0) =0, so ist

1 n 1

flz) = /d/dtf (tx)d Z:cj/(?jf(ta;)dt
Jj=1 0

0
Auch ist 9;0; f = 0;0;f. Daraus entnehmen wir den Hinweis fiir:
(1.11) Lemma. Sei o = Y 0, vj(z)dx; und Ov; = Ojv; fir alle 4,5 (d.h.
dao=0). Dann ist o = df fiir die Funktion
1
Z:Uj /vj (tx) dt.
0

Beweis.
1

8f/81:k—z:c] f@kv] (tx) tdt+/vk

o
(*)
t- Y Ojug(tx)x; dt + (%) wegen djv, = Oxv;
j

t%vk(tx) dt + (x) = (wegen %(tvk) = t%vk + vg)

1
o O  O—

%(tvk(tx))dt - Oflvk(tx)dt +(*)

. (%)
= [tvk(tx)]o = v(x).

Zusammen haben wir demnach:
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(1.12) Satz. Sei G offen und sternformig in R™ und o = 3 v;dz; eine
Pfaffsche Form auf G. Dann ist a = df fiir eine C?-Funktion f : G — R
genau dann wenn da = 0. Anders gesagt: Ein Vektorfeld a erfillt a = grad f,
genau wenn

rota := (0;a; — 0ja; | i,j=1,...,n) =0. O

Wir haben eine dhnliche Aussage fiir die zweite Stelle im Diagramm (1.6)
némlich:

(1.13) Satz. Sei G C R? offen und sternformig oBdA mit Zentrum 0 und
w ein Vektorfeld auf G mit div(w) = 0. Dann ist w = rot(v), mit

1
v(z) = (/tw(ta:) dt) x .
0

Beweis: nachrechnen, Aufgabe. O
2. Transformation und Integration
Differentialformen kann man in jeder Dimension analog bilden. Ist G C R?

offen, Koordinaten (z1,z2), so hat man die alternierenden Differentialfor-
men:

Grad

0 f:G—-R Funktion

1 aq(z) dry + az(x) dee  PfaffscheForm
2 g(x) dzq A dxo Flachenform

Auf einer offenen Menge G C R bleiben nur Funktionen und die Pfaffschen
Formen a(x)dz und auf R® nur konstante Funktionen. Bei uns sei stets die
Dimension m < 3.

Fiir eine (hinreichend differenzierbare) Abbildung ¢ : U — G hat man die
induzierte Transformation ¢* der Differentialformen, in Koordinaten x;
von G und u; von U gegeben durch

8@-
8uj

(2.1) o QNG) — QFU), f— foo, d:ciHZ du;.
J

Dabei ist dz;/0u; := 0(z;(p(u))/Ou; = Op;/Ou;. Man hat also alle Funk-
tionen f,a;,... durch f o p,a; o ¢,... zu ersetzen und jedes dx; durch
> 0x;/Ouj duj, und wieder alles multilinear und alternierend auszurech-
nen. Die Transformation kann man auch so zusammenfassen:

dxq duy di
(2.2) = [ 8x2/8uj ] . , imG =m

dimU = k.
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Man sieht mit der Kettenregel: Hat man noch eine Transformation ¢ : V —

U, Koordinaten t(vq,... ,v¢) von V, so ergibt sich:
dﬂ:‘l du1 dUl
Z [ Ox;/Ou; | : fa [ Ox;/Ouj |- [ Ouj/Ovs |
dTm duy, dvy

Das Matrizenprodukt ist D(p o 1) nach der Kettenregel, also

(2.3) (porh)" = "oy

Beachte: ¢* : Q"G — Q*U ist kontravariant, geht also andersherum wie die
Abbildung von Tangentialvektoren Ty : T,U — Ty, G.

Zwei Beispiele wollen wir explizit angeben:

Seien U, G offen in R und ¢ : U — G, u +— x(u) gegeben mit Jacobi-
matrix Dy = (aij (u)) Dann transformiert man die 3-Form ¢ - dV mit ¢*,
indem man g(z) durch g(z(u)) ersetzt, und jedes dz; durch > ij-duy, und
dann alles bilinear alternierend ausrechnet. Man hat also das Dachprodukt
(22 argdug) A (32 azjdug) A (32 asjduj) zu bestimmen, und das haben wir
schon gemacht (1.4), wegen (a;j) = Dy ergibt sich

(2.4) ©*(g-dxy Ndxg Ndxs) = (gop)-det(Dy) - dui A dug A dus.

Das sagt, dass sich 3-Formen hier wie Integranden transformieren, solange
det Dy > 0. Eine kiirzere Rechnung lehrt das selbe in kleineren (und allen)

Dimensionen. Fiir uns wichtig ist noch der Fall ¢ : R? D U — R3, [ Zl ] —
2

x1(u1,ug)
x2(u1, ug)
x3(u1, us)

(2.5)
pr(b-dF) =

(b1 (@) 5252 | + ba(w(w)| S| + b (ww)| 543 ) dur A dus,

mit

O(xi,xj) 8x1/8u1 8331/8’(@ o
A(uru2) < dj /0wy Dx; /D und |...| = det(...).

Dieser Fall interessiert uns aus folgendem Grund: Sei § = b - dF eine 2-
Form auf G C R? und U offen in R? und ¢ : U — G gegeben. Dann ist
©*3 eine 2-Form auf U, also von der Gestalt ¢*3 = g(u) - du; A dug. Sie
héngt natiirlich nur von | ¢(U) ab. Ist nun ¢ integrabel, so kénnen wir
f(p(U) B = [;¢*6 = [;9(u)du; duy bilden (definieren).



KAPITEL V. GLOBALE ANALYSIS Seite 8
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Héngt das von der Parametrisierung ¢ des Fléchenstiicks ¢(U) C G ab? In

folgendem Sinne nicht: Wihlen wir eine Umparametrisierung ¢ : V' =uU
mit positiver Jacobideterminante, so ist wie gesagt: (po)* = ¢¥*(p*3) =
U*(g(u)duy A dug) = g(u(v)) det(Dep) dvy A dva, und es ist:

(2.6) /g(u) duy dug = /g(u(v)) - det(Dv) - dvy dvy.

U |4

Etwas pauschal gesagt: Eine 2-Form auf G ist eine Grofle, die man iiber
,Flichenstiicke mit Parametrisierung® ¢ : R? D U — @ integrieren kann
(eine Fluss-Dichte), und dies Integral &ndert sich bei Umparametrisierung
nicht, falls der Parameterwechsel positive Jacobi-Determinante hat. Bei
Andern der Orientierung wird ein Vorzeichen (—1) aufgenommen! (gerich-
tete Flussdichte).

Wir denken bei solchen ,,parametrisierten Fachenstiicken* natiirlich an Kar-
ten einer 2-dimensionalen Mannigfaltigkeit M C R3, einer Fliche in R3. Es
sei M kompakt und orientiert. Letzteres heisst: Wir haben einen Atlas 2
von M, dessen siamtliche Kartenwechsel positive Jacobideterminante haben,
ausgezeichnet. Von einer inversen Karte (lokalen Parametrisierung, Koordi-
natensystem) ¢ : U — M, die vielleicht nicht zu 2 gehort, kénnen wir dann
sagen:

 ist positiv oder orientierungserhaltend, wenn die Kartenwechsel von
© mit allen Karten aus 2 stets positive Jacobideterminante haben.
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Sei nun [ eine 2-Form auf M, also etwa § = b(x) - dF, wobei das Feld b
auf einer Umgebung von M definiert ist. Der Tréger Tr(3) von [ ist der
Abschluss der Menge {z € M | b(x) # 0}. Wir wollen (3 iber M integrieren,

" / g = / b(x) dF
M M

erklaren. Ganz leicht: Liegt Tr(3) im Gebiet ¢(U) einer Karte ¢ wie oben,

50 sei /ﬁ ) / b(z) dF ::/¢*(b(x)dF).
M

e(U) U

Im Allgemeinen kann man ( als Summe von solchen Formen schreiben, die
ihren Triger in einem Kartengebiet haben, und fiir § = Zj Bj setze dann
f ubB = Zj i) s Bj- Diesen letzten Schritt wollen wir noch etwas genauer
betrachten.

Definition. Eine Zerlegung (Partition) der Eins auf M ist ein n-Tupel
von Funktionen A; : M — [0,1] mit > ;A; = 1. Sie heisst einer offenen
Uberdeckung (U}, | k € K) von M untergeordnet, wenn fiir alle j ein k(5)
existiert, mit Tr(\;) C Uy(j).

Durch so eine Zerlegung erhilt man die Zerlegung 5 =) ;Aj - B der Form,
die man integrieren will, wobei die U Kartengebiete sind, und hat man
eine andere Zerlegung {y;} der Eins, so kann man die Zerlegung {\; - p1;}
betrachten, und sieht, dass hier das Integral von jedem Summanden \;u;3
nicht davon abhéngt, ob man mit der Karte von A;3 oder der von u;3
integriert, nach (2.6).

(2.7) Satz. Uberdeckt man M mit (endlich vielen) Kartengebieten Uy, so
gibt es dazu eine untergeordnete Partition der Fins von C°°-Funktionen.

Beweis. Man hat auf R die C°°-Funktion v(t) = exp(—t~1!) fiir t > 0,7(t) =
0 sonst:

also y(t)-y(e—t) ist eine ,,Glockenfunktion® um ¢/2 auf R und v(¢1) ... v(tn)
entsprechend auf R™.
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Damit findet man um jeden Punkt p € M ein Kartengebiet U, und eine
Funktion 6, mit Tréger in Uy, und 6,,(p) > 0, 6, > 0. Endlich viele der Mengen
Vp = {x | 0p(x) > 0} tiberdecken M. Seien dy,... ,d; die zugehorigen 6,’s
und § = 01 + ... + 0. Dann bilden die Funktionen \; = §;/9 die gesuchte
Zerlegung der Eins. O

Das ist eine geschickte technische Errungenschaft: Statt etwa M in kleine
Stiicke zu zerschneiden, zerlegt man auf glatte Weise die Form (in ) | y Aj-B,
und die Summanden sind ebenso glatt wie .

(2.8) Satz. Fiir beliebige Differentialformen ¢,n mit Grad ( =1 gilt:

(1) d(¢Am) = (d€) An+(=1)'C Adn.

(ii) @*(CAm) = @*(O) Ag™(n).

(iii) de* = *d.

Beweis: (i) und (ii) rechnet man fiir Formen f - dz1 A ... A dzj nach, dann

muss man (iii) nur fiir Funktionen und dz; als Formen nachpriifen, Aufgabe.
O

3. Der allgemeine Satz von Stokes

Bisher haben wir Untermannigfaltigkeiten M™ C R™** betrachtet, die also
Karten (U,M NU) - (U',R"NU’) fiir einen Atlas haben, und damit lokale

Koordinaten h | M NU : M NU — R*N U’ mit Umkehrung ¢ : R*NU" —
M NU, die in M eine Umgebung M NU parametrisieren.

Rn—k

— _.o_.._._..__.ﬂ"

U’

\/

M sieht dann iiberall lokal in geeigneten Koordinaten aus wie R™. Jetzt
wollen wir auch zulassen, dass M einen Rand OM hat. Sei R” = {z € R" |
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x1 < 0}. Eine berandete Mannigfaltigkeit M hat einen Atlas mit inversen
Karten U' NR™ — U N M, wobei U’ offen in R™ ist. Der Rand OM besteht

)
aus den Punkten, die dabei in p(R"~! N U’) liegen, mit R" ! := {z € R" |
x1 = 0}. (Im Fall n = 1 muss man auch Karten U'NR; — UNM zulassen).

Beispiel. Die Vollkugel D" = {z € R" | |x| < 1} mit 9D" = S"~L.

Sonst bleibt fiir Differentialformen und Integrale alles wie bisher, und wir
betrachten nur M C R3. Der Rand OM erhilt durch Einschrinkung der
inversen Karten (Koordinaten) auf R"~! C R™ einen Atlas fiir die Struktur
einer (n — 1)-dimensionalen Mannigfaltigkeit ohne Rand: 9(0M) = ¢.

Wir setzen nach wie vor voraus, dass M orientiert ist, d.h. wir haben einen
Atlas von M ausgewihlt, dessen Kartenwechsel alle positive Jacobidetermi-
nante haben.

(3.1) Lemma. Auch OM ist durch den gewdhlten Atlas orientiert.

Beweis. Die Kartenwechsel vom 0M entstehen durch Einschriankung der
Kartenwechsel von M auf R"~!, also durch Einschriankung von lokalen Dif-
feomorphismen mit positiver Jacobideterminante

g+ (RL,p) — (RZ,q)

auf den Rand OR™ = R"!. Aber ¢ bildet OR™ nach OR" ab, also
91(0,x9,... ,x,) = 0, und daher hat g die Jakobische
891/83)1 ’ 0...0

Dg = DGR ) in Punkten von OR" = R"!

Dabei ist g | R"~! ein Kartenwechsel der gewihlten Atlanten von M. Aber
dg1/011 = }llir% %’””z"), und wihlen wir h < 0 also # € R™, so ist auch

g1 < 0, also dg1/dz1 > 0, also det(Dg | R*1) > 0. O

Die gewihlte Orientierung heisst die Orientierung durch die &uflere Nor-
male. Ist z.B. dim M = 3, M C R3, so ist M orientiert dadurch, dass wir alle
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Karten mit positiver Jacobideterminante wéhlen und damit natiirlich auch
die Kartenwechsel. Sowas wie das Mobiusband kann in M nicht auftreten.

Sei jetzt M kompakt, berandet, orientiert, und M C R3, also m = dim M <
3.

(3.2) Allgemeiner Satz von Stokes. Sei (3 eine alternierende Differen-
tialform vom Grad m — 1 auf (einer Umgebung von) M. Dann ist

o

Beachte die Schénheit der Formel: d ist eine analytische, O eine geometrische
Bildung.

Beweis. Vorbemerkung: Man hat Diffeomorphismen (a, b) =R fiira < b,
und (a, 0] = (—o0, 0] fir a < 0, die man mit Hilfe von tan : (—m/2,7/2) =R
leicht hinschreibt. Damit hat man orientierungserhaltende Diffeomorphis-
men eines offenen Wiirfels W C R™ mit R™, und fiir einen offenen Wiirfel
W' c R™! von (a,0] x W' mit R™. Daraus ergibt sich, dass man fiir M
einen Atlas von inversen Karten ¢ : R™ — M oder ¢ : R” — M hat. Sol-
chen wihlen wir, wihlen eine Partition der Eins (X; | j = 1,...,¥) so dass
jedes \; den Tréger im Bild einer Karte hat und zerlegen § = ) y Aj - B,
dg = Zj d)\;3 und miissen den Satz nur fiir die A\;3 zeigen, also oBdA
hat 8 Tréger im Bild einer der obigen Karten. Wir betrachten 3 in diesen
lokalen Koordinaten mit (2.8, iii). Dann ist f Summe von Formen der Ge-
stalt b(x) dxa A ... Adzy, oder b(z) drq /\.../\cza?i/\.../\dxm,i =2,...,m,
Tarnkappe: das Glied dx; fehlt.

Im rechten Fall ist d3 = +0b/0x; dx1 A ... A dxy, und das iterierte Integral
verschwindet, weil das Integral iiber z; liefert [b]7'=° = 0. Auch [yrm =0

T;=—00
weil dz; auf R™~1 auf Y is1 0x1/0x; dx; = 0 geht, und falls wir in Koordi-

naten R™ sind, ist sowieso OR,, = ¢.
Im linken Fall sieht es ebenso aus in Koordinaten R™, aber me dpg =

fRT 0b/0x1dxy . ..dx,, = (iiber z; integrieren!) me,l b(0, 29, ... ,xm) =
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fa]Rm B. Man muss noch, falls dim M = 1, auch Karten Ry — M zulas-
sen, mit [oe f = —f(0). O

Anwendung (i): Sei M eine kompakte Fliche in R® ohne Rand und a =
a - ds eine Pfaffsche Form auf R, wie immer M orientiert. Dann ist

/da:/rot(a)-dF: /a:/a:
M M oM p

Anwendung 2. Sei dim M = 2 und M C R? mit einer Parametrisierung
t—t(z(t),y(t),0<t <1

von OM. Betrachte die Pfaffsche Form o = zdy auf R?. Dann ist

jw(t)-g)(t)dt = /a = /da = /dx/\dy = vol(M)
0 oM M M

wobei vol(M) in diesem Fall den Flidcheninhalt von M bezeichnet.

oM

1

Mit der Form y dz erhilt man ebenso vol(M) = — [ y(¢) #(t) dt und symme-
0

trischer aus beidem

1
) = [
vol( = | (z )
5 y—y
0

4. Der Divergenz- und Rotationssatz

Wenn man eine Metrik auf einer Mannigfaltigkeit M hat, und das heisst fiir
uns, wenn man die auf M C R? von R? induzierte Metrik auf M benutzt,
kann man auch Funktionen f : M — R auf wohldefinierte Weise integrieren.
Fiir dim M = m hat man némlich auf M eine durch die euklidische Metrik
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von R3 bestimmte m-Form wjy, die nirgends verschwindet, die kanonische
Volumenform, und setzt darin

(4.1) Al ;o= JZ f o

Die Form w); ist so definiert:

0/’?\)/\\
IRy

- e

Ist ¢ : R™ D U’ — U C M ein orientiertes lokales Koordinatensystem und
Dep(p) : R™ — T,M C R? orthonormal, so ist an der Stelle p (nicht auf ganz
U'):

(4.2) rwy = dup Ao A dugy,

fiir die Koordinaten (u1, ... ,u;) von U’. Weil orthogonale Abbildungen mit
positiver Determinante die Determinante 1 haben, ist damit ¢*w); wohlbe-
stimmt, und damit auch wp;. Wir wollen jetzt wjs explizit angeben:

m = 1: Eine lokale Parametrisierung von M hat die Gestalt ¢ : t — z(t)
und es ist

(4.3) Crwyr = |2(t)] - dt

Beachte, dass dies sich in der Tat wie eine Pfaffsche Form transformiert bei
Koordinatenwechsel, und fiir || = 1 steht nur dt¢ da.

m = 3: Hier ist einfach
(4.4) wy =dzi Ndzo N dzs,

und bei Koordinatenwechsel ¢ : !(uy,ug, u3) — (71,22, z3) folglich
prwpy = det Dy - dug A dus A dus.

Der fiir uns interessante Fall ist der orientierter Flichen M C R3,m = 2:
Sei ¢ @ (u1,u2) — w(ui,uz) € M C R3 ein lokales Koordinatensystem auf
M wie oben. Dann ist

(4.5) ©'wy = |0x/0uy x Ox/ug| - dui A dus.
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In der Tat, ist Dy bei p orthonormal, also sind dz/0u, 0z /0uy orthogonale
FEinheitsvektoren, so sagt die Definition ¢*wys = dui A dus. Wir haben nur
nachzurechnen, dass die rechte Seite von (4.5) sich unter Koordinatenwechsel
(v1,v2) — (ul(vl, v2), uz(v1, vg)) wie eine 2-Form transformiert, und das ist
leicht: Es ist

Ox/dvy = Ouy/0vy - Ox/Ouy + Oug /vy - Oz /Ous,
0x/0vy = Ouy/dve - 0x/0us + Qug /vy - Ox /Duy,

x — Multiplizieren: |0z /0v; x Ox/0vs| =
(Ou1/0Ovy - Qug/Ova — Qua /vy - Quy /Ova) - |0z /Ouy X Dz /Ous]

und der Faktor (...) ist gerade die Determinante, womit die 2-Form von
duq Adug nach dvi Advg zu transformieren ist. Das muss ja auch so sein, weil
in beiden Féllen bilinear und alternierend zu rechnen ist. Beachte, dass die
Determinanten wegen unserer Voraussetzung an Orienterung stets positiv
sind.

Die Ableitung von ¢ also lineare Approximation De(u) = (0x;/0u;(u))
bildet die beiden Standard-Einheitsvektoren ej,es € R? auf die Tangen-
tialvektoren 0z/0ui,0x/0us von M an der Stelle z(u) = ¢(u) ab, und
damit das Einheitsquadrat mit den Ecken 0, e1, e2, e1 + e9 auf das Parallelo-
gramm mit den Ecken 0,0z /0u;, dx/0us, 0x/0us + Ox/Ous im Tangential-
raum T,y M. Die Grofe dieses Parallelogramms ist [0x/0u1 x Ox/Qusg| und
mit dieser Grofle gewichtet die Volumenform ¢*w,, von M in Koordinaten
p jeweils duy A due an der Stelle u; in einem Wort also: mit dem Flichen-
Ausdehnungsfaktor von Dp(u).

Die Volumenformen haben wir nur auf M selbst angegeben, nicht in einer
Umgebung. Das wire mit einer Zerlegung der Eins auch leicht zu machen,
aber sie interessieren wirklich nur auf M. Ist nun dim M = 2, M C R? und
nach wie vor M orientiert, so hat M an jeder Stelle einen nach aussen
weisenden Normalvektor der Liange 1, bestimmt dadurch, dass fiir jedes
lokale Koordinatensystem wie oben gilt: n(g) ist orthogonal zu T, M, |n(q)| =
1, und (0z/0uy, 0x/Jug,n) ist eine positiv orientierte Basis. Dies n ist auch
in Formeln explizit anzugeben, ndmlich fiir z(p) = ¢:

(4.6) n(q) = |0x/0uy x dx/dus|™t - dx/Ouy x Oz /Ousy.

Eine 3-dim Mannigfaltigkeit M C R3 ist orientierbar durch die Bestim-
mung: Man hat Koordinaten R? > U’ — U ¢ M C R3 so zu wihlen, dass

det Dy > 0 iiberall. Eine 1—dim zusanfmenhéingende Mannigfaltigkeit ist
eine Kurve und wird durch den Durchlaufungssinn orientiert. Bei 2 —dim
Mannigfaltigkeiten gibt es ein Problem, wie das Mobiusband zeigt, aber ist
M dreidimensional so ist 9M stets eindeutig dadurch orientierbar, dass Ko-
ordinaten R? > U’ ? U C M C R? mit positiver Determinante gewiihlt
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werden. Das legt auch das Vorzeichen der Determinante von Kartenwechseln
auf R? C R? fest, wie in §3 erklart.

Damit haben wir alles beisammen fiir:

(4.7) Divergenzsatz von Gaufl . Sei M eine kompakte berandete 3-dimensionale
Mannigfaltigkeit in R und b ein Vektorfeld auf M. Dann ist

/div(b) -dry dre drs = /(b, n) wons-
M oM
Beweis. Auf der linken Seite steht das Integral der Form div(b) dz1 A dza A

dxs = d(b-dF) iiber M. Nach dem allgemeinen Satz von Stokes muss rechts
stehen:

bi(z) dxo A dx3
/ b-dF, b = bQ(CL‘) , dF = drg A dxq
oM bz () dry A dxo

Notiz. Fiir eine orientierte Fliche N C R3, hier N = OM, ist b - dF =
<b, n> cWN-
In der Tat: Fiir lokale Koordinaten (u1,us) — x(uy, us) € R? von N ist

©

@*(b,nﬂuN
= (b,0x/0u; X 0x/0uz) - duy A dug

bl 6$1/8U1 8.7}2/(911,2
= det | by Oxa/0uy Oxa/dus < duq N dus
b3 8.%3/81“ 6$3/8U2

O(x2,x3)

o (bl ' )3(u1,u2) ey

o(x1,x
+ b?‘a(uh'll&) o)

+ b ‘a(ul,ug)

) - duy A dus

= ¢*b-dF.
O

(4.8) Rotationssatz von Stokes. Sei N C R? eine kompakte berandete
orientierte Fliche und a ein Vektorfeld auf (lokal um) N. Sein das dussere
Einheitsnormalenfeld auf N. Dann ist

J(rot(a),mywy = [ (a,t) wan
N N

t = positiver Finheits-tangentialvektor
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Beweis. Wir starten mit der Pfaffschen Form aidzi + asdxs + asdrs = «.
Dann ist da = rot(a) - dF und wir haben eben ausgerechnet, dass die linke
Seite gleich [y rota-dF = [, da ist. Dies ist nach der allgemeinen Stokes-
Formel gleich |, an @ und das ist in der Tat, was rechts steht: Fiir eine positiv

orientierte Parametrisierung ¢ — z(t) von ON ist nédmlich (a,t) = (a, ) - ﬁ

und wy = |&]dt, also (a, Ywon = (a1@1 + asds + azds) dt, und das Integral
dariiber ist nach Definition das Integral [, . O

Anwendung. Der Ortsvektor x hat dive = 3, und die Einheitskugel hat
am Rand n = z, also

volp(§?) = / (2, 2) W = / (T 0y wer = / dive = 3voly(DP).

52 S2 D3

Fiir ein Vektorfeld b und eine Funktion f in R? ist
div(f-b) = (grad f,b) + f - div(d)
nach Produktregel. Setze b = grad g, so folgt
div(f - gradg) = (grad f,gradg) + f - Ag,

Ag = divgrad g = §%g/023 + 9%g/0z3 + 99/ 03 Laplace-Operator. Ver-
tauscht man hier f und g und subtrahiert beide Formeln, so folgt:

div(fgradg —ggrad f) = f - Ag+g- Af.
(4.9) Greensche Formel.

/(f-Ag—g-Af) = /<f-gmdg—g'gmdf,n>waM-

M oM

O

Ist z.B. g eine Testfunktion, die auf M samt Ableitung verschwindet, so
verschwindet die rechte Seite und es ergibt sich

/ fAg = / Af-g, dh (f,Ag)s = (Af.g)a,
M M

und das sagt, dass A auf einem geeigneten Funktionenraum ein selbstadjun-
gierter Operator ist. ...
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5. Formelsammlung

d:Cl
Pfaffsche Form in R3 : a = (a1,a0,a3), ds= | dva |, a = a-ds.
L dafg
dxro N dxg i
Zweiform: b= (by,ba,bs3), dFF = | desAdxy |, f = b-dF.
dx1 Ndxg |

Dreiform: dV =dxy Adxo Adxs, v=g-dV.
Es sind dabei a;, b, 9 : G — R Funktionen.

Dachprodukte:

(a-ds)N(d-ds) = (axd)-dF
(a-ds) N(b-dF) = (a,b)-dV
(a-ds) A (d-ds)A(r-ds) = det(a,d,r)-dV.

Fiir beliebige Differentialformen ¢, 7 ist mit Grad({) = i ist
d(CAn) = d¢An + (=1)'¢CAdn.

Aussere Ableitung: Fiir eine Funktion f ist df = tgrad(f) - ds,

d(a-ds) =rot(a) - dF, d(b-dF) = div(b) - dV.

Transformation: Fiir ¢ : (uq,... ,up) — (z1(u), ..., zx(uw)) ist ¢* f(u) =
feo(u) und p*dx; = 3, 0p;/Ou; - duj. Insbesondere:

Fiir m = k ist ¢* (g(z)dz1 A ... A dzy) = det (Do(u)) - duy A . .. dug,.
Firm =2, k=3 ist

©*(b-dF) = det(b,dp/0uy, dp/Ousz) dui A dus.
Es ist o*dn = dyp*n fiir beliebige Differentialformen 7.

Komplex der Differentialformen: I'(g) Raum der Fektorfelder auf G.

0— RS @)L ole) L 2@ -L G — 0

| I | (1) [Ke) | 3

0— R— COO(G)—(; F(G)—t> F(G)T C*®(G)— 0
gra ro iv

Die Isomorphismen von unten nach oben sind gegeben durch

(1) ‘ar— a-ds, (2) b+ b-dF, (3) g—g-dV.
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Exaktheit: Es ist d od = 0, und ist G sternférmig und dp = 0 fiir ei-
ne k-Form ¢, so gibt es eine (k—1)-Form ¢ mit dyp = ¢. Es ist ¢ ein
(Vektor-)Potential von ¢.

Allgemeiner Satz von Stokes: Sei M kompakt, berandet, orientiert,
dim M = m, und « eine (m—1)-Form auf M. Dann ist

[aa = [a

M oM

Satz von Gauf : Sei M kompakt, berandet in R? und dim M = 3. Sei b
ein Vektorfeld auf M. Dann ist

/ div(b) = / (b,n).
M oM

In lokalen Koordinaten u = (u1,u2) — x € OM ist:

Kanonische Volumenform wgyy; = |0z/0u; x 0x/dus| - dui A dus,
n = |0x/0uy x 0z/Ouz|™ - dx/Ouy x Oz /dus.

Rotationssatz von Stokes: Sei M kompakt, berandet, orientiert in R3
und dim M = 2. Sei a ein Vektorfeld auf M. Dann:

[tot@.n) = [,

M oM

t positiver Einheitstangentialvektor auf OM. In einer lokalen Parametrisie-
rung ¢ — x(t) € OM ist hier:

wor = |&|dt und t = |&|7t - .

Greensche Formel: Sei M kompakt berandet in R? und die Funktion f
oder g habe kompakten Tréger. Dann gilt:

/(f-Agg-Af> - /<(f-grad<g)g-grad<f>),n>

M oM

Af =div grad(f) = Y, 0*f /0x? Laplace-Operator.

Satz von Stokes in der Ebene: Berandet die einfach geschlossene Kurve
t — z(t) € R? die Fliche F, so:

1 1
Flache von F' = volo(F) = [ x1(t)z2(t)dt = — [ xo(t)z1(t) dt.
[ [
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VI. Kapitel

Und noch viel mehr

1. Variationsrechnung

Sei G C R" ein beschrinktes Gebiet. Wir betrachten Funktionen v : G — R
mit gegebenen Randwerten u|0G und vielleicht auch gegebenen Ableitungen
du|0G auf dem Rand, je nach Problemlage. Die Gesamtheit der so zugelas-
senen Funktionen bilden einen Raum X von Funktionen. Wir denken als
Beispiel an: u ist die Auslenkung einer Membran iiber G, die am Rand
OG eingespannt ist, oder G = [a,b] und u eine Koordinate einer Kurve
[a,b] — R™ die vorgegebene Punkte u(a), u(b) verbindet.

Gegeben sei eine Funktion L von den Werten u(zx) und den Werten der
Ableitungen u; = du/0z;, ;i = 0°u/dx;0z). Meist kommen keine hoheren
Ableitungen vor, obwohl das unwesentlich ist, also

(11) L = L(u,ui,ujk), i,j,k: 1,... , .

Zu diesen Daten bilden wir das Integral

(1.2) L(u) = /L(u(x), Ou/0xi(x), 0*u/dx;0xy(x)) dx1 ... dxy.
G

Wir stellen uns vor, dass £ z.B. eine Energie beschreibt, die der jeweiligen
Funktion zugeordnet ist.

Man kann das so ansehen: Auf dem Funktionenraum X, von dem oben die
Rede war, liefert L durch (1.2) die Funktion

L:X — R, ur— L(u).

Das w sehen wir dann als eine Variable im Raum X an. Nun wollen wir
etwa u so bestimmen, dass £(u) minimal wird unter allen v € X. Um diese
Aufgabe zu 16sen, sollten wir £ an der Stelle u ableiten und die Ableitung
0 setzen. Das kann man ganz plausibel machen.

Wir betrachten kleine Storungen von u durch Testfunktionen o, das sind
endliche Summen von C°°-Funktionen auf G, die jeweils ihren Tréger in
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einen kompakten Wiirfel W C G haben. (Mit einer Partition der Eins sieht
man leicht, dass dies genau die C°°-Funktionen mit kompaktem Triger in G
sind). Wir bilden damit die Kurve s — u+s-0 in X durch v in Richtung
o, und betrachten £ : X — R auf dieser Kurve, explizit:

02

(1.3) L(u+s-o0) = /L(u—i—sa, ;(u—i—s-a) (u+ so)).

i " O0zj0xy
G

Wenn nun u die Funktion £ auf X minimiert oder in verniinftigem Sinne
lokal um v minimiert, so ist jedenfalls

(1.4) d/ds | L(u+s-0) = 0 fir jede Testfunktion o.
s=0

Diese Bedingung (1.4) driickt man aus durch

(1.5) 0L(u) = § | L(u,ui,ujp) = 0
/

und mit (1.5) ist einfach (1.4) gemeint. Man kann aber in der Tat 0L als
Ableitung von L interpretieren, namlich

0L(u) : 0"—>£ | Lu+s-0)€R,
dS s=0

wobei ¢ die Richtung angibt, in der £ abgeleitet wird, oder den Vektor, auf
den 0L (u) wirkt.

Wie dem auch sei, wir konnen uns an die ganz explizite Formel (1.4) halten,
explizit nach (1.3):

% 10 /L(u—i—s-a, 9/0zi(u+ s+ 0), 0*/0x;0x)(u+ so)) = 0

Ziehe d/ds | unters Integral und vorbei an den Ableitungen d/8z;, 0*/9x;0xy,
s=0

also z.B. £|(9/0zi(u+s-0)) = 0/0x;(%£|(u+s-0) = 0/0x;0, dann steht
da: " "
(1.6)
0 = / (OL/Ou-0+> OL/Ou; - 0/0xio + Y OL/Outd*c/0x;0xy).
& i j.k

Die partiellen Ableitungen von L sind dabei immer an der Stelle (u, u;, u;i)
zu nehmen. Die Bedingung (1.6) muss fiir alle Testfunktionen ¢ und die
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gesuchte Funktion u bzw. u,,, Uz, erfiillt sein. Nun bedenke: Fiir jede
Funktion ¢ auf G ist

0/0xi(p-0) = (0/0x;p) -0 + ¢-0/0x0.

Aber [,0/0zi(¢-0) = 0 weil ja o und damit die Stammfunktion ¢ -0 0BdA
ausserhalb eines Wiirfels in G verschwindet. So kann man durch partielle In-
tegration in (1.6) die Ableitungen von ¢ auf den Faktor OL/0u; verschieben,
und ebenso (zweimal) fiir 92/0x;0xy. Dann steht da;

2

o ————0L/0uji) - o

(1.7) 0 /(8L/8u— 23/5% aL/awZ py

G

fiir alle Testfunktionen o.

Hier werden die u; und uj; als unabhéngige Variable behandelt, nach denen
man L partiell ableitet. Dann setzt man u(x) ein, bildet 9/0x;, ... , und inte-
griert iiber G. Nun, dass so eine Gleichung 0 = fG - o fiir jede Testfunktion
o gilt, heisst einfach ¢ = 0, denn wire z.B. irgendwo in einer Umgebung
@ > 0, so kann man dort eine Glockenfunktion o > 0 ansiedeln, die nur # 0
und auch irgendwo > 0 ist, wo ¢ > 0. Dann wire auch fG p-0>0.

Also schliefit man aus (1.7)

(1.8) Euler-Lagrange Gleichung. Genau dann ist 6L(u) = 0, wenn u
erfillt:

2
= OL/ou — Zﬁ/@xﬁL/@uz + Z oz, 8 aL/aujk

O
(Erst OL/Ou, OL/0u;,OL/Ouj bilden, dann u(z) einsetzen, dann 0/0x;,
9%/0z 0z, bilden!) Hat u = (ul,... ,u™) mehrere Komponenten, so erhilt

man die Gleichung (1.8) fiir jede Komponente. Ist G = [a, b] dann ein Inter-
vall, also u eine Kurve in R, und schreiben wir ¢ statt « und ¢ statt dq/0t,
und héngt L nicht von hoheren Ableitungen als der ersten ab, so ergeben
sich sich die

(1.9) Lagrange-Gleichungen. 9L/0q; — %8L/8q‘i =0.

Das Schone der Formulierung der Mechanik durch solche Gleichungen der
Variationsrechnung ist ihre koordinateninvariante Bedeutung. Im Allgemei-
nen ist (1.8) eine partielle Differentialgleichung fiir jede Komponente wu.

Nun miissen wir aber etwas genauer hinschauen. Wir haben immer vorausge-
setzt, dass alle Funktionen, die uns begegnen, so oft differenzierbar sind, wie
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es uns passt. Bei den Testfunktionen ¢ werden wir weiterhin voraussetzen,
dass sie C*° sind. Wir kénnen sie ja frei wiahlen. Aber die Funktionen v € X
sind in natiirlicher Weise oft irgendwo unstetig oder haben zumindest unste-
tige Ableitungen, wie Wellen an ihren Fronten. Dann hat man in (1.8) eine
partielle Differentialgleichung fiir u wie etwa 02 /0x?u+0?/0y*u—0%/0t*u =
0, aber man muss u betrachten, die gar nicht differenzierbar sind. Daher fragt
man sich: Wie sind wir denn auf (1.8) gekommen? Nun, von (1.7), also hier
hiefle das

(1.10) 0 = / (0%u/972 + 0%u/dy? — 9*u/Ot2)o
G

fiir alle Testfunktionen o. Das G wére hier etwa ein Zylinder mit Héhenfunk-
tion t. Und wie sind wir auf eine Gleichung dieses Typs (1.7) gekommen?
Nun, aus (1.6), wir haben die Ableitungen durch partielle Integration von
o nach u geschoben. Um aber (1.10) im Fall zu interpretieren, dass u nicht
(geniigend oft) differenzierbar ist, schieben wir eben alle partiellen Ablei-
tungen wieder von w nach o, denn o ist ja nach Voraussetzung glatt. Man
definiert also:

Ist T ein linearer Differentialoperator, d.h.

(1.11) T(w) = Y aa(zx) 0°/025" ... 025",

so heisst die Funktion u eine schwache Losung von 7'(u) = 0, wenn fiir
jede Testfunktion o gilt:

(1.12) 0= /T(u)-a = /u-T*(U).

G G

Dabei wird T aus T gebildet, indem man durch formale partielle Integration
den Operator auf die andere Seite schafft, also fiir 7" in (1.11) ist

(1.13) T*(0) = Y (-1l ol /oxfr .. 0adm (aa(2) - 0).

«

Das Schéne ist, dass man sogar unstetige Funktionen auf diese Weise diffe-
renzieren kann, man will ja nur wissen, was [ T'(u) - o fiir Testfunktionen o
ist, und das ist [u-T*(o). Die Verallgemeinerung von Lésungen T'(u) = 0
zu schwachen Losungen [, uT™(0) = 0 fiir alle Testfunktionen o, ist wie
wir gesehen haben, nach der Herleitung der Differentialgleichungen ganz
natiirlich.

Anwendung. Betrachte eine Membran, die am Rand von G eingespannt ist.
Sei v : G — R die Auslenkung aus der Ruhelage, G C R3. Die zusténdige
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Energiefunktion ist u%—kug—kuz, Uy := 0/0x u usw. Von der Euler-Gleichung
bleibt nur:

0 = 9/0xuy +0/0yuy + 0/0zu,, also
Au = (0%/02% + 0%/0y* + 02/02*)u = 0.

Hier gibt es iibrigens keine schwachen Losungen die nicht echte (und analy-
tische) Losungen sind.

Anwendung. Eindimensionale Wellengleichung. Fiir Funktionen u(s, t) auf
R? ist dies die Gleichung 8°/0t*u — §%/9s*u = 0.

Schreibe x = s + ¢, y = s — t, dann folgt 9/0t = 9/0x — 9/dy, 0/0s =
9/0x + 8/dy, also 0/0x = 1/2(8/0t + 8/9s), 8/dy = 5(0/ds — 9/0t) also
(0/0x0/0y) = L(0%/0s* — 0%/0t?), also kommen wir auf die Differential-
gleichung
T(u) = 8%/0x dyu = 0.

Man sieht leicht, dass diese Gleichung die Losung f(x) + ¢g(y) hat, fiir belie-
biges f und g und in der Tat, sind f und g nur stetig, so ist dies auch die
allgemeine schwache Losung (Aufgabe). Wenn Sie eine Saite zupfen, ist die
Gestalt der Saite auch tatséchlich nie differenzierbar.

2. Distributionen

Wenn es auch eine Funktion ¢ : R" — R mit §(z) = 0 fir z # 0, 6(0) = oo
und [, 6(x) dz = 1 nicht gibt, so lisst sich doch diesem Wesen leicht ein
wohlerklarter Sinn erteilen. Tatséchlich tritt ndmlich schliefllich § nicht fiir
sich auf, sondern es steckt in einem Integral, etwa

/ 5(z) o(z)dz = o(0).
Rn

Hier ist stets dx = dxy ...dx,. Nichts ist leichter zu deuten, als die rechte
Seite, wenn nur o anstidndig ist. Das soll es in der Tat sein: Sei G C R" eine
offene Menge.

Definition. Eine Testfunktion o : G — R ist eine C*°-Funktion mit kom-
paktem Trager. Der Triger von o ist der Abschluss der Menge {z|o(x) # 0}.
Sei D der Vektorraum aller Testfunktionen mit folgender Topologie: Eine
Folge (0y,) in D konvergiert in D gegen o, wenn gilt:

Es gibt eine kompakte Menge K C G, sodass ¢ und alle ¢, ausserhalb
von K verschwinden, und D%c,, konvergiert gleichméfig gegen D%c fiir alle
Ableitungen D® = —=2"—— . Eine Distribution auf G ist eine stetige

Bz(fl ..oTp"
Linearform 7' : D — R. Also T ist linear, und fiir (0,,) — o im obigen Sinne
folgt Top, — To.



KAPITEL VI. UND NOCH VIEL MEHR Seite 25

(2.1) Beispiele. (i) Sei f eine stetige (oder nur lokal Riemann-integrable)
Funktion auf G. Dann definiert f die Distribution

D — R, o+ /f(a:) o(x)dx =: (f,o0).
G

(i) Ist « = (aq, ... ,ap) ein Multiindex, so ist auch
D — R, 0 — (f,D%)
eine Distribution.

(iti) D — R, 0 — o(p) (oder Do‘a(p)) fiir festes p € G.

Das Beispiel (iii), wie wir wissen, ist nicht von der Form (i), aber das Beispiel
(i) ist gewissermaflen das Leitmuster, an dem man sich bei den Begriffsbil-
dungen orientiert. Man bezeichnet daher insbesondere allgemein Distribu-
tionen wie Funktionen, etwa f, und die Anwendung von f : D — R auf
o € D bezeichnet man meist nicht mit f(o) oder (f, o), sondern mit

/f(:z)a(a:)da: = (f, o).
G

Das ist zunéchst nur ein grofer Aufwand an Buchstaben, aber er leitet uns
zu den richtigen Definitionen. Zunéchst

(2.2) Bemerkung. Ist C°(G) der Raum der stetigen Funktionen auf G, so
hat man eine lineare stetige Einbettung

1 2 C%G) — D' = Raum der Distributionen

in den Raum der Distributionen durch f +— (f,-). Stetig ist sie in dem Sinne,
dass gilt: Ist (fn) — f gleichmdf$ig konvergent und o € D = (f,,0) —
(f,0). Dass 1 eine Einbettung ist, bedeutet

(fyo) = 0 firalle o = f = 0.

In der Tat: Ist f(p) # 0, so wéhle Diracapproximationen d. um p fiir o,
dann folgt lin% (f,ds) = f(p) # 0, also (f,d.) # 0 fiir ein ¢, also f # 0 als
E—

Distribution. Das erklédre ich gleich néher.

Wir fassen vermége (2.2) Funktionen als spezielle Distributionen auf, und
Distributionen als verallgemeinerte Funktionen. Beispiel (2.1, iii) liefert Dis-
tributionen, die keine Funktionen sind, insbesondere die §-,,Funktion®, als
Distribution erklédrt durch

(2.3) (0,0) = o(0).
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Sie ldsst sich allerdings durch stetige Funktionen approximieren: Sei etwa
d(z) >0, Tr(d) C {x e R" | |2| <1}, und [ d = 1. Setze dy(z) = a™ - d(ax),
fiir @ > 0. Dann ist Tr(d,) C {z | || < a™'} und immer noch [d, = 1. Ist
nun o stetig bei 0 und |o(z) — 0(0)] < € fiir 2] < a™!, so | [du(z)o(x)dx —
o(0)] < [dq(z)|o(x) — o(0)] <&, also dg — ¢ im Raum D'(R"™).

Man nennt eine solche Funktionenfamilie d,,a € R oder N, eine Dirac-
Approximation. Fiir eine stetige Funktion f hat man damit f(y) =
[ f(x)6(y — z)dz wird approximiert durch [ f(z)dq(y—z)dz, und dies héngt
nur durch d, von y ab, ist also glatt, wenn man d, glatt wahlt, ein Polynom
wenn d, eines ist . . .

Soweit ist das alles nicht {iberraschend, aber das Bemerkenswerte ist, dass
man mit Distributionen auch Analysis treiben kann, ja, sie sind fiir partielle
Differentialgleichungen eigentlich das Richtige: Gleich allgemein, wie wendet
man einen linearen Differentialoperator

T = Z aq(z)D?, aq € C(G),
||=0

auf eine Distribution f an? Falls f eine C'"*°-Funktion ist, sollte natiirlich
T f im iiblichen Sinne rauskommen, also

Tf : 0 +— (Tf o)

als Distribution. Aber die rechte Seite ist in diesem Fall auch anders zu
schreiben, denn

<Tf7 U) = <f> T*J>'

Zum Beweis kann man annehmen, dass der Tréger von ¢ in einem kompakten
Wiirfel in G liegt, denn o ist eine endliche Summe solcher Funktionen. Dann
folgt die Formel durch partielle Integration.

Wir definieren nun allgemein fiir eine Distribution f

(2.4) (Tf, o) := (f,T"0).

Die Topologie auf D ist gerade so erklért, dass dies dann immer noch stetig,
also wohldefiniert ist.

Jetzt konnen wir stetige Funktionen als Distributionen auffassen, und als
solche kénnen wir sie beliebig oft ableiten. Insbesondere ist es jetzt sinnvoll
zu fragen, ob eine stetige (und nicht differenzierbare!) Funktion eine partielle
Differentialgleichung 16st, ndmlich als Distribution.

Wir wollen, um uns an Rechnungen mit Distributionen zu gewdhnen, fiir
n = 1 einige Ableitungen berechnen. Wir beginnen mit f(x) = max(0, ).
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7/
//
¥
X
>
Dann ist f'(z) = H(z) die Heaviside-Funktion, mit
0 fir x<0
Hz) = { 1 fiir >0
(
- .
. 0
Beweis. (f',0) = —(f,0') = — [; f(x)o'(x)dx = — [ f(x)o'(x) dx —
=0
R F@) @) de = — [Fed) = —fo@)E + [Fol)dr =

=0
[%° o(z) H(z)dx = (H,0). Also f' = H.

[e.9]
Das ist ja noch ganz naheliegend, aber nun folgt

(2.5) H = 6.

Beweis. (H',0) :== —(H,0') = —ff)oo H(z)o'(x) do — [;° H(z)o'(z) do =

=0
o (@) = [o(x))% = o(0) = (3.0).

Natiirlich kénnen wir jetzt weiter ableiten, und erhalten
(2.6) (@, o) = (=) a"(0)

Manches Gewohnte muss man neu priifen, zum Beispiel:
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(2.7) Bemerkung. Ist f eine Distm’bution aufR und f' =0, so ist f eine
Konstante ¢, das heisst (f,o) = cf

Beweis. Wir haben 0 = —(f’,v) := <f,7> fiir alle v € D. Wéhle nun ein
T€Dmit [T 7(x)dr =1, und sei (f,7) =

Behauptung =c [ o(x) dx fiir alle o. Nun:

Ist [ of das—a Sofa—aT)d:Jc—O:>a—aT— 7 fiireiny € D= 0=
V) = , T )= —C [l
(£,7) = (f o) —a{fi7) = Ja(

c

Es hat keinen Sinn, nach dem Wert einer Distribution f im Punkt p € R”
also nach f(p) zu fragen, aber sinnvoll ist die Definition: Die Distribution
f verschwindet in einer offenen Menge U, wenn (f, o) = 0 fiir alle o mit
Tréger in U. Sei V' die Vereinigung aller offenen Mengen U, sodass f in U
verschwindet. Dann verschwindet f in V. In der Tat, ist o eine Testfunktion
mit Trager K C V, so wird K von offenen Mengen U, iiberdeckt, sodass f
in Uy verschwindet. Wahle eine untergeordnet Partition der 1

Zgoj = 1, Trager (¢;) C U, fiir ein .
J
Dann ist 0 = ) 0j, 0; = 0 - ¢;, und weil K kompakt und die Partition

der Eins lokal endlich ist, ist dies eine endliche Summe. Dann ist (f,o) =
>_i(f.05) =0, weil Trager (0;) C U, fiir ein A.

Das Komplement dieser offenen Menge V' heisst der Trager von f. Dieser
Tréger hat also folgende Bedeutung:

Ist o € D und ist der Tréiger von o fremd zum Tréger von f, soist (f,o) = 0.

Beispiel. Der Tréiger von ¢ ist {0}, denn ist o(z) # 0 nur fiir x # 0, so ist
(0,0) =0(0) =0.

Der Triiger von f’ liegt im Triger von f, denn ist (f, o) = 0 fiir alle o mit
Tréiger in V, so auch (f’,0) = —(f,o’) = 0 fiir alle ¢ mit Tréiger in V. Hat f
einen kompakten Triager K, so kann man (f, o) fiir beliebige C'*°-Funktionen
o : R" — R erkldren. Man wéhlt eine Testfunktion 7 mit 7 = 1 auf einer
Umgebung von K (groBen Kugel), und setzt

<f70> = <f77—‘0->‘

Dies héngt nicht von der Wahl von 7 ab, denn mit einer anderen Wahl 7
wird die Differenz (f, (1 — 71) - 0) = 0, weil 7 — 71 einen Triger ausserhalb
K = Triger (f) hat.



KAPITEL VI. UND NOCH VIEL MEHR Seite 29

Beispiel (4, 0) = ¢(0) fiir alle C*°-Funktionen o.

Tatséchlich ist (0, f) := f(0) natiirlich fiir beliebige Funktionen f definiert,
nicht aber (D%4, f). Man kann Distributionen nicht sinnvoll multiplizieren,
aber man kann eine Distribution f mit einer C'*°-Funktion g multiplizieren
(Differentialoperator 0-ter Ordnung) durch

(2.8) (g-f,0) == (f,g-0) fir feD, oD, ge C®R").

Man kann Distributionen nicht mit beliebigen Transformationen ¢ : R* —
R"™ zusammensetzen, aber ist ¢ ein Diffeomorphismus also det Dgp # 0,

und f eine stetige Funktion, so hat man (f o p,0) = [ fe(z) - o(z)dz =
J fop(z) (0090_1)090( )div—ffow x) - [(O’O@ Dow( )/|(detD90)
¢~ lp(@)] - [det Dp(z)lde = [ f(z) - op™")/|det(Dyp) o ¢~ (z)|dx =

(flo o™t/ det(Dep) oo~ 1).

Diese Gleichung kann man dann allgemein zur Definition erheben, z.B. ist
o(a) =0, so ist

29 (506.0) = ofa)/|det(Dg)(a),
d(ca) = |c |- 8(x), (d(z —&)lo(x)) = o (&)
Man braucht natiirlich nur, dass ¢ ein Diffeomorphismus einer offenen Men-

ge U mit einer Umgebung des Triagers von f ist. Soviel an allgemeinen
Andeutungen iiber die Theorie der Distributionen.

Wann 16st eine stetige Funktion f(x,t) die Wellengleichung
0*f|0x* = O°f/ot?
schwach? Setze x = u + v, t =u — v, also
0/0u = 0/0x+0/0t, 0/0v = 0/0x — 0/0t,

und folglich
/ou d)v = 0?/0x* — 9*/ot>.

Wir haben also zu fragen: Welche stetigen Funktionen f(u,v) ldsen
0/0u 8/0v f = 0 auf R?? Jedenfalls natiirlich die Funktionen der Gestalt

(2.10) flu,v) = p(u) + ¥(v).

Auch kénnen wir zu einer gegebenen Losung f mit f(0,0) = 0 die ¢, so
bestimmen, dass f(u,0) = ¢(u), f(0,v) = ¢(v). Setzen wir dann g(u,v) =
f(u,v) — @(u) —(v), so 16st g die Gleichung

d/0ud/dvg = 0, g(u,0) = ¢g(0,v) = 0.

Aber daraus folgt: 9/0v g hiingt von u nicht ab(2.7), ist also 0, weil g(0 ,v)
0, und daher hiingt g von v nicht ab nach (2.7), ist also 0, weil g(u,0) =

Damit haben wir:
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(2.11) Bemerkung. Alle stetigen schwachen Losungen der Differentialglei-
chung 02 f /0% = 9% f /0t? sind von der Gestalt f(x,t) = p(x —t) +(x+1)

fiir stetige Funktionen ¢, einer Variablen.



