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Delignes kompatible /-adische Darstellungen

LY

Moritz Kerz wurde im vergangenen Jahr mit dem wichtigs-
ten Preis flir den wissenschaftlichen Nachwuchs in Deutsch-
land, dem Heinz Maier-Leibnitz-Preis, ausgezeichnet. Im Fol-
genden berichtet er iiber eines seiner aktuellen Arbeitsgebiete
aus dem Bereich der Arithmetischen Geometrie.

[

Deligne, Drinfeld und Lafforgue gelang es im Laufe der
vergangenen zehn Jahre, eine Reihe spektakulirer neuer
Ergebnisse lber eine tiefe Vermutung von Deligne iiber
{-adische Galoisdarstellungen zu erzielen. Ich méchte im
Folgenden den Satz von Drinfeld in diesem Programm
schildern. Obwohl der Beweis, besonders der Teil, der
auf der Theorie der automorphen Formen basiert, sehr
tiefliegend ist, lasst sich das Ergebnis verhaltnismaBig ein-
fach formulieren.

Besonders herausstellen méchte ich auch den fiir Drin-
felds Satz zentralen Beitrag von Gotz Wiesend.

| Die topologische Fundamentalgruppe

In der algebraischen Topologie spiegelt man globa-
le raumliche Information von geometrischen Objekten
durch einfache Invarianten wider. Eines der dltesten und
wichtigsten Konzepte hierfiir ist die Fundamentalgruppe
7m1(X) eines topologischen Raumes X (der Einfachheit
halber vergessen wir einen eigentlich zu fixierenden Ba-
sispunkt von X).

Die Fundamentalgruppe ist die Menge der kontinuierli-
chen Schleifen in X bis auf kontinuierliche Deformation,
das heiBt die Elemente von 71 (X) werden durch stetige
Abbildung von

512{(X7y)6R2|x2+y2=1}

nach X reprisentiert.
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Moritz Kerz

Das fiir unsere Anschauung wichtigste Beispiel ist die
Fundamentalgruppe von X = S!. Es ist anschaulich klar,
dass man jeder Schleife S! — S die Anzahl der Umdre-
hungen um den Ursprung zuordnen kann und dass sich
diese sogenannte Windungszahl unter Deformation nicht
andert. Mathematisch gesprochen liefert die Windungs-
zahl eine vollstindige Beschreibung von 71 (S1), d.h. man
hat einen Isomorphismus

7T1(51) = 7.

2 Affine Varietiten

In der algebraischen Geometrie studiert man Nullstel-
lenmengen von Polynomen in mehreren Variablen. Der
Einfachheit halber beschranken wir uns auf affine Varieta-
ten. Dazu betrachtet man einen algebraisch abgeschlos-
senen Korper k (z.B. die komplexen Zahlen C). Es seien
fi,....fm : k% — k polynomiale Funktionen. Wir sagen
dann, dass

X ={x€kI[fi(x) == fi(x) =0} C K

eine affine algebraische Varietit ist.

Wir wollen im Folgenden annehmen, dass unser X glatt
ist, was so viel heiBt, wie dass X keine Ecken und Kanten
hat. Falls k = C bekommt X als Teilmenge von C9 eine
topologische Struktur, und wir kénnen die topologische
Fundamentalgruppe m1(X) studieren, zum Beispiel da-
durch, dass wir lineare Darstellungen 71(X) — GL,(C)
betrachten. Ein klassischer Satz besagt, dass 71(X) end-
lich erzeugt ist, so dass man die linearen Darstellungen
zumindest prinzipiell verstehen kann.

Eine der wichtigsten Entdeckungen der algebraischen
Geometrie des zwanzigsten Jahrhunderts ist, dass die
Geometrie lber einem endlichen Korper sich dhnlich
verhilt wie die Geometrie iiber den komplexen Zahlen.
Es stellt sich also die Frage: Was ist das Analogon von
m1(X) tber einem endlichen Kérper, und was entspricht
den Darstellungen 71(X) — GL,(C)? Eine vollkommen
prazise Fassung dieser Frage hat Deligne in seinem be-
rihmten Artikel Weil Il als Vermutung formuliert [DI,
Conj. 1.2.10]. Diese Vermutung wurde im Laufe der ver-
gangenen zehn Jahre durch Arbeiten von Deligne, Drin-
feld und Lafforgue [D2, Dr, L] vollstindig bewiesen. Drin-
feld benutzt dabei ganz wesentlich Ideen, die von Gotz
Wiesend im Rahmen der sogenannten hoherdimensiona-
len Klassenkorpertheorie entwickelt wurden [W].
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3 Die Weil-Gruppe und ihre Darstellungen

Fangen wir also mit dem Analogon von 71(X) tber ei-
nem endlichen Kérper Fy an. Dazu nehmen wir an, dass
unsere affine Varitit X iber dem endlichen Kérper Fq
definiert ist, was soviel heiflt, wie dass k der algebraische
Abschluss von Fgq ist und dass die Polynome fi, ..., fm
Koeffizienten in Fy haben. Die beste Approximation der
topologischen Fundamentalgruppe Ulber einem endlichen
Kérper ist die sogenannte Weil-Gruppe W/(X), die keine
diskrete Gruppe, sondern eine topologische Gruppe ist.

Was ist also die Weil-Gruppe! Fiir diejenigen, die sich mit
Galoistheorie auskennen, kénnte man sie so charakteri-
sieren, dass es eine kurze exakte Sequenz

0 — Gal(Fur|k(X)) = W(X) —-Z —0

gibt, wobei F,- die maximale Korpererweiterung des
Funktionenkérpers k(X)/k ist, die unverzweigt lber X
ist. Eine wichtige Beobachtung ist, dass, falls X nur aus
einem einzigen Punkt besteht, W/(X) die diskrete Grup-
pe Z ist. Man kann auch sagen:

Ein Punkt tiber einem endlichen Korper verhilt sich
topologisch so wie die Sphire S'.

Einmal um den Ursprung laufen auf S! entspricht
iber dem endlichen Koérper Fq dem Frobenius-
Automorphismus F : k — k, F(x) = x9. Der Frobenius
»dreht also den Punkt infinitesimal um sich selbst. Fiir
eine allgemeine affine Varietit X bekommt man dann um
jeden Punkt x € X einen solchen kleinen ,,Dreh®, den
Frobenius Fx in W/(X), siehe folgende Abbildung:

X1 X2

Ein Satz von Tschebotarev besagt, dass die verschiedenen
Frobenii Fx die Weil-Gruppe W(X) topologisch erzeu-
gen. Uber einem endlichen Korper haben wir also kei-
ne kontinuierlichen Schleifen mehr, aber wir haben zu
jedem Punkt die ,jinfinitesimale Schleife” des Frobenius.
Das groBe Ritsel ist, wie diese verschiedenen Frobenii
zusammenhangen, denn der Begriff der kontinuierlichen
Deformation von Schleifen fehlt uns jetzt vollstandig. Sehr
grob ausgedriickt liefert das sogenannte Langlandspro-
gramm einen Ersatz fiir die kontinuierliche Deformation
der infinitesimalen ,,Frobenius-Schleifen* — in der Arith-
metik spricht man hier von einem Reziprozititsgesetz.
Wir werden unten noch einmal auf das Langlandspro-
gramm zu sprechen kommen.

Kommen wir nun zum Analogon der Darstellung
m1(X) — GLa(C). Nur die stetigen Darstellungen der
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Weil-Gruppe W(X) — GLs(C) zu betrachten, ist kei-
ne gute ldee. Davon gibt es viel zu wenige. Stattdessen
fixiert man eine Primzahl £ prim zu g und betrachtet an-
stelle von C den algebraischen Abschluss des Korpers
der ¢-adischen Zahlen @,. Die dahinterstehende Motiva-
tion ist, dass Q als abstrakter Kérper isomorph zu C ist
und eine viel flexiblere Topologie besitzt. Der Nachteil
ist natiirlich, dass wir eine zusétzliche Wahl einer Prim-
zahl ¢ treffen missen. Die Vermutung von Deligne besagt
gerade, dass diese Wahl in Wirklichkeit gar keine ist.

4 Die Existenz von kompatiblen
Darstellungen

Wegen des Satzes von Tschebotarev ist eine irreduzible
stetige (-adische Darstellung

pe: W(X) — GLa(Q)
im Wesentlichen durch die charakteristischen Polynome
des Frobenius

Poex = det(1 = tpe(Fx) : Q¢ — Q) € Qult]  (x € X)

vollstindig bestimmt.

Drinfeld zeigte 2010 [Dr]:

Theorem. Die Darstellung p, héngt nicht von ¢ ab, d.h.
genauer zu jeder weiteren Primzahl ¢ prim zu q und je-
dem Kérperisomorphismus 7 : Q, = Qs gibt es eine ein-
deutige stetige Darstellung pyr : W(X) — GLn(Qy) mit
T(Ppg,x) = Pp[,,x fi]r alle x € X.

Wichtig zu betonen ist natiirlich, dass man p, nicht
durch einfachen Twist mit 7 bekommt, denn 7 ist nicht
stetig.

Dieser Satz ist der zentrale Teil von Delignes Vermutung
[DI, Conj. 1.2.10]. Auch die anderen Teile der Vermu-
tung, bis auf die Existenz der ,,petits camarades cristal-
lins*, sind mittlerweile bewiesen.

Drinfelds Beweis benutzt im Wesentlichen drei Baustei-
ne:

(1) Der Satz wurde 2001 von Lafforgue fiir eindimensio-
nales X als Konsequenz seiner Langlandskorrespondenz
fir GL, von Funktionenkorpern bewiesen [L].

(2) Deligne [D2] beweist aufbauend auf der Langlands-
korrespondenz einen allgemeinen Endlichkeitssatz fiir ¢-
adische Darstellungen.

(3) SchlieBlich benutzt Drinfeld, um von eindimensiona-
len Varietiten auf den allgemeinen Fall zu schlieBen, einen
Ansatz von Wiesend [W], siehe auch [KS], [K]. Die Idee
ist, die Darstellung erst durch eine gewisse nicht zu groBe
Uberlagerungen zu kontrollieren und dann zu der Uber-
lagerung eine gute Kurve C — X zu wihlen, fiir die man
die von Lafforgue konstruierte Darstellung von W(C) zu
einer Darstellung von W(X) herunter driicken kann.
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5 Uber Gotz Wiesend

Gotz Wiesend hat seine Ideen, besonders die oben er-
wihnten ,guten“ Kurven, urspriinglich fiir die Anwen-
dung in der hoherdimensionalen Klassenkorpertheorie
entwickelt. In ihr moéchte man die abelsche Galoisgrup-
pe eines endlich erzeugten Kérpers durch eine Klassen-
gruppe beschreiben. Eine Version einer solchen Theorie
wurde von Bloch, Parshin und Kato-Saito zu Beginn der
80-er Jahre entwickelt.

Gotz Wiesend studierte an der Universitit Erlangen
und wurde dort 1996 bei Wulf-Dieter Geyer mit ei-
ner Arbeit Uber arithmetische Dualititssitze promo-
viert. Uber die nichsten zehn Jahre entwickelte Wie-
send einen vollig neuen und spektakulir einfachen Zu-
gang zur héherdimensionalen Klassenkorpertheorie, der
gleichzeitig tiefere Resultate liefert als die urspriingliche
Theorie von Kato-Saito.

Wulf-Dieter Geyer beschreibt Wiesends mathematische
Arbeitsweise als ungewohnlich; so habe er intuitiv schon
bald die Umrisse seiner Klassenkorpertheorie im Kopf
gehabt und habe erst mit der Zeit die prazisen Formu-
lierungen und vollstindigen Beweise nachtriglich entwi-
ckelt.

Nach seiner Promotion arbeitete Wiesend die meiste
Zeit als wissenschaftlicher Mitarbeiter an der Universi-
tit Erlangen in der Arbeitsgruppe Geyer, bis er 2005 an
das Institut fiir experimentelle Mathematik der Universi-
tit Duisburg-Essen wechselte.

Die groBe internationale Anerkennung, die seine Arbei-
ten seitdem unter anderem mit einem Vortrag im Sé-
minaire Bourbaki [S] und der oben geschilderten Anwen-
dung auf Z-adische Galoisdarstellungen durch Drinfeld er-
fahren haben, konnte Gotz Wiesend leider nicht mehr
miterleben. Am 9.1.2007 nahm er sich in Essen das Le-
ben.
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Ich danke Héléne Esnault und Wulf-Dieter Geyer fiir Hilfe beim
Verfassen des Textes.
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