Ubungen zur Algebraischen Topologie I

Prof. Dr. C. Loh Blatt 4 vom 10. Mai 2013

Aufgabe 1 (Sphéren und m,). Welche der folgenden Aussagen sind wahr?
Begriinden Sie jeweils kurz Thre Antwort.

1. Man kann den Satz von Seifert und van Kampen auf die Zerlegung
Slz{x651CR2{xg#l}u{xeslcRg‘xg#—l}

anwenden und daraus folgern, dass 71 (S, 1) als Pushout zweier trivialer
Gruppen (iiber einer weiteren Gruppe) die triviale Gruppe ist.

2. Fir alle n € N gilt: Wenn m,,(S™, e]) einelementig ist, so ist m, (X, z¢) fiir
alle punktierten topologischen Rdume (X, x) einelementig.

Aufgabe 2 (Fundamentalgruppe und Basiswechsel). Sei X ein topologischer
Raum, seien z,y € X und es gebe Wege 7,7’: [0,1] — X in X von z nach y.

1. Zeigen Sie, dass

on: m(X,y) — (X, 2)

n(3-t) falls ¢t € [0,1/3]
Ve — [l = < ~(3-t—1]) fallste[1/3,2/3]
n3—3-t) fallste[2/3,1]

eine wohldefinierte Abbildung ist, die ein Gruppenisomorphismus ist.

2. Zeigen Sie, dass c¢j, 0 ¢, = @, gilt, wobei ¢p,: (X, 2) — 7 (X, x) die
Konjugation mit dem Element h € 71 (X, z) ist, das durch die folgende
Schleife gegeben ist:

(', 1) — (S',1)

W(2-1)  fallst € [0,1/2]
= {n([g “2.4)) falls t € [1/2,1].

Tlustrieren Sie Thre Argumente durch geeignete Skizzen!
Hinweis. Es geniigt, wenn Sie angeben, was alles zu {iberpriifen ist und nur die
wesentlichen Schritte im Detail ausarbeiten.

Aufgabe 3 (Lebesgue-Lemma). Sei (X, d) ein kompakter metrischer Raum und
sei (U;)ier eine offene Uberdeckung von X. Zeigen Sie, dass es ein € € Ry mit
folgender Eigenschaft gibt: Fiir alle € X gibt es ein ¢ € I mit U(z,e) C U;.
Hinweis. Betrachten Sie zu i € I die Funktion d( -, X \ U;): X — R, die
den Abstand zu X \ U; misst.

Bitte wenden



Aufgabe 4 (freies (amalgamiertes) Produkt). Lesen Sie Anhang B.1 des Kurz-
skripts zur Vorlesung und beweisen Sie folgende Aussagen:

1. Ist (G;)icr eine Familie von Gruppen, so ist die Menge ¥ ;c;G; der redu-
zierten Worter zusammen mit der in Anhang B.1 definierten Verkniipfung
reduzierter Worter eine Gruppe.

2. Ist (G;)ier eine Familie von Gruppen, so ist das freie Produkt %;crG;
(zusammen mit den kanonischen Inklusionen) das Koprodukt der Fami-
lie (G;)ier in der Kategorie Group.

3. Sind Gy, G und G2 Gruppen und sind ig: Gg —> G1 bzw. is: Gg — G
Gruppenhomomorphismen, so ist

GoLGl

G5 e

ein Pushout in der Kategorie Group. Dabei sei
G = (Gl * GQ)/N,

wobei N C G *G2 der (beziiglich Inklusion) kleinste Normalteiler in G *
G ist, der die Menge {i1(g) -i2(g9) ™' | g € Go} enthilt, und ji: G — G
bzw. jo: G — G die von den kanonischen Inklusionen G; — G * G4
bzw. Gy — G1 * G5 induzierten Homomorphismen sind.

Hinweis. Wenn Sie mochten, konnen Sie sich in den ersten beiden Teilaufgaben
auf den Fall von zwei Faktoren beschrinken, um die Notation iibersichtlich zu
halten.

Bonusaufgabe (Der Fundamentalsatz der Algebra). Beweisen Sie den Fun-
damentalsatz der Algebra (d.h., dass jedes nicht-konstante Polynom aus C[X]
mindestens eine Nullstelle in C hat) mithilfe der Tatsache, dass

Z—)m(Sl,l)
n—> [(Sl, 1) — (SY1), 2 — z"]*

ein Gruppenisomorphismus ist (wobei wir S! als Teilmenge von C auffassen).
Hinweis. Zeigen Sie, dass die Vergiss-Abbildung [(S*, 1), (S, 1)], — [S1, 1]
eine Bijektion ist (indem Sie die Gruppenstruktur auf S' C C nutzen).

Zeigen Sie dann, dass ein Polynom p € C[X] von nicht-trivialem Grad, das
in C keine Nullstellen besitzt, eine Abbildung S* — S! liefert, die sowohl
nullhomotop als auch homotop zu der Abbildung S' — St z — 298P ist ...

Abgabe bis zum 17. Mai 2013, 08:00 Uhr, in die Briefkédsten



